REPRESENTACIONES DE UN RING RELACIONADO
CON EL SPIN 1

vor GUILLERMO KNIE

"La emanaciéon de Dirac describe particulas de spin 1/2,
0y 1(Y).

En el primer caso los 4 simbolos @ que intervienen en
ella, son anticonmutativos. En el segundo y tercer caso ellos
determinan un &lgebra més complicada. Cambiando su deno-
minacion en B, las B satisfacen la regla de conmutacion:

<1> B[ Bm Bn + Bn Bm B[ = Bl bnm + Bn E)lm .

El ntmero maximo de simbolos que satisfacen entre ellos
esta regla, es 5(2) (segun Schrédinger). Ellos determinan lo
que en algebra se llama, un ring de 136 miembros (3). Si se li-
mita el ntimero de elementos basicos a 4, el ntmero de miem-
bros linealmente independientes se reduce a 126. Partiendo de tres
simbolos basicos especiales que son los tres componentes del spin
1, se obtiene un subring de 10 miembros (+). Mi intencidén es
demostrar que eligiendo tres B cualesquiera que no sean com-
ponentes del spin 1, es decir, que no satisfagan las relaciones

(2) BBy —ByBs=1PRs 7y ciclicamente

se obtiene un subring més general que el subring del spin 1, de
manera que tenemos ahora el sistema

136, 126, 35, 10.

Cada uno de estos 4 miembros significa el ndGmero de
miembros de un ring que es subring del anterior. El ntumero y
el grado de las representaciones que ellos admiten es diferente

(*) Prescindiendo de un factor ¢ en el término de masa.

(*) GuinLermo KNIE, Monografias fisico-matemiticas N° 1: Algebra del
spin.

(®) Compare también: SAxATA y TAXRETANI, Proc. Math. Phys. Soc. Jap.
22, 1940.

(*) GuinLsrMo KNI, Revisla Electrotéenica, Noviembre de 1943.
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y depende, pues, del nimero de elementos basicos. En el ul-
timo caso habia 2 representaciones irreducibles del grado r=1
y r=38 resp. Este caso se obtendra ahora por especializacion
del anterior.

Partimos, pues, de
Bl: 321 Bs

que satisfacen solamente las relaciones (1). Para construir fo-

dos los productos linealmente independientes, es conveniente, con-

siderar también los cuadrados B.2 B.,2 B.2, porque ellos tienen
1* Pa® P

propiedades de conmutatividad muy sencillos.

De (1) obtenemos por especializacién de indices:
Bl [322 -+ 522 [31 = B]_ 5

multiplicando a la derecha resp. a la izquierda por B; e igua-
lando, se obtiene: ‘

(3) B12 Bz2 - [322 512

Los 3,2 son, pues, conmutativos (e idempotentes).
ke p P

Ademés conmutan con el producto de dos 3 de diferentes
indices. Por ej.: De (1) obtenemos:
By BaBs+ BsBaBy=0 o
B1%Ba B+ By By By By=0.
Como
By BgPa+ PBeBgPy=0
resulta por substitucion:
B1% By By =By By By (4)
Mas favorable todavia que los B2 resulta el uso de la
combinacion 1, =202 —1.

Pues los n; ademas de conservar las dos propiedades men-
cionadas de los B2 poseen propiedades de conmutacién sencillas.
con los By. Tenemos
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Byme= By (282 —1)
e By= (2812 —1) By
Pero sumando, resulta
(5) Bimk+ nkB;=0  por (1).

Ademas tenemos

Biy=m B =5 a) y
) ion2=1 b)  por (1)
l N M = 1 Moy c)
BB =BnBay d)  por (3) y (4).

Las propiedades enumeradas de los m; hacen suponer que
estos simbolos se pueden utilizar con ventaja para la obtencién
de todos los elementos del ring y la construccion del centro, es
decir, de los elementos conmutables con todos los elementos
del ring. Formamos, pues, productos de los Bj enire ellos, de
los ny entre ellos y productos de los Bj con los n;. El ntmero
de productos linealmente independientes es 127+ 15. Si agre-
gamos n;2=1 obtenemos 35 términos. El término nxmnym,, es
del mas alto grado en By (grado 6). Todos los deméas productos
se dejan reducir a combinaciones lineales de estos 35 términos.
Procedemos ahora a la construccion del centro. Los términos
conmutables con todos los deméas — si prescindimos de la uni-
dad — han de ser con toda seguridad las combinaciones simé-
tricas de los m; o estan estrechamente relacionados con ellas.
Basta considerar:

S;=n+ng+mns
(7) Sg=mnyng+npng + 13 Ny
Ss =M1 M2 Ma-
Encontramos facilmente:
Br Sy=/=S, Bk
Br Se==Ss Bk
BrS3 =-S5 Br



— 116 —

Luego S; pertenece al centro. Una segunda posibilidad es
una combinacion lineal de S; y S,:

S; 4 ¢S;.

Basta probar con B, debido a la simetria de los S. Tenemos

By (ny4+ng+ng) = (g —ne—13) By = (Ny—ny N — Ny Mg) By |
-

po
(6)-

By (711 Mo+ My Mg -+ Ne Tl?,) = <“’11 Me — Ny N3 + 1o 713) Bi=
- (—1\2 — Mg+ Mg T\3) By

Restando se obtiene: B,(S;—S,)=(S;—S,)B;.
Luego S;— S, pertenece al centro. Una tercera posibili-
+dad no existe. El centro estd formado, pues, de ()

S5, S;—S, y de la unidad.

Luego hay ftres representaciones. Si sus dimensiones son
ry, g Y T3, debe ser
r? 4 g2 =35 (8)

segin un leorema bien conocido. De esto resulta de ‘manera
qunivoca:

ry=>5 ry=3 rg=1.
Existe, pues, una representaciéon en 5 dimensiones, una en
tres y una representacion trivial unidimensional. En cuanto a
la forma de estas representaciones (¢), prescindiendo de un fac-
tor ¢ estan relacionadas con los elementos basicos de las rota-
ciones infinitesimales en tres resp. 5 dimensiones.
En tres dimensiones una rotacion infinitesimal estd dada por

(®) ®i4 05 P sirven de elementos bisicos para formar el ring, S;—S;
pertenecen también al centro, extendiéndose en este caso la numeracién, hasta
la cifra 4 resp. 5. Lo mismo se puede decir de §; para 5 Bj. Porque ny ngng ngny
conmuta con 3, Pero para 4 de las B, hay umna diferencia. Como nym,ngny
anticonmuta con B), debe ser completada por ofra combinacién. Se ve féeil-
mente que ny MeMg M, — Ny Me Mg~ Mg Mg My — Mg Ny Ty — Me My Ny = g Mg Mg My (T
— 3'n ) satisface la exigencia de conmutabilidad. Al correr 8, de la izquier-

}.L
+da a la derecha, dos expresiones son intercambiadas, las demés no varian

(°) Vea tamhién G. KNig, Nuevas teorias fisicas (en prensa).
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dzy, = cxy — axg (9)

Se obtienen (res elementos bésicos de este grupo tripara-
meétrico, eligiendo

a=1, b=0, ¢=0
a=0, b=1, ¢=0
a=0, b=0, c=1.

Coordinando las tres filas y columnas de un sistema cde
matrices a las coordenadas z;, x,, ®; se obtiene la representa-
tacion: (después de multiplicar por i)

' oot 0—t
i (10)
i —i
y analogamente en cinco dimensiones.

El caso especial: By =1 (B, By — B2By) (7) (11)

produce una reduccion en el ntmero de términos independien-

tes de 35 a 10 y del ceniro de 3 a 2. Se tiene ahora:
N 83:—1

equivalente a la unidad.
El ntmero de representaciones irreducibles ahora es 2 y

32 +12=10.
S;— S, se puede reemplazar por S;=n;+1,-+ns
~ [312 + 522 'F ng
debido a la relacién
2 (612 ng -+ 1312 632 + \322 Bgz> — 612 + [322 + 632
consecuencia de (11) y de las relaciones ciclicas resultantes
de (11).
Buenos Aives, septiembre 1943.

(") Tratado por mi en Rewvista Electrotécnica, octubre 1943.



