
REPRESENTACIONES DE UN RING RELACIONADO 
CON EL SPIN 1 
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'La enlanflción de Dirac describe partículas' de spin 1/2, 
() Y 1 (1). 

En el primer caso los 4 símbolos a que intervienen en 
ella, son anticonul'utativos. En el segundo y tercer caso ellos 
determinan un álgebra nlás complicada. Canlbiando su deno­
Plinación en ~, las ~. satisfacen la regla de conmutación: 

(1) 

El núnlero luaXllUO de símbolos que satisfacen mItre ellos 
esta regla, es 5(2) (según Sch.rodinger). Ellos Cletenuinan lo 
que en álgebra se llmua, un ring de 136 nlielubros (3). Si se li­
mita el núnlero de eleIuentos hásicos a 4, el nÚluero de nliem­
bros linealmente independientes se reduce a 126. Partiendo de tres 
sínlbolos básicos especiales que son los tres cOlllponentes del spin 
1, se obtiene un subring de 10 nliembros (4). Mi intención es 
del110strar que eligiendp tres ~ cualesquiera que no s,ean C0111-

ponentes del sg,in 1, es decir, que no satisfagan las relaciones 

(2) ~1 ~2 ~2 ~3 = i ~3 Y cíclicanlente 

se obtiene un subring 111ás general que el subring del Spl11 1, ele 
manera que tenenlOS ahora el sistema 

136, 126, 35, 10. 

Cada uno de estos 4 n1ielubros significa el número de 
nlielubros de un ring que es subring del müerior. El nlUllero y 
el grado de las representaciones que ellos adnlit'en es diferente 

(1) Prescindiendo de un factor 'i en el término de masa. 
e) GUILLERMO KNlE, Monografías físico-matemáticas N9 1: Algebra del 

spin. 
(3) Compare también: SAKATA y TAKETANI, P?'oc. Math. Phys. Soco Jap. 

22, 1940. 
(1') GUILLERMO KNIE, Revisla Electrotécnica, Noviembre de 1943. 
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y depende, pues, del número de elementos básicos. En el úl-­
timo caso había 2 representaciones irrreducibles del grado l' = 1 
Y r = 3 resp. Este ,caso se obtendrá ahora por especialización 
del anterior. 

Partimos, pues, de 

que satisfacen sólamrente las relaciones (1). Para construir to­
dos los productos lineahnente independientes, es conveniente, con­
siderar también los cuadrados ~12 ~22 ~32, porque ellos tienan 
propiedades de conmutatividad muy sencillos. 

De (1) obtenemos por especialización de Índioes: 

multiplicando a la derecha res~. a la izquierda por ~1 e igua-­
lando, se obtiene: 

(3) 

Los ~lc2 son, pues, conlllutativos (e idempotentes). 

Además conmutan con el producto de dos ~ de diferente& 
Índices. Por ej.: De (1) obtenelllos: 

~1 ~2 ~3 + ~3 ~2 ~1 = O o 

~12 ~2 ~3 + ~1 ~3 ~2 ~1 = O. , 

Como 

resulta por substitución: 

~12 ~2 ~3 = ~2 ~3 ~12 (4) 

Más favorable todavía que los ~1.2 resulta el uso de la 
combinación f\k = 2 ~k2_l. 

Pues los f\lc además de conservar las dos propiedades men­
cionadas de los ~lc2 poseen propiedades de conmutación sencillas. 
co~ los ~lc. Tenemos 
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~ Z11le = ~ Z (2 ~ k2 - 1 ) 

l1k ~l= (2 ~k2 -1) ~l' 

Pero sumando, resulta 

(5) por (1). 

Además tenemos 

r 
~l111 = 111 ~l=~Z a) Y 

l1z2 = 1 b) por 
(6) 

, 
l1zl1m = l1zl1m c) 

(1) 

1 l1l ~m ~n = ~m ~n l1z d) por (3) y (4). 

Las propiedades ·enunleradas de los l1l hacen suponer que 
estos símbolos se pueden utilizar con ventaja para la obtención 
de todos los elementos del ring y la construcción del centro, es 
decir, de loselelntmtos conlTIutables con todos los ,elelnentos 
del ringo Formamos, pues, productos de los ~l. ·entr·e ellos, de 
10B 11/.: entre ellos y productos de 'los ~k con los 11/.. El número 
de productos lineahnente independientes es 12 + 7 + 15. Si agre­
gamos l1k2 = 1 obtenemos 35 ténninos. El térnlino 111.11l11m es 
del más alto grado en ~/. (grado 6). Todos los denlás productos 
se dejan reducir a combinaciones lineales ele estos 35 ténninos. 
Procedelnos ahora a la construcción del centro. Los ténninos 
conmutables con todos los demás - si prescindiIllos de la uni-:­
dad . - han de ser con toda seguridad las cOlllbinacio;lles sune­
tricas de los l1lc o están estrechamente relacionados con ellas. 
Basta considerar: 

(7) 

81 = 111 + 112 + l1g 

82 = 111112 +11211g + 113 11'1 

8g = 11111211g· 

Encontramos fácilmente: 

~k 81 ~l:81 ~k 

!31c 82 =/=82 ~lc 

~k8g=i:-:Sg ~k 



-116-

Luego S3 pertenece al centro. Una segunda posibilidad es 
,una combinación lineal de Si y S2: 

Basta probar con ~1 debido a la sirnetrÍa de los S. te n eI11 o s 

:~1 (111 + 112 + 113) = (111 ~ 112 -113) ~1 = (111 -111 112 - 111113) ~1 \( 
por 

~1 (111 lb + 111113 112 113) = (-111 112 -111113 + 112113) ~1 = ~ (6). 

== (-112 - 113 + 112113) ~1 l 
'Restando se obtiene: ~l(Sl - 5'2) = (Si - S2)~1' 

Luego Si - 52 pertenece al centro. Una tercera posibili­
¡ ,dad no existe. El centro está fOrI11ado, pues, de (5) 

Luego hay tres representaciones. Si sus dünensiones son 
,1'1' 1'2 Y 1'3' debe ser 

(8) 

'según un teore111a bien conocido. De esto resulta de 'manera 
,unívoca: 

Existe, pues, una representación en 5 dÜ11ensiones, una en 
tres y una representación trivial unidÍlllensional. En cuanto a 
'la forn1a de estas representaciones (6), prescindiendo de un fac­
tor i están relacionadas con los ele111entos básicos de las rola­
ciones infinitesÍl11ales en tres resp. 5 dÜ11ensiones. 

En tres dimensiones una rotación infinitesü11al está dada por 

(5) Si 4 o 5 ~lc sirven de elementos búsicos para formal' el ring, SI - 8~ 

pertenecen también al centro, extendiéndose en este caso la numeración, hasta 
la cifra 4 resp. 5. Lo mismo se puede decir de S3 para 5 ~l~. POl'que '1\1 '1\2 113 '1\.1 '1\5 
conmuta con ~l(. Pero para 4 de lasj3lc hay una diferencia. Como '1\1 112 '1\3 '1\-1 

,anticonmuta con I3lc debe ser completada pOI' otra combinación. Se ve fácil-

'mente que '1\1 '1\2 '1\3 '1\ . .:0 - '1\1 '1\:3 '1\3 - '1\2 '1\3 '1\-1 - 113 'I\.b '1\1 - '1\.1 '1\1 Tl2 = Th '1\2 '1\3 '1\4 (1 
-.I'I\ ) satisface la' exigencia de conmutabilidad. Al correl' ~l,; de la izqujer-

~L f-L 
',da a la derecha, dos expresiones son intercambiadas, las demás no varían 

(G) Vea tam biéll G .KNIE, N 1~evas t eOl'ías físicas (en prensa). 
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dX1 = bX3 - CX2 

dX2 = CX1 - aX3 

dX3 = ax2 - tX1 • 

(9) 

Se obtienen tres elenlentos básicos de este grupo tri para-
métrico, eligiendo 

a=l, b=O, c=o 

a=O, b=l, c=o 
a=O, b=O, c=l. 

Coordinando las tres filas y columnas de un sistema de 
matrices a las coordenadas Xl' x 2' X 3 se obtiene la representa­
tación: (después de lnultiplicar por i) 

O-i 

.-L (10) 

-L 

y análogaInente en cinco dinlensiones. 

(11) 

produce una reducción en el núnlero de ténninos independien­
tes de 35 a 10 y elel centro de 3 a 2. Se tiene ahora: 

83 =-1 

equivalente a la unidad. 
El número de repres'émtaciones irr,educibles ahora es 2 y 

32 + 12 = 10~ 

81 - 82 se puede reemplazar por Sl = 1h + 112 + lb 

"-, ~12 + ~22 + í33
2 

debido a la relación 

2 (~12 ~22 + ~12 ~32 + ~22 ~32) = ~12 + ~22 + ~32 
consecuencia de (11) Y ele las relaciones cíclicas resultantes 
de (11). 

Buenos Aires, septiembre 1943. 

(7) Tratado por mí en Revista Elec1;1'otécn'ica, octubre' 1943. 


