
ECUACION FUNCIONAL 
f (xm) : f (x) =ax 

por SERGIO SrSPÁNOV 

Generalizando la ecuación funcional 

f( x/1t) 
--=ln X m- 1 
f(x) . 

propuesta en el nÚInero 5 ele Vol. VIII (t,erna 41) nos ocupa­
reInos de la ecuación 

~(1 ) 

Supongarl1os, prünero, que la variable x y las constantes 
u, In, son positivas, y que adeInás rn. 1. 

Aplicando la sustitución 

a 

f(x) =X m - 1 cp(x), 

r,educünos la ·ecuación (1) a la tOfll1a 

Haciendo lueg0' 

valnos ft tener sucesivantente 

a =e1na 

y la 'ecuación anterior se convierte en 

en donde e ,es la base de l0's logaritmos naturales. 

(2). 

(3' ) 



-'-133 -

La última r,elación no.s conduoe evidentemente a la si­
gui,ent,e 'ecuación a dif,erencias finitas: 

AtP(y) = tP(y + 1) - tP(y) = lna. 

Con auxilio de una sumación inmediata llegamos a la 
fórmula 

tP(y) = y lna + ln C. (4) 

La letra C, representa una constante arhitraria de sumación, 
si la función tP (y) ,es analítica para todos los valores finitos de y. 

En ,el caso más general de que dicha función nO' estuviese 
sometida a ninguna condicióll, C r,epresentaría una función 
arbitraria de la forma 

C(y -- [y J), 

en donde, según la nÜ'tación de Gauss, el sÍlllbolo [y] significa 
la parte entera de la variahle y. De manera que el argumento 
se convierte en la siguiente identidad entre potencias de hase y 
límit'es 

O<y-[y]<1. 

VolviendO' a la segunda de las r,elaciones (3) podemos 
r'e,emplazar tP(y) por su expr,esión (4), lo que nos da 

cp( x) = C(eY)lna. 

Tomando logaritmos naturales de ambos miembros de la 
primera de las mismas igualdades (3), r,esulta 

de" donde 

lnx=eylnm, 

1 

eY = (ln X)lnm. (5); 

La sustitución de ,este r,esultado ,en la expr,esión para cp( x) 
r,ecién hallada, conduoe a la fórmula 

In a 

cp( X) = C(ln X) lnm. 
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Ahora, la r,elación (2) suministra la expresión para la 
función ?uscada f( x) 

a ln a 

f( X) = e x m- 1 (ln X)lnm. (6) 

Según lo ,expUt~sto anteriorm,ente, la lHtra e repl'íesenta 
:aquí una constante arbitraria, o bien, en el caso mas gener:al, 
puede ser una función arbitraria del arguluento 

y- [y], 

en donde, de conformidad con la relación (5), 

ln(ln x) 
y= lnrn . 

Hagamos algunas observaciones r·especto a l~ fórmula (6). 
El exponente 

lna 
lnm, 

no depende de la base' en la cual se toman los logaritmos y es 
igual a logma. 

En lugar de los logaritmos naturales que figuran :en 'C 6) 
pueden ,escribirse logaritlnos 'en cualquier otra base; el efecto 
producido por ,el cambio de la bas'e se neutraliza multiplicando 
e por un factor constante convenienten1ente elegido. 

A fin de ,evitar valores con1plejos para f(x) que pueden 
obt,enerse cuando O < x < 1 Y ln x les negativo, podría em­
pl,earse la fórmula 

a 1n a 

f(x) =. C;I: m- 1 \lnx\lnm, (7) 

que s'e deduoe de la fórmu1a (6) reemplazando en ella C por 

In a 

C( -l)lnm. 

En la misma ocasión, se practicarían las sustituciones 
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,ten lugar de las sustituciones (3), si se quis~era tener para la 
variabl,e auxiliar y valor,es reales. 

Las igualdades (6) Y (7) suministran para f( x) valores 
reales también en. el caso. de que sean las constantes a y nI, 

.ambas negativas, si la razón 

,es real. 

Zna 
ln rn. 

En conclusión, consider'elllos algunos casos exoepoionales. 
Si rn = 1, la ecuación (1) se éonvierte en una. identidad, 

cuando a =1', ct = O: y no adlllite soluciones, cuando no s'e 
cUlllpl'e con una de ,estas condiciones. 

Si In = ° y ta 0, se obtiene 

f(x) = f(l? . x-a, 
a 

',desempeñando ,el factor 

f(l) 
a 

,el papel d'e una constante arbitraria. 
Si m ='0 t la = 0, la ,ecuación sé r,eduoo a la igualdad 

f(l) =0. 

En el caso. particular que figura en el enunciado del pro­
blema se tendrán 

a=ln, ct=m -1, 

.Y por consigui,ente 

Asunción, Paraguay. 
26 de Enero de 1943. 

f(x)=CxZnx. 


