CUESTIONES ELEMENTALES RESUELTAS

18. — Dados dos planos y un punto P no situado en ellos,
se consideran todas las superficies esféricas que pasan por este
punto Py son tangentes a los dos planos. Se pide el lugar
geométrico de los puntos de contacto y el estudio del cono de
vértice P que forman los radios de dichas esferas.

Solucién: 1.0) Caso general: Los planos se cortan segin
el angulo diedro 2« (tomamos aquél en que estd situado P);
adoptamos como ejes coordenados los que lienen por centro
la proyeccion de P sobre el bisector de 2, eje y la recta pa-
ralela a la interseccion de los planos dados, eje z el que con-
tiene a P y eje x la recta normal a las anteriores.

Sea C un ceniro de esfera que cumpla las condiciones

pedidas: CT=CT'=CP=d y tendremos (ver la figura):
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En AOCC rectangulo en €' es d?2=a2-y2
En AOPC » » O es d?2—=d?—z,2
En nQCC” » » G es d? = (l+x)2sene

sienda [=0Q. Deducimos:
x2 + y2 = (I x)2? senZa — z,2.

La ecuacion del lugar de los centros de las esferas que
cumplen el enunciado es por lo tanto:

x? cos?o + y2 — 21 x sen?a — [2 sen2a 4 22 =0

[1] z=0.

Curva plana de segundo grado

A) El lugar de los puntos de tangencia de las esferas y
los planos dados serd proyeccién de la [1]; para obtenerla mul-
tiplicamos x por cosa:

[2] 2 costa+ y2 — 21 xsen2a cos a— [2senZa 4 2,2 =0.

El .determinante cuadratico vale:
A=—costa, es decir, A <0

para cualquier valor de «; la curva es siempre tipo elipse.
El determinante cibico vale:

A = z,2 costa — [2 sen?a cos2a

distinto en general de cero, y que toma ese valor (ecuacion
con un solo punto real) cuando:

a] «=0; los dos planos coinciden y el punto estd con-
tenido en ellos. (Por el planteo resulta necesariamente z,=0).

b] a0 z,=Itga; el punto estd sobre uno de los.
planos.

c] La [2] nunca puede llegar a ser circunferencia, pues
deberia ser costa =1, o sea, a=0 caso a] ya considerado.
. d] si [=0; z,=0 (necesariamente, dado el planteo; si
2o7/-0 dariamos un giro de 90° al sistema de ejes y tendriamos
zo=0, [7=0) y la curva degenera en un punto.
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e] si z,=0, {-/=0 obtenemos una elipse como en el caso-
general.

B) Estudio del cono de vértice P que forman los radios
de las esferas:

La ecuacién del cono en el sistema de ejes de origen tras-
ladado a P es:
sen?a , senZa

— 12z ;—+22=0.
2y 2y

x2 cos2a +y2 + 21z z

que no es un cono de revolucion salvo que:’
a’] ao=0 caso a] anterior en que el cono degenera en
infinitas rectas coincidentes normales a los planos en P.

b’] af/to,% =tga. EIl punto P estd sobre uno de los

planos y el cono degenera en una recta normal al mismo en P.
¢/] si z;=0. El cono degenera en el plano bisector a.
los dados.
d’] si z,=0; =0 no existe cono.

2.9) Casos particulares no considerados por la ecuacién.

A) Los planos dados son paralelos y el punto P es in-
terior a ellos (estd en el semiespacio respecto a cada plano-.
que contiene al otro).

El lugar de los puntos de tangencia es una circunferencia.
El cono es de revolucion.

a] si dy=d, el cono es el plano equidistante de los dados.

b] si dy=0 el cono se reduce a una recta y la circun-
ferencia a un punto. ¢] d;=d,=0 ya fué considerado.

B) Los planos dados son paralelos y P no es interior a
ellos ni contenido en uno de ellos.

a] dg/-0. No existe solucién, a menos que se tome como
tal la siguiente: La esfera degenera en un plano paralelo a los.
dados, la circunferencia es la impropia 'y el cono es la recta
que pasa por P y es normal a los planos dados.

b]. dy=0. La curva de contacto de las esferas con los.
planos coincidentes es todo el plano, las generatrices son todas
las rectas que pasan por P y los centros de las esferas describen
un paraboloide de revolucién de centro P y directriz los planos.
coincidentes.
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