
CUESTIONES ELEMENTALES HESUELTAS 

18 . ..-:..... Dados dos planos .y un punto P no situado en ellos, 
.se consideran todas las superficies esféricas que pasan por este 
punto P J' son tangentes a los dos planos. Se pide el lugor 
geométrico de los puntos de contacto J' el estudio del cono de 
vértice P que forrnan los radios de dichas esferas. 

Solución: 1.0) Caso genera]: Los planos se cortan según 
el ángulo diedro 2 a (tOll1aInOS aquél en que está situado P); 
adoptan1os COl110 ejes coordenados los que tienen por centro 
la proyección de P sobre el bisector de 2 a, eje y la recta pa­
ralela a la intersección de los planos dados, 'eje z el que con­
tiene a P y eje x la recta nornlal a las anteriores. 

Sea e un centro de esfera que cumpla las condiciones 
pedidas: e T e T' = e P = el Y tendremos (ver. la figura): 
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En 60CC' rectángulo en C' es d'2=X2 -1- y2 
En 60PC » » O es d'2=d2 -z02 
En 6 QC'O" » » C" es d2 = (l -1- X)2 sen2

(t 

siendol l=OQ. Deducilnos: 

La ecuación del lugar ele los centros de las esferas que­
cumplen el enunciado es por lo tanto: 

Curva plana de segundo grado 
A) El lugar de los puntos de tangencia <iIe las esferas y 

los planos dados será proyección de la [1;J; para obtenerla mul­
tiplicamos x por cos a, : 

[2J X2 cos4a, + y2 - 2l x sen2a, cos a, -l2 sen2a, Z02 o. 

El .determinan te cuadrático vale: 

.6 = - cos4a, , es decir, 6<0 

para cualquier valor de (t. , la curva es sIempre tipo elipse. 
El detenninanle cúbico vale: 

distinto en general de cero, y que lOIna 'ese valor (ecuación 
con un solo punto real) cuando: 

a J a, = O ;. los dos planos coinciden y el punto está con­
tenido en ellos. (Por el planteo resulta necesarimnente Zo = O). 

b J a, O Zo =l tg a,; el punto está sobre uno de los. 
planos. 

c J La [2J nunca puede llegar a ser circunferencia, pues 
debería ser cos4a, = 1, o sea, a, Ocaso a] ya considerado. 

dJ si l = O; Zo = O (necesarianlente, dado el planteo; si 
zo -r O daríamos un giro de 90° al sistelna de ejes y tendríamos: 
Zo O, l:::-/~O) y la curva degenera en un punto. 
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e] si Zo = O, l-::-j= O .obteneln.os una elipse c.om.o en el caso .. 
general. 

B) Estudi.o del con.o de vértioe P que f.orman l.os radi.os. 
de las esferas: 

La ·ecuación del c.on.o en el sistenla de ¡ejes de .origen tras-· 
ladad.o a P es: 

sen2a sen2a y2 +2lxz ___ [2 z2 __ +Z2=0. 
Zo Z02 

que n.o. es un con.o de r,ev.olución salv.o que:' 
a'] a = O cas.o a] anterior en que el c.on.o degenera en' 

infinitas rectas c.oincidentes n.ornlales a l.os plan.os' en P. 

h/] a -::-j= O, ~o = tg a.' El punt.o P está s.obre ún.o de lqs, 

plan.os y ,el con.o degenera en una recta n.oflnal al miSlll.o en P. 
c

/
] si Zo = o. El c.ono degenera en el plan.o bisect.or a, 

los dados. 
d'] si Zo = O; 1 = O n.o existe con.o. 

2. o) Cas.os particulares n.o c.onsiderad.os p.or la ecuación. 

A) L.os plan.os dad.os s.on paralel.os y el punt.o P es in­
teri.or a ellüs (está en el seInlespaci.o respe~t.o a cada plano., 
que c.ontiene al .otr.o). 

El lugar de l.os punt.os de tang,encia es una circunferencia. 
El c.on.o es de rev.olución. 

a] si di = d2 ,el c.on.o es el planóequidistante de l.os dad.os. 
b] si di = O el c.ono se reduoe a una r'ecta: y la. circun­

ferencia a un punt.o. c] di . d2 = O ya fué considerad.o. 

B) L.os planos dad.os s.on paralel.os y P n.o eS interi.or a 
ell.os . ni c.ontenid.o ,en un.o de 'ell.os. 

a] ds:-j-:O. N.o 'existe solución, a men.os que se tOlne COU1.o 
tal la siguiente: La esf,era degenera en un plan.o paralelo a l.os, 
dad.os, la circunferencia es, la impvopia y el .. c.on.o es la recta 
que pasa p.or P y es normal a l.os plan.os dad.os. 

b] ,ds = o. La curva de c.ontactü de las esferas CO~l l.os 
plan.os coincidentes es t.od.o el plan.o; las generatrices s.on t.odas. 
las rectas que pasan p.or P y lüs oentr.os de las esferas des~riben 
un parab.oloide de rev.olución de centr.o P y directrIz l.os plan.os. 
c.oinciden tes. 

Juan Carlos Grirn,berg' 


