SOBRE UNA ECUACION DIFERENCIAL DE 20 ORDEN

por SErGIO SISPANOV

Hemos propuesto en el No. 1 de este volumen (tema 42)
encontrar la integral intermediaria, con una constante, de la
ecuacion diferencial de 2°. orden
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a que se reduce el problema sobre las ecuaciones diferenciales
analogas a las de Clairaut, y de 3er. grado con respecto a la va-
riable dependiente y. Su integral se presenta también en el pro-
blema sobre las oscilaciones amortiguadas, poniendo de relieve
una relacion que existe entre ambas cuestiones tan diferentes a
primera vista.

He aqui la resoluciéon: Restando y agregando al segundo
miembro de la ecuaciéon la fraccién -
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lo representamos bajo la forma
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T +—3_' m+y+x+y

o lo que es lo mismo
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Reconcentrando en el primer miembro los términos con
logartimos podemos escribir la ecuacién propuesta del siguiente
modo

(z+y) (A+y') 1,y
[ S = Sy

Efectuando la divisién indicada en el primer miembro y
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reduciendo a comtn denominador los términos del segundo
miembro, vamos a tener
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Ahora vemos que ambos miembros se convierten en 0, si

z+y+yy=0. _ (1)

La ecuacion homogénea a que se llegd, puede integrarse
‘mediante la sustitucién

y =xz

que conduce al siguiente resultado

Inx+ f ﬁ-= const. ' (2)

Efectuando de diferentes maneras el céilculo de la cuadra-
tura que figura en el primer miembro, se obtienen distintas
formas de la integral buscada.

ler. método. Haciendo uso de la férmula

z.dz 1 1 911
fm—=§l)l <22+Z+1) —ﬁarctng __1_/__.§_.

sin dificultad encontramos
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20. método. Si, antes de la integracion, la funcién sub-
integral se descompone en sumandos, resulta

z.dz 1 dz dz 1 (z—w)o
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p<d




— 167 —

siendo

(-1+i18) y  of= = (=1—i)3)
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raices primitivas de la unidad de 3er. grado.
Sustituyendo este resultado en la ecuacién (2) vamos a

tener

[z (2o (z—o)]e _ Inc,
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en donde ¢ es una constante.
Recordando que xz es igual a y, podemos escribir

(y—oz)o
(y—w2z)o?

La dltima relacion se verifica idénticamente haciendo
y—oz=c %, y— o2z =c,l>,
en donde ¢y, ¢, son nuevas constantes y £ es nueva variable
auxiliar.

Despejando e y se obtienen las férmulas

cy to—c, t0? _ Colw—cyw? fo?
o ’ w—co?

w—0?
Si se pone ahora
co=(0—w?).C, y —c¢=(0—02).GC,
resultan finalmente
$=Cl’ tm+02 .tm?'
9 ®)
y=0;. 0to+C,. 02",

Es muy facil comprobar que la integral (3), que aparente-
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mente depende de dos constantes y en realidad de una sola,
verifica a la ecuacion (1).
En efecto, diferenciando las relaciones (3) vamos a tener

n dt

do=(Croto 4 Cot) B dy— (Crot 1ot Gy 107) &

y por consiguiente

Ly Cho? to LCyote®

T dz Cioto+C0te*”

El denominador de la tdltima expresién es igual a y. De
manera que

yy=0C, 0ttt Gy oiw,
B
Sumando ordenadamente las foérmulas (3) con la recién
obtenida resulta

r+y+yy=_1+w0+w?).(Ct>+Cyte%)
Yy como

14+ o0t w2=0,
entonces
z+y+yy =0

3er. método. Para el calculo de la cuadratura que figura
en la ecuacion (2) pueden emplearse también funciones trigono-
méiricas. Con este objeto representemos dicha cuadratura bajo
la forma
z.dz

(433

Si se introduce la nueva variable ¢ por la férmula

V3
z+ 5= 3 cot @,
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la cuadratura anterior se convierte en
1 1
— —cot do=— o —Inseno.
f (1/3 ¢ ) do Al P

Sustituyendo este resultado en la relacién (2) y teniendo en
cuenta que y es igual a xz hallamos sin dificultad

_2
[m =Ce V3sen¢g
o (4)

y=Ce V3 sen (cp+§2 7).

La integral obtenida podria deducirse directamente de la
forma (38) reemplazando en ella ¢ y £ por las expresiones

t—%[cos (Zg lnt) 1-isen (]%3—_ lnt)]

a las que son iguales respectivamente, en virtud de las férmulas.
de Euler.
Haciendo luego

1 15}
""C]_:GZZ'_;_C y }*Zs'lnt=(9

se llegaria a la forma (4).

En conclision hagamos constar que la integral general de
la ecuacién propuesta con dos constantes arbitrarias depende de
una ecuacién diferencial de Abel no integrable por cuadraturas.

Las relaciones (4) nos indican que a las variables x e y se
les puede considerar como coordenadas cartesianas de un punto
material M (x,y) que participa en dos movimientos vibratorios
armoénicos amortiguados, perpendiculares entre si. De suerte que
los diagramas de la integral obtenida forman un caso particular
de las curvas de Lissajous.

Si los periodos de oscilaciones y sus decrementos logaritmi--
cos son iguales, dichas curvas tienen ecuaciones

r=Ae—*Tsen (2}1: T+G)

2n <5)
y=DBe—#Tsen (Tr-{—ﬁ )

siendo A y B amplitudes méaximas de las oscilaciones, o y B
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fases iniciales de las mismas, T, periodo comun de las oscila-

ciones, kT su decremento logaritmico, y v el tiempo (fig. 1).
En el momento inicial del tiempo t=0 el moévil sale de

una posicién My(x,, y,) de coordenadas ‘

x,=Asena, yo=DBsenB,
engendrando, luego, una espiral con el punto asintbtico O.
Dicha espiral es logaritmica, st A=DB y ademés 8 —a=+ 12

Si la diferencia de fases B—a se hace igual a 0 0 a + =, las
oscilaciones se efect@ian a lo largo de una recta. La trayectoria
se convierte en una elipse, cuando k=0, pero B—a no es igual
ni a0, nia-m _

Se sabe que las ecuaciones (5) determinan el movimiento
de un punto material M bajo la influencia de una fuerza de
atraccion F. hacia un centro fijo O, proporcional a la distancia
r=0M del moévil a este centro. Se supone, ademéis, que la
resistencia f del medio es proporcional a la velocidad w del
moévil y tiene la direccion diametralmente opuesta a w.

&Y

Sigd.
La integral (4) es un caso particular de las integrales (5)
que se caracteriza, evidentemente, por los siguientes valores de
los elementos que determinan el movimiento:
1 2
A=B=C;T=2n, k=—=; =0, B= =7; t=0.
G 3 v

Asuncién, Paraguay.




