
CUESTIONES ELEMENTALES RESUELTAS 

11. - Divididos en n partes iguales cada uno de los ángulos 
ae un cuadrilátero estudiar la naturaleza de los cuadriláteros 
,que fornwn' las rectas de división. t07nada una por cada vértice. 
Casos particulares. 

Solución. - Sea A' B' e' D' el cuadrilátero formado por las 
r,ectas que separan ele cada ángulo su parte n-sima. C01110 se vé 
en la figura el ángulo. A' es exterior al triángulo. A A' D Y por 
~~ ! 

Análoganlen te 

n-1 1 
B'=TL---B- -A n n 

n-1 1 e'=TL---e- -B n 11, 

:o 

A ~~ __ ~----~7C 

DI8 estas relacione,s se deducen las sigu~ente3 propiedades: 
a) Si A Be D I8S inscriptible, los ángulos opuestos son su

pll8nlentarios, y por tanto A' + e' = TL,es decir, A' B' e' D' es 
tanlbién i nscriptible. 
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b) Si n = 2, A' + e' = re, o sea, A' B' e' D' resulta inscrip-· 
tihI,e: 

c) Si A BCD les un paralelograI11o, resulta A';= e', B' =D'" 
es decir, taI11bién A' B' e' D' es un paralelogramo. 

d} Si A B e D .es un rectángulo, resulta A' = B' = e' = D' = 
re 

= -9-' luego ,A' B' e' D' tal11bién es un r,ectángulo. 
'"-J 

18) Si A B e Des un cuadrado, según lo anterior, A' B' e' D" 
es desde luego un r,ectángulo, pero adenlás se obslerva que 

B 
Be'=BCcos -n ' 

A 
AB'=ABcos

n 

A 
B B' = A B s,en , n 

, D 
A A'=ADsen-

11, ' 

de las primeras' igualdades se deduoe B e' = A B' Y ele las, 
segundas B B' = A A' Y por substracción result~ B' e' = A' B'. 
Por tanto: si A B e D 'es un cuadrado, tanlbién A' B' e' D' es 
un 'Q,uac1rado. 

An(1rés VaZeiras 
(Alumno del Instituto N. del Profesorado

de Buenos Aires) 

21. En la revista jJfathelnatical jJI/onthl)' (vol. ftft) se calada , 

l l · ( 1 1 ) 7! d" dI. e . 1111 X sen - + - lCwn o que por ser x sen - equwa-
~oo x x x 

lente a la unidad~ el lÍlnite es e. Aunque en este caso'parti-
cular el resultado es cierto~ el razonamiento es erróneo. Buscar
ejen~plos en que tal razonCllniento conduzca a resultados falsos 
y calcular correctamente el líTnite propuesto. 

Solución. Sea b( x) infinitésll11o; siguiendo el razonamienLo, 
del enunciado sería 

pero en realidad es 
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que sólo es igual a e para el caso en que b( x) sea infinitésimo' 
'. 1 

de orden superior a -. 
x 

Apliquemos este r,esultado al eJercIcIO propuesto. Es 

1 1 1 
x sen - = 1- -3

' 
2 + -5' 4 - ••• x .x.x 

Luego en este caso, la Iunción b ( x) es infinitésnno de se
gundo orden y el límite buscado resulta efectivmnente e. Pero, 

si en vez de sen! se pone, por ejemplo, log (1 + ! ) resulta el 

límite Ve. 
Otra solución directa del mismo problema se obtiene apli

cando la regla de L'Hospital, de la nlanera siguiente. Haciendo, 

x = l y tomando logaritInos, el límite buscado, aplicando suce-z 
sivamente la regla de l'Hospital, es el antilogaritnlo de 

l· log (se:z I z) l' 1 (Z cos z-sen z ) 
LlTI = 1m -- +1 
z~O Z z_>-ose: z +z z2 

= lim -z sen z+ 2z = lim -zcos z-sen z+2 = 1 
sen z+z cos z+3z2 2 cos z-z sen z+6z 

z~O 'q Z-,)-O 

y por tanto si el límite del logaritnlo es 1, el límite buscado, 
es e. 

Andrés Valeiras 
Alumno del Instituto N. del Profesorado 

de Buenos Aires 

23. Si en un ángulo triedro se inscribe una sucesión de es-
jeras tal que cada una toque a la precedente, ¿ qué relaci6n 
existe entre los radios de dos esferas consecutivas? 

:Solución. Evidentemente los centros de todas estas esferas 
están sobre la recta lugar geOlnétrico de los puntos que equidistan, 
de las tres caras del triedro. Tracemos por esta recta un plano 
nOrInal a una de las caras de! triedro; la intersección será una 
recta tangente a todas las esferas. La sección de todas las esteras. 
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por este plano nos dará, pues, la figura fonuadapor una suce
'sión de círculos tangentes como inaica la figura. 

En la figura vemos que ¡J,fCl y MC2 son las bisectrices in
terior y exterior respectivmuente correspondientes al vértice ¡J,f 

del triángulo VMB. Por tanto: los centros Cl y C2 de dos 
esferas consecutivas son conj ugados armónicos respa'Cto -del vér
tice V y del punto de 'contacto B de las esferas. 

Por otra parte, llamando a al ángulo que ~'forma la recta 
'VC2 de los centros con la tangente conlún V A2, se tiene, por 
semejanza de triángulos 

'o bien, poniendo VC l = Sel~'~ , 

r j r j 

r2 = r l +(rl +r2)sen a ' 

;de donde se deduce fácilmente 

r j l-sen a 
r 2 = l+sena' 

;,que es la relación buscada. 
El ángulo a, que es el ángulo que la bisectriz del triedro 

forma con cada una de las caras del mismo se puede calcula¡r 
fácilmente en función de los datos del triedro, ya sea analítica 
'o trigonOluétricamente. 

Faiwel Goldszein 
(Alumno de Ingeniería) 

Buenos Aires 


