CUESTIONES ELEMENTALES RESUELTAS

11. — Divididos en n partes iguales cada uno de los dngulos
de un cuadrildtero estudiar la naturaleza de los cuadrildteros
que forman las rectas de division tomada una por cada vértice.
Casos particulares.

Solucién. — Sea A’ B’ G’ D’ el cuadrilatero formado por las
rectas que separan de cada angulo su parte n-sima. Gomo se vé
en la figura el dngulo A’ es exterior al tridngulo AA’D y por
tanto ‘

A=n——A——D

n
Anilogamente

B "Ltp_ 14
n n

C,:T[_P_—_Ec_ LB
n n

D’=ﬁ——z~——ll)—— —LC.
n n

De estas relaciones se deducen las siguientes propiedades:

a) Si ABCD es inscriptible, los 4ngulos opuestos son su-
plementarios, y por tanto A’4+C'=m, es decir, A’B'C'D’ es
también inscriptible.
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b) Si n=2, A’+C" ==, o sea, A’B' ("D’ resulta inscrip-
tible.

¢) 8Si ABCD es un paralelogramo, resulta A’=C", B’=DI»,
es decir, también A’B’'C’D’ es un paralelogramo.

d) Si ABCD es un rectangulo, resulta A’=B'=C"=D'=
= j;, luego A’ B’ (' D’ también es un rectingulo.

e) 8i ABCD es un cuadrado, segtn lo anterior, 4’ B’ C’ D

es desde luego un rectangulo, pero ademads se observa que

BCG' =B cos f , AB'=ABCOS"%1“

BB =ABsen ;;l~ s AA/::ADS‘BII%,
de las primeras igualdades se deduce BC'=AB y de las
segundas BB'=A A’ y por substraccién resultd B’ C'=A'B’.
Por tanto: si ABCD es un cuadrado, también A’B' C'D’ es
un cuadrado.

Andrés Valeiras

(Alumno del Instituto N. del Profesorado-

de Buenos Aires)

21. En la revista Mathematical Monthly (vol. 44) se caleula
1

. 1 Iy= .. .
el lim (x sen — -+ *) diciendo que por ser xsen — equiva-

2—>CO Zr x x
lente a la unidad, el limite es e. Aunque en este caso parti-

cular el resultado es cierto, el razonamiento es errdneo. Buscar

ejemplos en que tal razonamiento conduzca a resultados falsos
y calcular correctamente el limite propuesto.

Solucidn. Sea d(z) infinitésimo; siguiendo el razonamiento.

del enunciado seria
. 1\z
Im (1--9(x)+=)" =e,
Jim (143()+3)

pero en realidad es

lim (1+6(x} + %)m =lim (1+ i )9’ — plHlimede)
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que sélo es igual a e para el caso en que 5(z) sea infinitésimo:
de orden superior a %
Apliquemos este resultado al ejercicio propuesto. Es

1 1 1
xSBnE—:l“w-}—mw...

Luego en este caso, la Tuncién d(z) es infinitésimo de se-
gundo orden y el limite buscado resulta efectivamente e. Pero.
si en vez de s‘en% se pone, por ejemplo, log (1 +%> resulta el
limite }e.

Otra solucién directa del mismo problema se obtiene apli-
cando la regla de L’Hospital, de la manera siguiente. Haciendo.

T= % y tomando logaritmos, el limite buscado, aplicando suce-

sivamente la regla de 1'Hospital, es el antilogaritmo de

lim log (*7"+=2) —lim _ 1 (z cosz—senz | 1)
z—>0 z z—>0 :z 4z 22
. —zsenz]-2z . —zcosz—sen z+-2

= lim =lim 1

2cosz—zsenz+6z

sen z z 2
0 ﬁlé—f—zcos +3z 0

Y

y por tanto si el limite del logaritmo es 1, el limite buscado

es e.
Andrés Valeiras
Alumno del Instituto N. del Profesorado
de Buenos Aires

23. Si en un dngulo triedro se inscribe una sucesion de es-
feras tal que cada una toque a la precedente, ¢;qué relacion
existe entre los radios de dos esferas consecutivas?

Solucidn. Evidentemente los centros de todas estas esferas
estan sobre la recta lugar geométrico de los puntos que equidistan
de las tres caras del triedro. Tracemos por esta recta un plano
normal a una de las caras del triedro; la interseccién serd una
recta tangente a todas las esferas. La seccién de todas las esferas.
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por este plano nos dar4, pues, la figura formada por una suce-
si6n de circulos tangentes como indica la figura.

(]

\ CA /\B C:" /

En la figura vemos que MC; y MC; son las bisectrices in-
terior y exterior respectivamente correspondientes al vértice M
del tridngulo VMB. Por tanto: los centros C; y G, de dos
esferas consecutivas son conjugados arménicos respecto ‘del vér-
tice V y del punto de contacto B de las esferas.

Por otra parte, llamando « al &ngulo quekforma la recta
VC; de los centros con la tangente comin VA, se tiene, por
semejanza de tridngulos

Ty Ve,

1 —_—
ro VCGHritr,
ry

0 bien, poniendo VC, = s
sen o

ry

ri+(ry+ry)sena ’

"y _
ro
de donde se deduce ficilmente

ry l—sena
1--sena’

=
«que es la relacién buscada.
* El 4ngulo a, que es el dngulo que la bisectriz del triedro
forma con cada una de las caras del mismo se puede calcular
facilmente en funcién de los datos del triedro, ya sea analitica
0 trigonométricamente.

Faiwel Goldszein

(Alumno de Ingenieria)
Buenos Aives



