CUESTIONES ELEMENTALES RESUELTAS
20. Demostrar que Si 4, b, ¢ son positivos y a>b-c es:

'T[
I) [senaxcos bax cos cx — = —,
0 m 2
e de =
1) |[senaxsenbxcoscr —=—- b,
o 22 2
o de =
III) [senaxsen b sen cx — == — be,
0 203 2

IVY Caleular los valores de estas integrales si es a<<b+c.

SoLucién. I) Por ser a>b-tc es a—b> c¢; luego, trans-
formando el producto de senos y C€Osenos, obtenemos una suma
de senos, siendo

oo (o]
dx ‘
sen ax cos bx cos cx— == | [sen (a+ bic¢) x+
x
Jo 0
dx

sen(d—\—b——c)x—]— sen (a— b+-¢) x +sen (a—b—c) z) —

U

Calculando la integral del primer sumando obtenemos

[ee] [ee]
sen (a-+btc)x , [ sen (a+b+c)x
[0 . dx _ﬁ (athio)s d(a+b+ c)x

y como cuando =0, es (va—i—b—l—c)x:O y para &—%®, tam-
bién (a+b—1—c)x—+oo, en virtud del teorema de Dirichlet que

dice que
oo
sen ¥ 7
———dr=—
x 2
0

o (a-+b
[sen (a-+b+c)x do—

se obtiene

oI
Jo
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Razonando anadlogamente para los demds sumandos, obte-
nemos

L\Jl:!
ol a

o d. 1
/sen ax cos bz cos cx @ :T 4-—

0 X

II) Transformando el producto en sumas, obtenemos

fsen ax sen bz cos cx ;Z— = ﬁcos (a—b-ec)x+
0 0

cos.(a—b—c)ac—cos(a—{—b+c)x—cos(a{—b—c)w]%

Y si integramos por partes, designando la suma entre corchetes
- por X, se obtiene

1 1 OO 1 oo
[—— iz - dZ [— —= sen ax sen bx cos cx] +
x z

0
- d
+4ﬁ =,

. 1 ‘
y como lim — —senaxsen bx cos cx =0 tanto para & —0 como
x

para £ — oo, el valor de la integral se reduce a

A R N |
I/—x—dzczzﬁ(.Cl—Fb+C) sen (a+ b+c)x+
0 0

(a+b—c)sen(a+b—c)z—(a—b+c) sen(u—lf—l—c)x —

—(a— —c)sen(a—— —c)x ]cix

y razonando como en la primera parte, su valor es

to| 2

“i‘[(a+b+c)+<a+b—0>—(a~b+0>—<a— b0l
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o sea
o der =
sen ax sen bx cos ¢cx — ==—b.
0 2 2

III. Transformando el producto en sumas se tiene

sen ax sen bx sen cx— ==— [[sen (a—b+c)x —sen (a—b—c) %
0 z? 4 J,
dx

—sen (a+ b+ c) x+sen (a b—c) x]

Integrando por partes y designando por X la suma con-
tenida en el paréntesis, obtenemos

11 T
O
S — | —d
[ 8 xzzs]o—l— Sfxz 28
0

O
11 o :
= [— — — senax sen bx sen cx] ! /idzs.
2 2
0

2 x 08%

e/

. 11
Por ser lim — 5 gatemavsen bx sen cx =0 para x—0 y pa-
xu

ra £ — o el valor de la integral se reduce al del segundo tér-
mino, o sea,

O
—;—'/[(}a—b—}—c) cos(a—b+c)x—(a—b—c)cos(a—b—c)x
0

dx
—&;_2-;

—(a+b+c)cos(a+b+4c)x+ (a+b—c) cos(la‘-f—b—c)w]

Calculando la integral del primer sumando, se tiene

1 [ dx
—é—(a——b—]—u) gos(a—b—]—c)x—ﬁ—
1 1 Sl
[——(a—b+c¢)—cos (a—b+c) x]
8 z 0

(o]
"‘L(‘a—b—]—C)? se11(xa—b+c)xf{£.
8 0 X
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Recordando que la ultima integral vale R generalizando

el resultado para les demés sumandos, el valor de la integral
estd dado por

——é— —i—[(a —b+c¢)cos(a—b+c)x— (a—b—c) cos(a—b—c)x

—(a—'i—b-l-C)cos(a—l—b-l—c)x—f—(‘a—f—b-c)cos(u+b_c)x] -
0
.__—]é—[(la'——b—[—c)z_(,ft_.b_c)?_(a+b+c>2
+ (a+b—c)?] l)

Como el limite del primer término es O tanto para r—0
como para ¥ — o, el valor de la integral estara dado por el
segundo, o sea

oo
'

x
sen ax sen bz sen cx — == — bc.
0 3 2

IV. Supongamos ahora a<<b--c.

a) Transformando el producto de cosenos en suma, obtene-
mos

1
sen ax cos b cos cx = ——sen ax [cos (b + ¢) 2 — cos (b —¢) .

Se nos presentan ahora dos posibilidades en relacion con las
constantes a, b y c.
10. a>b—c. En este caso es

sen ax cos bx cos cx:—i—[sen (a+b+c)x—sen(b+c—a)xr +
+sen (a+b—c)x+sen (b—a—c)x]

y en consecuencia, segun se calcul6 en el primer caso, sera
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. odx m
sen ax cos b cos cx — =—.
0 4

20, g< b—c. En este caso es

—1—— [sen (a+b+c)x —

sen ax cos bx cos cx =

—sen (b+c—a) x+sen (a+b—c)x—sen(b—a—c) ]
y por tanto
O

x

sen ax cos bx cos cx — =0.
x

0

b) En este segundo caso, el resultado de transformar en
suma es independiente de las relaciones entre a, b, ¢, luego el

Z b,

valor de la integral es, como habiamos calculado, 2

c) En la tercera expresién, tenemos que
. 1 ;
sen az sen bx sen ¢x = —- sen 4x [cos (b—c¢) z—cos (b+c) x].
lamd

Se presentan ahora dos posibilidades:

10, a>Db—c¢. En este caso se tiene

" sen ax sen bx sen cx :—14— [sen (a+b—c) x+sen (a—b+4c)z—
sen(a+ b+ c) x+sen (b+c—a) )]
y como en el caso a>b-+c, el valor de la integral es

-——;; —if[(«a+ b—c) cos (a+b—c) x-+(a—b-+c)cos(a—b+o)x

——(a—]—b—}—c)ﬂcos(a—{—b—i—c)m-{—
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[ee)
(b+c—a)cos (b+c—a)x] -——18——[(\a—|—b——c)2+(a——b+c)‘~’—
0

Y

(a+b+c)?+ (b+ ¢ —a)?]

—!"
P

y como el limite del primer término es O tanto para x — 0 como
para z—> oo el valor de la integral es ’

o ' de 1 s 79 o T
sen az sen bz sen cr—= vy [2ab -+ 2ac + 2ab — a2 — b2 — ¢?| -
x : &
0

20, a<b—c. En este caso

1
sen ax sen bt sen ¢x = — [sen (a+b—c) x—sen (b—c—ua) & —

/

— sen (a+b+c¢)x +sen (b+c—a)z].
En consecuencia, el valor de la integral es

~—i¢ —j;—[(na—l—b—o)cos(a—l—b—c)x—

—(b—c—a)cos (b—c—a)—

oo

(a+b+c) cos (-a—l—b—}—c}x + (b+c¢—a) cos (b—}—c—-la) x| —
0

1 -
— lla+b—c)—(b—c—a)— ('a—}—b-’,—c)2+(b—{—c—'a)l‘dj _:,}

O sea

[ee]
sen ax sen bx sen cx
0

r 7
—=—ac.
3 2

Es interesante generalizar estos resultados al caso en que se
consideren los integrandos con m factores, siempre que agre-
guemos en las expresiones hasta ahora vistas anicamente factores
cosenos. Solo consideraremos el caso en que a>btectd+t...
+m. Se trata entonces de calcular el valor de las expresiones
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o . dx
sen ax cos bz cos cx cosdx . . . cosmx —
0 x

e dz

sen ax sen b cos cx cos dx . . . cos ma —
0 €
[ee)

sen ax sen bx sen cx cos dx . . . cos max —-
o
Jo

En los tres casos, con cada factor coseno que se agrega, al
transformar en suma se duplica el ntimero de términos, pero se
introduce un factor 1/2, sin cambiar el nombre de las funciones
trigonométricas ya obtenidas; luego como el ntimero de térmi-
nos es en las tres expresiones (al transformarlas en suma) 2m-1,
se tiene:

. 1 i 7
En la primera el valor es ——2m-1 ——=__
2m—1 L2 2

En la segunda, razonando como en el caso de tres factores
1 = )
— X'k designando con Ik la suma de las
2m—1" 2
constantes que figuran en los argumentos obtenidos al transfor-
mar en suma, afectados por el signo de la funcién correspon-

diente. Pero en 2k se anulan todos los términos excepto el b;

el valor es

. T
luego el valor de la integral es Y b.
Anélogamente, en la tercera, el resultado estd dado por

1 13
- spe =
5 omi =

[}

pero en X'k? se anulan todos los términos excepto be, luego el
valorlor de la integral es

1 e1d T
J m—1 9 =
2.2m_1.2n .‘..1)0.2_2

Estas integrales son un caso particular de una més general,
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cO

sen ax sen brsencx. . .senher —

0

donde el ntmero de factores es n.

Integrando sucesivamente por partes y eliminando los pri-
meros términos que se obtienen, pues su limite para z—0 y
#— oo es 0, en su expresiéon final el valor de la integral estard

dado por una expresion del tipo

cualquiera que sea el exponente entero n.

Como en los casos anteriores, en Sknr—1 se anulan todos los
términos excepto el bed ... h, cuyo coeficiente en los 2n—1 tér-
minos es (n—1)!; luego el valor de la integral es

Zbed.. . h
2

Méas general atn, si agregamos factores coseno, el valor

de la integral no altera, siendo

O

0

de =
sen ax sen bz . . . sen hx cos lx cosmx . . . cos qx — =
xn
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