PROBLEMAS MIXTOS DE DIRIGHLET

por J. REY PASTOR

En diversas cuestiones de Fisica se presentan problemas del
tipo siguiente: Conocidos en upo o varios arcos del contorno ¢
los valores de una funci6n u, armoénica en el recinto que limita
¢; y los valores de la conjugada v en los arcos restantes, de-
terminar ambas funciones en todo el recinto, o sea la funcién
analitica f(z) =ui4-iv. Este problema estd incluido en otro
mas general; determinar u y v conocida una expresién lineal
au -+ bv, de coeficientes variables, o bien constantes, pero dis-
tintos en diferentes arcos de c. ,

- Las soluciones conocidas (cuya bibliografia nos ha facili~
tado gentilmente un distinguido colega) son muy complicadas
por no haber reducido previamente el primer problema a su
caso mas simple; y nos proponemos mosirar brevemente que
con tan elementalisimo artificio éste y otros problemas mixtos
quedan incluidos en el clasico de Dirichlet. La Gnica dificultad
sera la inherente a éste, sobre el comportamiento de la funcién
en los puntos de discontinuidad infinita sobre el contorno; y
también las delicadas condiciones de unicidad. Iistas dos cues-
tiones no han sido resueltas todavia con generalidad; pero cuan-
to de ellas se sabe en el problema de Dirichlet es aplicable al
problema mixto, que no es sino un caso particular de él.

El problema primero quedara resuelto apenas obtengamos
solucion para este otro, caso el mas sencillo de aquél, por ser
dos los arcos y constante una de las funciones:

I) Determinar en el recinto simplemente conexo de con-
torno c¢=a-+B funciones armdnicas conjugadas uv, regu-
lares en el interior, con lus condiciones sigquientes de contorno:

en a: u=U (funcién integrable del arco)

en P v=0.

Mas general: Sean U, los valores conocidos de u en los
arcos a,; V, los valores conocidos de v en los arcos comple-



mentarios f,, que componen conjuntamente el contorno c. Su-
poniendo resuelto el problema I, basta determinar en el re-
o . ro® ’ ’
cinto los 2n pares de funciones arménicas (u,.,v,),(u’,,v",)
por las siguientes condiciones de contorno:

Oy Oy On Bi Bg Bn
Uy :Ul, 0, ...... 0 vy = 0, 0,...... 0
uy, = 0, U,...... 0 v, = 0, 0,...... 0
Uy =0,  0,.....Up =0,  0,.....0
', =0, 0,...... 0 v, =V, 0,...... 0
j =0, 0,...... 0 V=0, Voeoonn. 0
Lun =0, 0,0 Vn=0, 0,.....V,

. L. ,

Las funciones armoénicas u=23(u,+u,),v=2=(v,+v,),
son conjugadas y toman los valores prefijados en los respec-
tivos arcos.

Método I. El problema I es en esencia equivalente al de
Dirichlet. Suponiendo que el recinto es el primer cuadrante,
siendo B el semi-eje +x, o el semi-eje 4y, si se aplica la si-
metria respecto del eje x se tiene el semiplano =0, donde la
funcién buscada f(z) toma valores conjugados en puntos con-
jugados; y como se conpcen los valores u=U en el semi-eje
+9, y los mismos en el —y, la férmula clasica que resuelve
-el problema de Dirichlet en el semiplano da la solucion buscada:
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integral que se reduce al mtervalo (0,) agrupando los elemen-
tos simétricos, donde U tiene igual valor; pero esta reduccion
no ofrece ventaja.

Si U(t) es continua, esta solucién es tnica si se impone la
condicién de regularidad en todo el dominio, admitiendo discon-
tinuidad en algtn punto del contorno.

Como la diferencia de dos soluciones u=u,—u,, v=v;—v,
cumple la condicion u=0 en a, v=0 en B, el problema queda
totalmente resuelto sumando a la solucién dada por la férmula
anterior, la solucién general de este segundo problema, que de-
signaremos por ©(z). :
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Por ejemplo, el caso més sencillo del problema mixto, después de este caso
homogéneo, es aquél en que se dan los valores constantes:
%“=aen g V=>0ben §
y la solucién general es:
f(2) = a4 bi++w(2)
Funciones regulares en el interior del cuadrante y continuas en el con-
torno, que cumplen la doble condicién % — 0 en a, ¥ = 0 en f§, son, por ejem-

plo: 2,2%45..... 2 1424 ..., y cualquier combinacién lineal de ellas.
La solucién general o (2) estd dada por toda funcién que transforme los se-
miejes 4 4, -y en conjuntos situados en los ejes #, y respectivamente, algu-
nos de cuyos segmentos pueden estar recorridos cualquier nimero de veces en
uno y otro sentido. Tales recintos se pueden formar conectando conveniente-
mente hojas en cualquier nimero a lo largo de segmentos de los ejes @, y. La
transformacién conforme en semiplano se efectda ficilmente mediante la £o6r-
mula de Schwarz-Christoffel, la cual resuelve el problema general.

También es inmediata la solucion del problema I suponien-
do que el recinto dado sea semi-circular. Si B es el didmetro,
donde v=0, y o la semi-circunferencia superior, donde debe
ser u=U (t), la funcion buscada w=f(z) transforma el semi-
circulo en un recinto simple o multiple, con un segmento recti-
lineo de contorno en el eje , homologo del didmetro, por ser
en éste v=0. Por el principio de simetria, al semi-circulo si-
métrico corresponde el recinto simétrico-en la prolongacién ana-
litica; y como u tom@a valores iguales en puntos simétricos de
ambas circunferencias la funcién queda determinada por la
integral (*):

Ttz

T2z

27
2] f) =g (000 F2dt (r=en
27
0
Cualquiera que sea el recinto simplemente conexo de con-
torno c=a+ B, basta trasformarlo en cuadrante cartesiano o
en semi-circulo, segin sea mas cémodo, y la solucién que lla-
maremos inicial queda expresada por las férmulas anteriores.
Para formar las soluciones singulares sera preferible la reduc-
cién a semiplano o cuadrante.
EseMPLO 1; Problema mixto en el semiplano y =0. Si en la semirrecta
o (x <0) se da U como valor de u, y en laj3 (2 =0) es v = 0, basta sus-

tituir ]/—z_- en vez de # en la férmula [1].

(*) Véase por ej. nuestro Resumen de la Teoria de funciones analiticas y
sus aplicaciones Fisicas. Buenos Aires, 1917, pag. 91.
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EJEMPLO 2: Problema mixto en el efrculo. En diversos problemas de Me-
cinica de Fluidos se presenta el problema mixto en que se da U en la semi-
eircunferencia superior y ¢ = 0 en la inferior. Basta sustituir en la férmu-
la [1] Vi(14-2): (I1—2) en vez de 2
Si en vez de la semicircunferencia superior el drco « es el de ampli-
tud 0 < ¢ =< «, la sustitucién serd }(z—q): (#—1)/ W, donde q — e %
EsempLo 3: En el problema del movimiento de un fluido perpendicular-

mente a una lamina —1=<C <1,y = 0, se conoce una funcién en una cara
v la conjugada en la otra. Basta efectuar em [1] la sustitueién de 2z por

4
V (1—2): (14#2) y lo mismo en ¢ (¢) para obtener las soluciones singulares.

NORMA GENERAL: Kg inttil eseribir desarrolladamente, eomo hacen los
autores, las complicadas férmulas que a veces producen las sustituciones; y
la razén es obvia: actuando 2 como pardmetro, seria absurdo arrastrar ese
peso muerto en el cileculo de la integral, cuando éste pueda hacerse explicita-
mente por métodos elementales; y en el caso general en que tal no acontezea,
su calculo en cada punte # se hard por métodos numéricos o graficos para
el valor tramsformado de =z, utilizando los dispositivos especiales ya existen-
tes para las integrales de los tipos [1] y [2] por su extraordinaria impor-
tancia. En todo caso huelgan las imponentes férmulas obtenidas por los au-
tores eon artificios innecesarios,

Método II. El problema mixto I aqui tratado es un caso
particular del llamado «tercer problema de contorno». Basta
observar que la condicion v=const. en el arco B equivale a la
anulacion de la derivada v, o sea u,=0.

Basta, pues, aplicar los métodos conpcidos para este tercer
problema de contorno, que no tienen ventaja sobre el arriba
expuesto. ‘

Método III. De las férmulas usuales en la teoria del po-
tencial se deduce inmediatamente la expresion:

u(z) = »21?/‘[11 (Coim + wy) —u, (w—1r)]ds,

I

siendo r la distancia al punto interior z desde el punto varia-
ble sobre el contorno y w una funcién armoénica cualquiera.
Elegida ésta de modo que en o valga Ir,yen B sea wp=—(cosrn):r
resulta una férmula muy simple, quedando reducido el pro-
blema a otro més sencillo, de solucidén inmediata en el circulo
unidad.
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Diversos problemas mixtos. Veamos cémo se resuelven fa-
cilmente los diversos casos que pueden presentarse, segin sea el
dato conocido en cada uno de los arcos.

Datos: v y v,. Como v,=u,, esto equivale a conocer v
en un arco y por integracidn u en el otro, luego queda redu-
cido al problema I.

Datos: ug y v,. Integrando, se conocen u y v en los res-
pectivos arcos, luego también se reduce al problema I.

Datos: un y v,. Estos equivale a conocer v, y u, respecti-
vamente, luego se pasa al caso anterior, y de éste al I.

Datos: u y un. Conocido v,=u, se deduce v, luego se
pasa al problema I.

Merece especial mencién el caso v=0, v, =const. 0 sea: u
funcion lineal de la longitud del arco, mientras v es nulo en
el otro arco. La resolucién es inmediata adoptando un recinto
adecuado y reduciendo a él por transformacion conforme cual-
quier otro.

Tales recintos sencillos son: la zona 0< y <=, en la cual
la funcién y — = cumple las condiciones impuestas, siendo és-
ta la unica solucion regular. O también se puede adoptar el
primer octante formado por el semi-eje x, y la bisectriz del
primer cuadrante, recinto en el cual la funciéon y —x se anula
en dicha bisectriz, mientras vale 1 su derivada normal sobre el
otro lado del 4ngulo.

Problema mixto lineal. Llamamos asi al anélogo al tratado
en los cursos de Anélisis, donde se comsideran relaciones linea-
les entre los valores de la funcién u y de su derivada normal
up. Mucho mas sencillo es el problema siguiente, que se pre-
senta en las aplicaciones, y parece no haber sido tratado: de-
terminar las funciones conjugadas u y v en el recinto, cono-
cida sobre el contorno una expresion lineal:

AU—-BV=W

donde U y V son los valores de u y v en cada punto de ¢; y
A,B,W son funciones cualesquiera (en general discontinuas)
sobre este contorno.

Para la resolucién supongamos que las funciones armoni-
cas ¢ y b definidas por los valores de contorno A y B son
conjugadas, pues basta dividirlas en caso coptrario por un fac-
tor conveniente, funcion del contorno. Resulta, pues, analitica
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la funcién Y(z)=a+4-ib; y llamando w(z) a la funcién anali-
tica cuya parte real vale W en ¢, la funciéon buscada es

f(z) =u+iw=w(z)/v(2).
El calculo de ese factor de homogeneidad equivale a de-

terminar la funcién conocido su argumento, problema bien co-
nocido, pero en los casos simples el factor salta a la vista.

EsempLo 1: En el cuadrante eartesiano sea o el semieje | y; § el semi-
eje @, y los coeficientes de la ecuacién sean:

en oq : A:l, B:O,W:U
en §: A=0,B=1 W =0

Basta dividir en o por y, en B por =, y resulta: 7(2) =a i :'Z/z.
La funcién U /y determina su conjugada por una integral curvilinea y queda

resuelto el problema. Por ejemplo, si U — y resulta w(2) :—& 1z, lue-
T
go f(2) = — ;2_2‘. 1z.
T

Este método para resolver el problema I, incluido en el problema lineal
como caso més sencillo, puede convenir sobre los expuestos antes.

Esempro 2: Sean los coeficientes siguientes sobre el contorno del pri-
mer octante:

en q(Yy==2 =0) A=1 B=1 W =14} 22
en 8 (y=0, =0) 4=1 B=0, W=14}2a*

Dividiendo en ¢ por 2%, en B por z, salta a la vista que 7(2) :1/2.
Después de esa divisién es:

1 1
W:w-l-ﬂen o, W:x+Ten B,

1 o eas
luego W es la parte real de la funcién analitica z_}-—z—— y dividiendo por
1 (2) resulta f(z) = 14 22

NorA. — Es obvio que la ecuacién puede proponerse en la forma
AV 4-BU = W 7y entonces es 7 la componente imaginaria del produeto
(4 4-iB) (U 4-iV) debiendo determinarse su parte real. Asi, en el caso W =0
el problema se reduce a determinar todas las funciones analiticas que son rea-
les en el contorno, problema bien conocido; pero en los casos mis sencillos no
serd preciso recurrir al método general.

Tal sucede, por ej., si los coeficientes 4,B,77 son constantes en eada arco,
pues en el adngulo definido por las rectas que tienen estos coeficientes, la so-
lucién es f(2) =2, y cualquier otro recinto se transforma en él. Tste sen-
cillo método sirve también para el caso de tres arcos componentes del ecir-
cuito, en cada uno de los euales tienen los coeficientes valor constante; la
generalizacién a cualquier nfimero de arcos es un conocido problema algebraico.



