
, 
\.

 

ih~,
'~;)

i'j:
,¡ 

'~i~r
',::-

,'.-~
.: 

PR
O

PI
E

D
A

D
E

S 
D

E
 F

U
N

C
IO

N
ES

 D
E

 I
N

TE
R

V
A

LO
 N

O
 

A
D

IT
IV

A
S 

Y
 S

U
S 

A
PL

IC
A

C
IO

N
ES

 A
 L

A
 

TE
O

R
IA

 D
E

 L
A

 I
N

TE
G

R
A

L 

po
r 

Y
 A

N
N

Y
 

F
R

E
N

R
E

L
 

E
n 

un
a 

m
em

or
ia

 q
ue

 p
ub

lic
ar

é 
en

 b
re

ve
 m

e 
pr

op
on

go
 s

is
-

te
m

at
iz

ar
 r

es
ul

ta
do

s 
ya

 c
on

oc
id

os
 s

ob
re

 f
un

ci
on

es
 n

o 
ad

iti
va

s 
de

 
in

te
rv

al
o 

un
id

im
en

si
on

al
 y

 
po

ne
r 

de
 m

an
if

ie
st

o 
al

gu
na

s 
nu

ev
as

 
pr

op
ie

da
de

s 
y 

ap
lic

ac
io

ne
s.

' 
' 

E
n 

la
 t

eo
rí

a 
de

 l
a 

in
te

gr
al

 y
 d

e 
la

 d
er

iv
ac

ió
n 

de
 f

un
ci

on
es

 
de

 u
na

 v
ar

ia
bl

e 
in

te
rv

ie
ne

 c
on

st
an

te
m

en
te

 e
l 

in
cr

em
en

to
 d

e 
un

a 
fu

nc
ió

n 
so

br
e 

un
 i

nt
er

va
lo

 u
ni

di
m

en
si

on
al

; 
re

su
lta

, 
pu

es
, 

m
ás

 
có

m
od

o 
y 

se
 

lo
gr

an
 n

ot
ab

le
s 

si
m

pl
if

ic
ac

io
ne

s,
 

co
ns

id
er

an
do

 e
n 

lu
ga

r 
de

 l
a 

fu
nc

ió
n 

m
is

m
a,

 
un

a 
fu

nc
ió

n 
de

 
in

te
rv

al
o 

ta
l 

qu
e 

ad
ju

di
qu

e 
a 

ca
da

 i
nt

er
va

lo
 e

l 
in

cr
em

en
to

 d
e 

la
 p

ri
m

er
a.

 
L

a 
fu

nc
ió

n 
de

 I
nt

er
va

lo
 a

sí
 o

bt
en

id
a 

se
rá

 a
di

tiv
a,

 
es

to
 e

s,
 

si
 1

1
, 

1 2
 

so
n 

do
s 

in
te

rv
al

os
 n

o 
ra

m
pa

nt
es

, 
es

 f
( 1

 1 +
 1 2

)=
 f(

11
) 
+

 
f(

 1
 2)

' 
R

ec
íp

ro
ca

m
en

te
 t

od
a 

fu
nc

ió
n 

de
 

in
te

rv
al

o 
ad

iti
va

 
pu

ed
e 

co
ns

id
er

ar
se

 c
om

o 
co

ns
tr

uí
 da

 c
on

 l
os

 i
nc

re
m

en
to

s 
de

 u
na

 f
un

ci
ón

 
de

 
pu

nt
o,

 
un

ív
oc

am
en

te
 

de
te

rm
in

'a
da

 
po

r 
aq

ue
lla

, 
sa

lv
o 

un
a 

co
ns

ta
nt

e 
ad

iti
va

. 
Es

 lo
 m

is
m

o,
 p

ue
s,

 t
ra

ta
r 

co
n 

fu
nc

io
ne

s 
de

 p
un

to
 o

 d
e 

in
te

r-
va

lo
 a

di
tiv

as
; 

B
ur

ki
ll

 (
1)

, 
Sa

ks
 

(3
),

 
Y

ou
ng

 
(5

) 
y 

ot
ro

s 
au

to
-

re
s 

(6
),

 (
7)

, 
(8

),
 h

an
 l

la
m

ad
o 

la
 a

te
nc

ió
n 

so
br

e 
la

 i
m

po
rta

n;
ci

a 
de

 l
as

 f
un

ci
on

es
 d

e 
in

te
rv

al
o 

no
 a

di
tiv

as
. 

E
n 

ef
ec

to
; 

en
 l

a 
te

or
ía

 
de

 l
a 

in
te

gr
ac

ió
n 

y 
de

ri
va

ci
ón

 i
nt

er
vi

en
en

 f
un

ci
on

es
 n

o 
ad

iti
va

s;
 

ta
le

s 
so

n:
 

el
 e

le
m

en
to

 d
e 

ár
ea

 M
i(

 b
i -

a
) 

y 
el

 
co

ci
en

te
 i

nc
re

-
m

en
ta

l 
f(

b
)-

f(
a

) 
. 

b
-a

 
U

na
 i

nt
eg

ra
l 

de
fi

ni
da

 e
s 

fu
nc

ió
n 

ad
iti

va
 d

e 
in

te
rv

al
o,

 p
er

o 
el

 m
ét

od
o 

co
ns

tr
uc

tiv
o 

pa
ra

 h
al

la
rl

a 
co

ns
is

te
 e

n 
un

 p
ro

oe
so

 l
í­

m
ite

 a
pl

ic
ad

o 
a 

un
a 

fu
nc

ió
n 

no
 a

di
tiv

a 
(e

n 
el

 c
as

o 
de

 l
a 

in
te

gr
al

, 
de

 R
ie

m
an

n 
la

 f
un

ci
ón

 n
o 

ad
iti

va
 e

s 
el

 m
áx

im
o 

de
 l

a 
fm

J.,
ció

n 
de

 
pu

nt
o 

en
 

ca
da

 
in

te
rv

al
o 

m
ul

tip
lic

ad
o 

po
r 

la
 

lo
ng

itu
d 

de
l 

m
is

m
o)

. 

-.
 ':

-'-
" 



· ...
... ~ .

...
 : -

' 
: : '

 

-1
2

9
-

B
ur

ki
ll.

 p
us

o 
de

 r
eli

ey
,e 

qu
e 

en
 d

iv
er

sa
s 

te
or

ía
s 

se
 e

m
pl

ea
 

un
 m

is
m

o 
al

go
ri

t~
o 

qu
e 

pe
rm

ite
 p

as
ar

 d
e 

un
a 

fu
nc

ió
n 

de
 i

nt
er

-
va

Jo
 

f(
 1)

 
no

 a
di

tiv
a 

a 
ot

ra
 F

 (1
) 

ad
iti

va
 

y 
es

te
 a

lg
or

itm
o 

ge.
.,. 

ne
ra

l 
es

 l
a 

in
te

gr
al

 d
e 

B
ur

ki
ll.

 
D

es
de

 l
ue

go
 n

o 
to

da
 f

(l
) 

no
 a

di
tiv

a 
da

 o
rig

,en
 a

 u
na

 F
(l

) 
ad

iti
va

, 
cu

an
do

 e
st

o 
su

ce
de

 l
a 

f(
l)

 s
e 

di
ce

 e
qu

iv
al

en
te

 a
 l

a 
F

(I
) 

(5
), 

(8
). 

Po
r 

ej
em

pl
o 

si
 f

(x
) 

es
 i

nt
eg

ra
bl

e 
R

ie
m

an
n 

en
to

nc
es

 l
a 

fu
n-

ci
ón

 
no

 
ad

iti
va

 
f(

l)
 =

 f
(ra

) 
~ (

b 
-

a)
 ; 

1
=

 (a
, b

) 
es

 
eq

ui
va

le
nt

e 
a 

la
 i

nt
eg

ra
l. 

. 
B

iIr
ki

ll 
(2

),
 Y

ou
ng

 (
5)

 h
an

 g
en

er
al

iz
ad

o 
pr

op
ie

da
de

s 
fu

n-
da

m
en

ta
le

s 
de

 l
as

 d
er

iv
ad

as
 d

e 
fu

nc
io

ne
s 

ad
iti

va
s 

pa
ra

 l
as

 
no

 
ad

iti
va

s, 
Sa

ks
 

(3
) 

ha
 

es
ta

bI
.e

ci
do

. 
re

la
ci

on
es

 
'es

en
ci

al
es

 
en

tre
 

lo
s 

nú
m

er
os

 d
er

iv
ad

os
 d

e 
un

a 
fu

nc
ió

n 
y 

lo
s 

de
 s

u 
in

te
gr

al
 B

ur
ki

ll 
de

 l
as

 q
ue

 s
e 

de
du

<,
e 

es
te

 i
m

po
rt

an
te

 p
ri

nc
ip

io
 : 

La
s 

pr
op

ie
da

de
~ 

de
 l

n. 
de

ri
va

ci
ón

 s
on

 i
nv

ar
ia

nt
es

, 
sa

lv
o 

co
nj

un
to

 d
e 

,m
ed

id
a 

nu
la

, 
re

sp
ec

to
' d

e 
ln.

 e
qu

iv
al

en
cl

o.
, 

gr
ac

ia
s 

al
. c

ua
l 

m
uc

ha
s 

,p
ro

pi
ed

ad
es

 
de

 d
er

iv
ad

as
 d

e 
fu

nc
io

ne
s 

ad
iti

va
s 

se
 e

xt
ie

nd
en

 i
nm

ed
ia

ta
m

en
te

 .
 

sa
lv

o 
co

nj
un

to
 n

ul
o 

a 
la

s 
fu

nc
io

ne
s 

no
 a

di
tiv

as
. 

E
n 

pa
rt

ic
ul

ar
, 

qu
ed

an
 g

en
er

al
iz

ad
as

 p
ar

a 
la

s 
fu

nc
io

ne
se

qu
i--

va
le

nt
es

 a
 a

di
tiv

as
 l

os
 t

re
s 

r,e
su

lta
do

s 
si

gu
ie

nt
es

: 
el 

te
or

em
a 

de
 

Le
be

sg
ue

 s
oh

l1e
 d

er
iv

/!,
ció

ri 
de

 f
un

ci
on

es
 a

 v
ar

ia
ci

ón
 a

co
ta

da
, 

la
 

re
gl

a 
de

Y
ou

nl
g 

-D
en

jo
y 

so
br

e 
lo

s 
nú

m
er

os
 d

er
iv

ad
os

 d
e 

D
in

i, 
el

 te
or

em
a 

de
 u

ni
ci

da
d 

de
 l

a 
in

te
gr

al
 d

e 
Le

Be
sg

ue
; 

es
to

 e
s 

la
 a

nu
-

la
ci

ón
 d

e 
un

a 
fu

nc
ió

n 
ab

so
lu

ta
m

en
te

 c
on

tin
ua

 c
uy

a 
de

riv
ad

a 
es

 
nu

la
 e

n 
ca

si.
 t

od
ós

 l
os

 p
un

to
s.

 L
os

 a
ut

or
es

 c
ita

do
s 

co
ns

id
er

an
 l

a 
in

te
gr

al
 d

e 
B

ur
ki

ll 
se

gú
n 

no
rm

a 
y 

no
 
ha

oe
ni

nt
er

v~
ni

r 
ia

 i
n-

te
gr

al
 

se
gú

n 
el

 
pr

oo
es

o 
lím

ite
 d

e 
M

oo
re

. 
La

 i
nt

eg
ra

l 
co

n 
el

 
pr

oc
es

o 
lím

ite
 d

e 
M

oo
l1

ef
ué

 e
st

ud
ia

da
 e

n 
fo

rm
a 

ab
st

ra
ct

a 
y 

m
uy

 
ge

ne
ra

l 
po

r 
K

ol
m

og
or

of
f 

(8
), 

pe
ro

 e
st

e 
au

to
r 

no
 

se
 

de
tie

ne
 

en
 e

l 
ca

so
 p

ar
tic

ul
ar

 d
el

 e
sp

ac
io

 e
uc

líd
eo

 n
i 

en
 l

as
 p

ro
pi

ed
ad

es
 

de
 

de
riv

ac
ió

n.
 

. 
La

 i
de

a 
di

re
ct

iv
a 

de
l 

pr
es

en
te

 t
ra

ba
jo

 e
s 

m
os

tr
ar

 q
ue

 
ut

i-
liz

an
do

 l
a 

in
te

gr
al

 d
e 

B
ur

ki
ll

-M
oo

re
en

 l
ug

ar
 d

e 
la

 d
e 

B
ur

ki
ll,

 
se

 ?
bt

ie
ne

n 
lo

s 
re

su
lta

do
s 

de
 B

ur
ki

ll 
y 

Sa
ks

 c
on

 d
em

os
tra

,ci
ol

le
s 

m
ás

 s
im

pl
es

 ; 
es

ta
bl

ec
ie

nd
o 

ad
em

ás
 r

el
ac

io
ne

s 
se

nc
ill

as
 e

nt
re

ar
n-

ba
s 

in
te

gr
al

es
 s

e 
lo

gr
a 

un
a 

si
st

em
at

iz
ac

ió
n 

y 
ge

ne
ra

Ji
za

ci
ón

 d
e 

di
ch

os
 

re
su

lta
do

s.
 

. 
E

l 
pr

in
ci

pi
o 

ge
n~

ra
l 

es
ta

bl
ec

id
o 

po
r 

Sa
ks

 .
 no

 
pu

ed
e 

se
r·'

 
ap

lic
ad

o 
pa

ra
 g

en
er

al
iz

ar
 l

os
 t

eO
l1e

m
as

 d
e 

un
ic

id
ad

 d
e 

la
s 

in
te

-



-1
3

0
-

gr
al

es
 d

e 
Pe

rr
on

 y
 

D
en

jo
y,

 
po

rq
ue

 e
n 

es
ta

s 
úl

tim
as

 
la

s 
pr

o-
pi

ed
ad

es
' s

e 
to

m
an

 s
al

vo
 u

n 
co

nj
un

to
 n

um
er

ab
le

 y
 

el
 p

ri
nc

ip
io

 
de

 S
ak

s 
se

y,
(i

ri
fi

ca
 s

al
vo

 u
n 

co
nj

un
to

 n
ul

o.
 

H
ac

ie
nd

o 
un

 c
om

pl
em

en
to

 a
 l

os
 m

ét
od

os
 d

e 
Sa

ks
 c

re
o 

ha
be

r 
ex

te
nd

id
o 

lo
s 

te
or

em
as

 d
e 

un
ic

id
ad

 d
e 

la
s 

in
te

gr
al

le
s 

de
 P

er
ro

n 
y 

D
en

jo
y 

de
 m

od
o 

an
ál

og
o 

a 
oo

m
o 

lo
 f

ué
 e

l 
de

 L
eb

es
gu

e.
 

( 

(1
) 

J.
 C

. 
BU

RK
IL

L.
 F

un
ct

io
ns

 o
f 

in
te

rv
al

s.
 P

ro
c.

 L
on

d.
 M

at
h.

 (
2)

 
22

, 
19

24
. 

(2
) 

J.
 C

. 
BU

RK
IL

L,
 T

he
 

de
ri

va
te

s 
o

f 
fu

nc
ti

on
s 

o
f 

in
te

rv
al

s.
 F

un
d.

 M
at

h.
 5

, 
19

24
. 

(3
) 

S.
 S

A
K

s.
S

u
r 

le
s 

fo
nc

ti
on

s 
d'

in
te

rv
al

le
. 

Fu
nd

. 
M

at
h.

 1
0,

 1
92

7.
 

(4
) 

S.
 S

A
K

S.
 T

he
or

ie
 d

e 
l'

in
te

gr
al

e.
 W

ar
zz

aw
a,

19
33

. 
(5

) 
R

. 
C.

 Y
O

U
N

G
. 

F
un

ct
io

ns
 o

f 
in

te
rv

al
s.

 M
at

h.
 Z

ei
ts

ch
. 

29
, 

19
28

. 
(6

) 
B

. 
C.

 G
ET

CH
EL

L.
 O

n 
th

e 
eq

ui
va

le
nc

e 
o

f 
tw

o 
m

et
ho

ds
 o

f 
de

fi
ni

ng
 S

ti
el

tj
es

 
in

te
g

ra
ls

.B
u

ll
. 

of
 A

m
er

ic
. 

M
at

h.
 S

oc
o 

41
, 

19
35

. 
(7

) 
T

. 
H

. 
HI

LD
EB

RA
ND

T.
 

D
ef

in
it

io
ns

 
o

f 
St

ie
lt

je
s 

in
te

gr
al

s 
A

m
er

ic
. 

M
at

h.
 

M
on

th
ly

 4
5,

 1
93

8,
 

(8
) 

A
. 

KO
LM

!O
GO

RO
FF

. 
U

nt
er

su
ch

un
ge

n 
ub

er
 d

en
 I

nt
eg

ra
lb

eg
ri

ff
. 

M
at

h.
 A

nn
 

10
3,

 1
93

0.
 

A
SO

CI
A

CI
O

N
 F

IS
IC

A
 A

RG
EN

TI
N

A
 

IN
FO

R
M

E
S 

Y
 

C
O

M
U

N
IC

A
C

IO
N

E
S 

D
E

 
L

A
 

T
E

R
C

E
R

A
 

R
E

U
N

IO
N

 
D

E
L

 
N

U
C

L
E

O
 D

E
 F

IS
IO

A
 

LA
 P

LA
TA

, 
In

st
itu

to
 d

e 
Fí

si
ca

, 
A

go
st

o 
de

 1
94

4 

Pr
es

id
e:

 D
R.

 H
ÉO

TO
R 

IS
NA

RD
I 

SE
S.

IO
N

 D
E

L
 2

8 
D

E
 A

G
O

ST
O

 

In
fo

r
m

e
s
: 

C.
 M

o~
sI

N 
~O
TI
N 

(B
ue

no
s 

A
ir

es
). 

F
is

ió
n 

N
uc

le
ar

. 

E
l 

pr
oc

ed
im

ie
nt

q 
de

 l
a 

ra
di

oa
ct

iv
id

ad
 a

rt
if

ic
ia

l 
de

 b
om

bá
r-

de
ar

 e
le

m
en

to
s 

·c
on

 p
ar

tíc
ul

as
 (

ne
ut

ro
ne

s;
 p

ar
tíc

ul
as

 a
, 

fo
tO

lle
S,

 
de

ut
on

es
 ) 

co
nd

uj
o 

en
 e

l 
ca

so
 d

e 
lo

s 
el

em
en

to
s 

m
ás

 p
es

ad
os

 d
k 

la 
ta

bl
a 

de
 

M
en

di
el

ee
ff

 
(U

r 
J 
T

h
) 

a 
re

su
lta

do
s 

in
és
p~
ra
do
s 

qu
e 

ab
ri

er
on

 u
n 

ca
pí

tu
lo

 n
ue

vo
 e

n 
la

 f
ís

ic
a 

at
óm

ic
a:

 
el

 d
é 

la
s 

fi,,
-


