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Introduccion

El término matrices fué usado primerdmente por Cayley
en una publicacién en francés en 1855, en el periédico de Crelle.
Una exposicion formal de las principales propiedades de las
matrices fueron dadas por él mismo méas tarde en el Philo-
sophical Transactions de la Sociedad Real (1855). Muchas de
sus propiedades eran ya conocidas por Hamilton. En 1853 di6
a conocer en su «Lecturas sobre los Cuaterniones», el hecho
de que una matriz satisface una cierta ecuacién simbélica, en
este caso una ctbica. Cayley lo prob6 para el caso de una cua-
dratica y una cubica, y dedujo que debia cumplirse en gene-
ral. G. S. Pierce (1881) expres6 al cuaternién como una ma-
triz, tal que w+ax+By-+ vz es equivalente a

( w+ iz y-—.iz)

—y —iz w—iz

es decir,

1 ; 0 :
Culp Dl D o)+G o)

Pauli emple6 éstas matrices afios mas tarde. Ya anterior-
mente, en 1878, Frobenius utiliz0 matrices cuadradas de 4.0
orden que cumplian las leyes de combinacion de los cuaternios
desarrolladas maés tarde por Eddington.

No obstante, no es mi propésito establecer conexiones en-
tre el desarrollo de los cuaterniones, y el de las matrices, sino
solamente mostrar las combinaciones de los cuaterniones, que
son equivalentes a las matrices empleadas por la fisica tedrica
de los tultimos afios, en particular en lo que se refiere a ciertas



ecuaciones de particulas. Es efectivamente éste el desarrollo mo-
derno de la centenaria controversia entre la teoria corpuscular y.
la ondulatoria. Huyghens, Newton, Fresnel, J. J. Thompson,
Bohr, Lorenz, De Broglie y Schrédinger, contribuyeron a dilu-
cidar la cuestion. .

La experiencia concede igual fuerza a cada una de las dos
posiciones, y actualmente se acepta que existen dos aspectos pa-
ra una particula. Su concepcién fisica le estd vedada a nuestra
imaginacién, asi como no podemos imaginar cuatro dimensiones,
o un espacio eliptico, y debemos relegarle para siempre, a la
" representacién matematica. La ecuacion de Schrodinger mues-
tra que para cada particula existe siempre el aspecto de onda;
y que todas sus ecuaciones como particula son factorizacién de
alguna forma de ecuaciones diferenciales a derivadas parciales.
Matematicamente, la idea no es nueva. Ademéas del factorco del
cuaternio como :

.

0 ) J0 .0 0
V2+c,—t2f( 2 Py FY o i) (05 -I—B——H—— i)

debe ponerse atencion en el trabajo de J. Brill (1889, 1892,
1894) en el que V2+-0—tz ‘es factoreado usando matrices que

obedecen. a las mismas reglas, que las de Eddington y Dirac.

Una forma cuaterniénica fué dada (Conway, 1936, 1937)
para estas. Gltimas matrices en términos de funciones cuater-
nibnicas lineales simplificadas. Las ecuaciones de Proca para el
campo del mesén (s=1) conducen a un aspecto de particula
que contiene matrices (Duffin, 1938; Kemmer, 1939) cuyas pro-
piedades fueron estudiadas por Heitler (1943) y Schrédinger.
Estas matrices, que en su forma més sencilla’ contienen 100 tér-
minos, obedecen a complicadas reglas de conmutacién. El ob-
jeto de este trabajo es la oblencién de ‘matrices cuaterniénicas
que obedezcan a las mismas reglas de conmutacion. La comple-
jidad de estas matrices proviene de la asimetria de las ecuaciones
de Proca. Poniéndolas en una forma equivalente de cuaternion,
muchas matrices sencillas pueden ser utilizadas para el. aspecto
de particula de la ecuacién del mesén.
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Matrices de Dirac-Eddington

Si o,B y Y son los vectores unitarios fundamentales, que
cumplen

=R =y2=afBy=—1

una tipica matriz de Eddington

o 0 o0 1
0o 0 -1 0
0 -1 0 0
1 o o o/

puede ser expresada en la forma «()B. Las otras pueden ser
escritas segun el siguiente esquema: ’

a(Je B y(e i) i()Y
o()B BOB OB 0y i()e
o)y  BOY  yOy i()e ()8
BOE  v()i e()i
v()i ()i B
Debe tenerse en cuenta que todas las funciones en una fi-
la o columna anti conmutan, y que dos funciones en diferentes

filas y columnas conmutan. Si tomamos dos funciones conmu-
tables cualesquiera, por ejemplo o ()B y v()o y formamos

funciones tales como f( ):l [¢()B+7v()a] obtenemos fi=f

y ecuaciones como fyfsfs;+ ]’5 fofi1=0. En la otra seccién se
dard una generalizacién de@stas funciones.

Se puede sefialar que las matrices de Frobenius .(loc. cit.),
son, en forma cuaternidnica, 1,a(),B(),y().

Funciones Subsidiarias

Represente w,+ o, (r=1,2,8,4) cuairo cuaterniones que
forman cuadrivectores ortogonales de modo que

’ [ A—
w,w,——Sa,as—B,.s.
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Sea otro conjunto w,+ o/, teniendo las mismas partes es-
calares, tal que

w, ws— SY, oy =

s 6!‘8‘

Aqui se puede hacer notar que si tenemos cualquier con-
junto ortogonal de cuadrivectores, podemos obtener todos los
demas mediante la transformacién generalizada de Lorenz

a()b, Na=Nb=1.
Uno de ellos es
1, a,‘fi,y.
Luego, la expresién mas general de estos conjuntos es
ab, aab, apb, avya.
Para obtener un conjunto, dado uno cualquiera (digamos
q) es necesario solamente tomar dos cuaterniones tales que

ab=p. Para otros desarrollos véase Weiss (1941).
Formando las funciones

fr: [ar()_l_()a',r]

8=

o= o=

[, ()= () @]

" encontramos

815+ 851, =(w, w,— b ), + (w,w,—d)E, (r,s,t=1,2,8,4)
| 8 8581+ 8185 8r = (W, Ws— By) g + (W, — dy5) 8
fgt+1g =0 :
w, (£, £+ 8.8 +w, (£, £+ 8, 85) — 2w, W, W, =—w, B— w; By,

Los valores propios (eigenwerten) de f, son, de acuerdo
con lo anterior 0,ig, —ia,. Las multiplicidades se encuentran
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obteniendo los puntos unidos. Debe tenerse en cuenta que des-
de que w?2—oa2=w2—a'2=1, podemos poner —al2=

—a/2=g2
Nosotros tenemos

1
f.(1) —_——f_)l-.(a,, + o))
1 '
fr (a’r) = (_ lar2 + a, ("',r)
1
f, (c",r) = o9 (_ a?+ % “’,lj)

1 ‘ E
f, (a,0')=— 50,2 (a.+a’).

Asi, correspondientemente al valor caracteristico cero, ob-
tenemos

A(e,—d)+B(a2+ 0, o))

donde las constantes escalares arbitrarias muestran que la mul-
tiplicidad de la raiz cero es dos. Los otros puntos unidos som

a, (0, + o/ )L i (02 —a, o).
Para la func’én r hallamos .

A(o+d,)+ B (g2 —a.0), ap(o,—0)ti (a®+a, o'p).

Matrices del Mesdn

Las matrices de Duffin Kemmer B,(r=1,2,3,4) satisfa-
cen las ecuaciones

By Bs By + By BsBr=6rsBl+6wBr -

o, en ofra forma
(= =, B,)8 =2zs. 2o, B

Poniendo
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0. 0 £, 0

) I = 0 0 W, —8F
r ~f, w, 0 0
0 g, 0 0

hallamos .

FrES Ft+EthEr:6rsF_t+alsFT‘

La prueba puede ser abreviada poniendo

£ £
Aﬁ%&‘_;y B=(Tg )
tal que
. o 4
j = (B,. Or)
I, B T+ B I, E,= ( 0 AJ%&;AJQL)

B, A;B,+ B, A B,

Matrices del mesdn simplificadas

Llamando % y o ‘a los potenciales escalar y vectorial del
campo del mesén, y con & y n el exa-vector, las ecuaciones
. de Proca pueden ser escrilas, siendo m una constante

" SVe=m+

VVin—e=—mo

—o—Vio=me

VVo=mx.

De esto, sigue

SVo—bh=0

VVe +n =0
"SVn:d.



Combinando, obtenemos la forma cuaterniénica de las ecua-
ciones de Proca -

|
!

Ve fn=mb -
—Vn+e=mo
—Vb—o=me \
Vm—w‘b:mn. ' P

De ellas, obtenemos las matrices 17, I, I, LY, donde

"0 0 « 0
0 0 0 —ao
Ts= L 0 0 o) IV, =etc.

0 o 0 O

0 0 0 1

, 0 0 —1 0

= o -1 0 0

1 0 0 0

P.}\Z, =1 .I")\ E.’P- + IVH E’)\ =0 ()\, p=x,%,2, t)

y de aqui la ecuacién del aspecto de particula

b
0 0 0 0 )
I‘lm_ Mo I‘tz__ v —
[ 0m+1y0'y_lt 0z+1"ot m]( € > 0
in

Estas matrices pueden ser generalizadas por medio de los
cuadrivectores ortogonales, w,-+a,. Luego

: 0 0 —w @ '
. Frz(_u —w Or Or>’ ("=1’2’3’4>-



