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Introducción 

') 

El término matrices fué usado prime~ámente 'por Cayley 
en una publicación en francés en 1855, en el periódico de Crelle. 
Una exposición formal de las principales propiedades de las 
matrices fueron dadas por él mismo más tarde en el Philo­
sophical Transactions de la Sociedad Real (1855). Muchas de 
sus propiedades eran ya conocidas por Hamilton. En 1853 dió 
a conocer en su « Lecturas sobre los Cuaterniones», el hecho 
de que una, matriz satisface una cierta ecua,ción simbólica, en 
este caso una cúbica. Cayley lo probó para el caso de una cua­
drática y una cúbica, y dedujo que debía cumplirse en gene­
ral. C. S. Pieroe (1881) expresó ,al cuaternión como una ma­
triz, tal que w + a. x + ~ y + "( z es equivalente a 

es decir, 

( w+ ix 
-y-iz 

~) . 

Pauli empleó éstas matrices años más tarde. Ya anterior­
mente, en 1878, Frobenius utilizó matrices cuadradas de 4.° 
orden que cumplían las leyes de combinación de los cuaternios 
desarrolladas más tarde por Eddington. 

No obstante, no es mi propósito establecer conexiones en­
tre ·el desarrollo de los cuaterniones, y dde las matrices, sino 
solamente mostrar las combinaciones de los cuaterniones, que 
son equivalentes a las matrices empleadas por la física teórica 
de los últimos años, en particular en lo que se refiere a ciertas 
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~cuaciones de partículas. Es efectivamente éste el desarrollo mo­
derno de la centenaria controversia 'entre la teoría corpuscular Y: 
la .ondulatoria. Huyghens, Newton, Fresnel, J. J. Thompson, 
Bohr, Lorenz, De Broglie y Schrodinger, contribuyeron a dilu-
cidar la cuestión. -' 

La experiencia concede igual fuerza a cada una de las dos 
posiciones, y actualmente se acepta que tÍxisten dos aspectos pa­
ra una partícula. Su concepción física le está vedada a nuestra: 
imaginación, así como no podemos imaginar cuatro diinensiones, 
o un espacio elíptico, y debemos relegarle para siempre, a la 
repr-esentación matemática. La ecuación de Schrodinger mues­
tra que para caída partícula existe siempre el aspecto de onda; 
y que todas sus ,ecuaciones como partícula son factorización de 
alguna forma de ecuaciones diferenciales a derivadas parciales. 
Matemáticamente, la idea. no es nueva. Además del facloreo del 
cuaternio como 

V9 (O o o )2 
~= a;-+~-+I'-

OX ay OZ 

02 (loo o o o . o . o 
V2;+-=(a;-+~-+y-+i-) (a;-+~-+y--i-), ot2 ' ox ay OZ al OX ay OZ at 

debe ponerse atención en el trabajo de J. Brill (1889, 1892, 
. . 02 . . 

1894) en .el que V2 + Ot
2 

es factoreado usando matrices que 

obe.decen. a las mismas reglas, que las de Eddington y Dirac. 
Una forma cuaterniónica. fué dada (Conway, 1936, 1937) 

para estas. 'últimas matrices en términos de funcio,nes cuater­
niónicas lineales simplificadas. Las ecuaciones de Proca para el 
cam po del mesón ( s = 1) conducen a uri aspecto de partícula 
que contiene matrices (Duffln, 1938; Kemmer, 1939) cuyas pro­
piedades fueron estudiadas por Heitler (1943) y Schrodinger. 
Estas matrices, que en su forma más sencilla' co:ntienen 100 tér­
minos, obedecen a complicadas reglas de conmutación. El ob.:. 
jeto de este trabajo es la obtención de matrices cuaterniónicas. 
que obedezcan a las mismas reglas de conmu;l;ación .. La comple­
jidad de estas matrices proviene de la asimetría de las ecuaciones 
de Proca. Poniéndolas en una forma equivalente de cuat!lrnión,· 
muchas ~atrices sencillas pueden ser utilizadas para el. aspectCJ 
de partícula de la ecuación del mesón. 
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Matrices de Dirac-Eddington 

Si a, ~ y y son los vectorBS unitarios fundamentales, que 
pumplen 

a2=~2=y2=a ~y=-l 

una típica matriz de Eddington 

(~ 
O O 

n ·0 -1 
-1 O 

O O 

puede ser expr,esadaen la forma a. ( )~. Las otras püeden ser 
escritas según el siguiente esquema : 

a Oa ~()a y()a i () ~ i () Y 

a()~ ~()~ y().~ i O y i () a 

aOy ~Oy y'()y i O a i () ~ 

~()i yOi aOi 

yOi aOi ~ ( ) i. 

Debe tenerse en cuenta que todas las funciones en una fi­
la o columna anti conmutan, y que dos fun,ciorues en diferentes 
filas y columnas conmutan. Si tomamos dos fU\Ilciones conmu­
tables cualesquiera, por ejemplo .a ( ) ~ y y ( ) a y formamos 

1 . 
funciones tales como I ( ) = 2" [a ( ) ~ + y ( ) a] obtenemos 13 I 
y ecu~ciorues como 11/2/3+/s/d1=0. En la otra sección se 
dará una generalización de~stas funciones. 

,Se puede señalar que las matrices de Frobenius .(loc. cit.), 
son, ·en forma cuaternióilica, 1, a ( ), ~ ( ), y ( ). 

Funciones Subsidiarias 

Represente W r + a r (r = 1,2,3,4) cuatro cuaterniones que 
forman cuadrivectores ortogonales de modo que 
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Sea 011'0 coríjuntp W r + a',. teniendo las mismas partes es­
calares, tal que 

Aquí se puede haoer notar que si tenemos cualquier con­
j,unto orto\g:Ü\Tt.lal de cuadriVlectores, podemos obtener todos los 
demás mediante l,a transformacióng.eneralizada de Lorenz 

a () b, Na=Nb=1. 

Uno de ellos es 

1, a, p, 'Y. 

Luego, la expresión más general de estos conjuntos es 

a b, a a b, ,a í3 b, a'Y a. 

Para obtener un conju,nto, dado uno cualquiera (digamos 
q) es neces.ario solamente tOmar dos cuater~iones tales que 
ab,=p. P,ar,a otros desarrollos véase Weiss (1941). 

Formando las funciones 

f r = ~ [ar()+()a'rJ 

; 1 ' 
gr = 2" [lbr ( ) - ( ) a' r J 

enoontramos 

frfs ft + f¡fs fr=\IWr Ws- brs)fr + (w¡ Wr - b¡s)f¡ (r, s, t= 1, 2, 3, 4) 

gl' gs.gt +'g¡ gs gr= (¡wr Ws - brs) gr + (w¡Ws - bts).gt 

frg t + f¡gr=O 

wr (fs ft + g¡gs) + W¡ (fsfr+ grgs) -2wr Ws Wt=- w r b ts - W¡ brs' 

Los valores propios (,eigenwerten) de f r son, de' acuerdo 
con lo anterior' 0, i¡al" - i aro Las multiplic~dades se en,cuentran 
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obteniendo l;os puntos unidos., Debe tenerse en cuenta que des­
de que wr2 - al = wr2 - a,.'2 = 1, podemos pohier - ar2 = 
-a,.'2=ar2. 

Nosotros tenemos 

fr(a'r)=! (-ar2+ar a'r) 

f ( ')- 12( +") '" r ar a r - - 2 0r ar a r . 

ASÍ, corl1espondiJentemente al valor caract~rÍstico oero, ob­
tenemos 

donde las constan:f1es escalares arbitrarias mue¡strap que la mul­
tiplicidad de la raíz oeroes dos. Los otros puntos unidos SOR 

Par,a la funclón r hallamos 

Matrices del Mesón 

Las matrices de Duffin Kemmer ~r (r = 1, 2, 3,4) satisfa­
cen las lecuaciones 

o, en otra fonna 

Poniendo 



( 

O. 

r,= _~ 
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o 
O -D 

hallamos 

rrHs rt +üt rs Irr= brs rt + bis Fr· 

La prueba pUJede ser abreviada poniendo 

tal que 

y 

Matrices del mes6n simplifioadas 

Llamando t\J y ro . a los potenciales escalar y vectorial del 
campo del mesón; y con E y 11 el ex a-vector, las ecuaciones 
·de Pro ca pueden s~r escritas, siendo m una constante 

De esto. sigue 

. . 
VV11- E=-mro 

-ro-Vt\J=mE 

VVro=m1\. 

SVro-t\J=O 

VVE +11 =~ 

iSV11=O. 
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Combin¡ando, obteruemos la formacuaterniónica de las eCUa­
ciones de Proca 

Ve +il =mtjJ 

-Vil +e =mro 

-VtjJ-ro=me 

Vro-tjJ=mil· " 

De ellas, b . 1 o 1" E' f' E' o tenemos as matTlCes . w '1 y z "·t, donde 

r<=( ~ 
O a 

-~) O O 
.f'Y = etc o -a b O O ' 

. O a O . O 

p-c O O 

D 
O -1 

t- O -1 O 
1 O O 

en que 

1', r.;i + I" T.:" - O ).,.L"¡.t. ¡.t.J:1).,- (A, ¡.L=x, y, z, t) 

y de aquí la ecuación del aspecto de partícula 

tjJ 

[I"w~+I" ~+f'z~+ I"r~-m] ( iro )=0 ax y ay _ az . at . o e 

. til 

Estas matrices pueden ser generalizadas por medio de los 
cuadrivectol'es ortogonales, wr + aro Luego 

O O r,=( O 
O 

-ar -Wr 
wr a r 

ar 
-wr 

O 
O 

~} (1'=1.2.3.4). 

O 

.. 
'. '.] 


