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1. -'Schwarz definió la simetría respecto cualquier curva 
base real y analítica; se conoce, con el nombre de reflexión de 
Schwarz y es usada extensamente en la teoría de la prolongación 
analítica. El autor definió este proceso geométricamente e intrín­
secamente en 10S «Proceedings of the Cambridge International 
Congress» (1912). Si la curva ba~e se indica por e, .la imagen 
de cualquier punto P del plano se obtiene de la siguiente ma­
nera. Por P se trazan las dos líneas mínimas que cortarán a e 
en dos punt,Os Ql y Q2' Las restantes líneas rriínimas que pasan 
respectivamente por Ql y Q2 se cortarán en un punto P'. Este 
punto p' es la imagen del punto P resp:ecto la curva ,base C. 
La reflexión de Schwarz es 111 única transformación conforme . 
inversa que deja fijos los puntos de C. No pueden existir otras 
transformaciones conformes inversas de .período dos. 

En este trabajo deseo discutir el caso en .que la curva base 
e es una curva algebraica general. Por tanto '. operaremos en el 
plano complejo completo (cuadridimensional). Schwarz conside­
raba únicamente el plano real de Gauss (bidimensional). 

, En el.plano complejo completo (cuadridimensionaD, repre­
.sentemos por (x, y) 'las coordenadas cartesianas de un punto. Las 
coordenadas mínimas. (u, v) están definidas por las relaciones: 

(1) 

Puesto que (x, y) son números complejos arbitrarios, se cle­
duce que (u, v) son también números complejos arbitrarios. 
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Una curva algebraica F(x, y) =0 de grado n se puede escri­
b~r en coordenadas mínimas en la forma 

Por tanto, <\>(u, v) es un polinómio de grado n. 
Una simetría conforme con respecto' la curva (2) ,está defi-! 

. nida por la transformación conforme covariante 

~(U,v)=O, '<p(u,V)=O . . (3) 

y por coúsiguiente U y V son funciones algebraicas de la forma 
U = f(v) y V =g(u). . 

Teorema 1. - Si la curva algebraica O (2) es de grado n, 
su reflefada de Schwarz T (3), es algebraica y, ·en general, 'de 
grado n2• . 

En la teoría de Schwarz la transformación era uniforme, por 
considerarse solamente el entorno local de la curva baseO. Sin 
embargo, en nuestro trabajó, como consideramos todo el plano, la 
transformación T es multiforme, como indica el Teorema lo 

Si, en particular, la curva Pbase O es una cónica, la .trans­
formación T c'Onvertirá,en general, cada punto P 'en cuatro pun­
tos Pi. Pero si la cónica es un círculo, se obtiene la inversión 
ordinaria, la cual es uniforme. Existen casos imaginarios mix­
tosen que' el grado no es cu.atro ni uno, sino dos. 

I 

2. - Usualmente decimos que la imagen de la curva base O 
con respecto sí misma es O. Pero 'en 'el caso algebraico que 
ahora consideramos, lesto ya no es exáctamente cierto. La imagen 
completa de O consiste parcialmente de Oy parcialmente de lila 
nueva curva que definiremos como satélite de O y tepJ:"lesentare­
mos por S. 

Según (3), la satélite S se obtendrá como parte del resultado 
de eliminar (u, v) entre las ecuacion~s 

p(U,v)=O, i<\>(u, V) =0 . . <!)(u,v}=O. (4) 

La elimihante con respecto· u 'Y v se descompone sie~pre' en 
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factores, conteniendo k¡>(U, V), parte que define nu,estra curva 
original e, como factor repetido. PrescindiePdo de este factor~ 
obtenemos la ecuación 

o(U, V) =0 (5) 

. como ecuación de la satélite. S de la curva original e. Esta Hcua­
.ción puede escribirse en coordenadas cartesianas por medio de 
(1). . 

Teorema 2. - El grado de la satélite S de una curve alge­
braica general e de grado n es, en general, n(n -1)2. : 

La imagen de una curva general e' de grado n con respecto 
a e es, en general, de grado n3• P,ero la imagen de e con res-

. pecto a sí misma es reducible, 'encontrándose CJIl-e una rama es la 
curva e contada U,11 cierto número de veces y la nuevá curva sa­
télite S la cual es, en' general, de grado.n(n-1)2, como ,afirma 
el teorema 2. 

En el' caso de ser e una cónica, la curva' satélite S es otra 
cónica, la cual es confocal con e. Si e es u,na h~pérbola equi­
látera, la cónica satélite S es idéntica con e. Si e es un círculo 
no tiene satélite. 

La curva satélite S de una cúbica e es, en general, ,una curva 
algebraica de grado 12. . 

Hay casos especiales en que el grado es menor que el dado 
por el teorema 2. Por ejemplo las cuárticas bicirculares, Cl~y~S 
satélites son de grado 4 en vez de ser de grado 36. 

3. - A continuación introducimos una familia de curvas de­
pendientes de un parámetro 

p(u,v)=c 

que llamaremos familia relad.ionada de (2). Las simetrías con­
formes de esta familia relacionada son 

$(U, v) = c, <p(u, V) = c. (7) 

Estas transformaciones forman un conjunto de un solo pará-
metro y usualmente no forman grupo. . 
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:Prooedamos ahora al estudio, de las satélites de una' familia 
reiacionada. Elirriinandou y v de 

obtenemos la ecuación 

(j(U, V, e) =0: (9) 

Cada curva de la familia relacionada tiene su propia ,saté­
lite yel conjunto' de las satélites de las 00 1, curvas' de la familia 
r<:lacionada no forman, en general, :una familia relacionada, 
puesto que c aparece en general en forma no lineal. 

4. - Para la curv:a algebraica e, definida por (2), illtro­
duz,camos una nueva transformación, que llamaremos transfor­
mación inducida. Ella está definida por las ecuaciones 

Escribiendo estas ecuaciones explícitamente y sacando los 
factores repetidos, obtenemos la forma U =f(u, v), V = g(q, v). 

Teorema 3. - La transformación inducida e,s, en' general, ' 
, de grado (n -;-1)2. ' ' 

Este ,efecto inducido tiene la ventaja de ser de grado menor 
que ,la simetría de Schwarz, l~ cual es de grado n2, pero, en 
general no "es conforme: Sin embargo, ros detalles para grados 
superiores serían largos, excepto p'ara el caso de una cónica, en 
que ,el proceso de inducción es lineal. 

5. - Un caso notable en que el grado de la curva satélite es 
menor que el correspondiente al caso gen\3ral, se obtiene por el 

'siguiente resultado: 
, Teorema 4. -La curva satélite S de toda curva algebraica 

potencial e es ia misma curva C. 
La curvaq>(x,y)--:-O donde ,<1> es un polinomio de grado u CIó! (x,y) 

se llama una' curva potencial si<p es armónica, es , decir, ::;i 
'q>xx + <P"" = O. Toda curva potencial puede obtenerse igualando a 

, ,,?Oro ,la parte real' o imaginaria ele cualquier polinomio de grado 
n en u~x+iy. . 

\ 
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En este caso., aunque la transfo.rmación T asociada co.n la 
, curva po.tencial e es de grado. n2, estudialldo. su reductibilidad 

, ,se, demuestra que la curva satélite es de grado. '8xeepcio.ILalmente, 
bajo.. Guando.,elgrado.es 2, se o.btiene el ejemplo. ya ,citado. de 
la hipérbola equilátera. 

'6. - Ya hemo.s observado. que si el grado. de e es n, el ' 
grado. de T ,es 11.2• ¿ Cuál será el grado. de T2? Po.dría supo.nerse 

" que ,este' grado. sea n4.81n ,embargo. hemo.s 'demo.strado. la SI­

guiente . pro.posición : 

Toeo.r,ema6. - El gradó de T2 es, en general" n2(n -1)2. 
To.da esta teo.ría depende del hecho. de que las transfo.rma­

, cio.nes so.n multivaI.entes y aparecen fenómeno.s de reductibilidad. 
, Teo.r,ema 7. - Si la curva base e es una cónica, T es, de 

grado 4, como ya observamos, pero acf.emás T2 es' tambi¿n de 
gr,ado .4 Y todas las iteraciones de T dan ,transformaciones de 
grado 4.. . 

De aquí se deduce qllf¡) las' distintas po.tencias de T fo.rman 
un co.njunto. disco.ntinuo.~ Este conjunto. tiene la 'propiedad com- , . 
binato.ria, pero. ning'una po.tencia de T es la identidad; Po.r tanto. 

'el co.njunto. no. puede ser un grup,o . 
. Un c~so. inter.esante o.curre en el, campo imagiriario c~ando 

la cónica base e pasa po.r uno. de lo.s pun'to.s 'circulat:es del infi-
. nito., pero. no. plo.r el otro.. La transfotmación T es entonces. 
'de grado. 2 y se encuentra que to.das las pótenclas .de T so.n 
también de grado. 2. De aquí resulta que T3 = T, pero. ninguna 
po.tencia de T es la identidad. El co.nJunto. completo. de to.das 
llas ,po.tencias de T co.nsiste esencialmente de .so.lamente las traÍ1s­
formacio.nes T y T2. 

/ 

7. - Co.mo. ejemplo., vamo.s a ilustraz: fa teo.ría general con 
'el caso. de una c6nica. La simetría co.nfo.rme ,es de grado. 4 y la 

satélite es. de grado.. 2. Po.r. tanto., la satélite de una cónica,es 
:una cónica, La familia relacio.nada de cóniCas es este caso. 'par-;- . 
ticularestá fo.rmada 'po.r curvas co.n,gruentes o. semejantes. La 
transformación inducida es de grado. uno.,'y en este caso. es uI:!.,a 
transfo.rmación ' afín. ' 

Co.nsideremo.s la parábo.la 

.' , 

\ 

! ' 

1" 
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F(x, y) =y2 -2px=0. (11) 

En coordenadas mínimas se puede éscribir 

(~(u,v)= (u-v)2+4p(u+0=0. (12) 

La curva satélite de esta parábola es la núeva parábola 

o(U, V) = (U - V)2 +36p(U + V +8p) =0, (13). 

o sea, en coordenadas cartesianas 

S(x, y) =y2'~ 18p (x+4p) =0. (14) 

La familia relacionada de parábolas es 

(U-V)2 +4p(u+v)=c (15) 

que tienen el conjunto de satélites 

En este·· caso .particular las satélites· forman una familia 
relacionada. 

La transformación inducida, escrita explícitamente, es 

U=2v-u- 4p, V=2u-v,4p, 

o sea, en coordenadas cartesianas 

x = x - 4p, Y = --:- 3y 

que es una traslación. 

Co~um,bia University, 
New' York, N. Y. 

(17) 

(18) 
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