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1. — Introduccion. — Consideremos un qc;njunto de puatos Y
“situado -en el semiplano y>0. Indiquemos con B la familia de
los conjuntos que se obtienen de y por medio de una homotecia
- de razén positiva arbitraria cou relacién al origen, seguida de una
traslacién arbitraria paralelamente al eje Oz. Observemos: que Iy
también puede ser definida como la familia de los conjuntos que
se obtienen de Y por medio de una homotecia de razén positiva
arbitraria con relacién a un punto fijo del eje Oz seguida e
una traslacién arbitraria paralelamente a 0z; o también, como la
familia de los conjuntos que se obtienen de Y por medio de una
homotecia de razén positiva arbitraria con relacién a un’ punto
arbitrario del eje Oz. Finalmente notemos que, indicando con Yy
_un conjunto de I3, la familia que de él se obtiene mediante una
de las tres operaciones indicadas es la misma F. Un conjunto
cualquiera de Ii se dird un transformado de y. El problema
que se presenta en algunas aplicaciones es el siguiente: dados dos
puntos A y B del semiplano y >0, de abscisas distintas, verificar
si existen, y cuintos de ellos, conjuntos de Ii pasando por A y
B. Aqui estudiaremos unicamente el caso en que Y es una curva
normal con relacién al eje Ox, de ecuacidon y=f(z), ¥y <z <&y,
del semiplano y>0, siendo f(z) continua y con derivada f'(x)
continua en el intervalo abierto, finito o infinito (z;,x,). Supon-
dremos también que la concavidad de v estd siempre dirigida ha-
cia. abajo ohacia arriba (f’(z) monétona creciente o decreciente).
Demostraremos que, si la concavidad estd dirigida hacia abajo,
por dos tales puntos A y B pasa 0 o 1 .curva ‘transformada de
Y, y si la concavidad est4 dirigida hacia arriba:pasan 0, 1 o 2
transformadas. Caracterizaremos geométricamente estos diversos
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casos. Estas consideraciones se aplican al estudio de las soluciones
de la ecuacién yy”=0(y’) situadas en el semiplano y>0 y pa-
sando por A, B, siendo ¢ una funcién definida, continua y siem- .
pre positiva o siempre negativa en un cierto intervalo abierto.
Ecuaciones de este tipo aparecen como ecuacién de Euler de al-

© . gunos fu-ncionales del Célculo de Variaciones. Un ejemplo es el

func1onal f y V1fys y'2dz cuya ecuacién de Euler yy"—a(1+y’2)

tiene como soluciones las curvas de Pubacour, a las cuales se. aph—
can todas nuestras consideraciones ().

En lo que sigue supondremos siempre que la curva y satis-
face a las condiciones arriba indicadas. Dados dos.puntos A y B
del semiplano y>0, de abscisas diferentes, y tales que la recta
AB encuentra al eje Ox en C, llamaremos razéon del segmento
AB al cociente r(AB) = AC/BC. Observemos que, por dos pun-
tos A y B en las condiciones dichas, pasan exactamente tantas
transformadas de y como cuerdas ab haya de ytales que

r(ab) =r(AB). | \

2. — Caso de la concavidad hacia abajo. — Supongamos que-.

la curva y tenga su concavidad siempre dirigida hacia abajo.

Entre las diversas configuraciones que se pueden presentar-

consideremos aquella en que el intervalo (z,,,) es finito y ade-
mas:

f'(“’1+0)=+°°’ f(z1+0)=f(z,—0) =0, f’(w2—0)=_—,oo

Dlstmgmremos dos casos segin que AB sea o no paralela al
ere Oz.

ler. caso. AB es paralela al eje x a distancia H (fig. 1). En
este caso existe una y una unica tangente T' a y paralela a Ox
y toda recta paralela a 0z comprendida entre T y Oz encuentra
a Y en dos puntos cuya distancia crece continuamente desde 0
- hasta x,—x,. Consideremos una cuerda variable ab paralela a

(3) Ver: 1. BE. GOURSAT; Cours d’Analyse Mathématique, t. 3, phg. 555,
4-me. ed. 2. G. MAMMANA, Sopre una notevole paépietd delle curve di Riba-
cour, Rend. Circolo Matematico di Palermo, t. 49, 1925, donde se encuentra
un estudio analitico minucioso.
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Oz - cuya ordenada decrece continuamente desde la ordenada de
T hasta cero. Sea A’B’ la proyeccién de .ab sobre la recta” AB
hecha desde un punto fijo P de 0z. Como A’B'=ab.H/h, ve-

Fig. 1

mos que A’B’ crece continuamente desde 0 a 4. Luego existe .
una y una tnica cuerda ab de y paralela a Oz que proyectada
desde P sobre AB da un. segmento A’B’=AB. Una homotecia
de centro P que transforme ab en A’B’ seguida de una.traslaciéon
que transforme A’B’ en AB nos da una transformada de Y que
_ pasa por A y B. Esta transformada es tinica, puesto que tnica-
mente existe una homotética directa de y de centro P que sea
encontrada por la recta AB en dos puntos A’ y B’ dales que

A’B'=AB.

0 X X
Tig. 2

20, caso. AB no es paralela a Oz (fig. 2). En este caso te-
nemos que determinar las eventuales cuerdas ab de y paralelas
a AB tales que r(ab)_r(AB) Para fijar las ideas, supondremos
que el coeficiente angular de AB sea positivo y que la ordenada

i
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de A sea mayor que la de B. Consideremos la tangente .I' a ¥
paralela a AB y una secante S paralela a AB que pase por el
punto de abscisa z; del eje Ox. Cualquier recta paralela a AB
comprendida entre I' y S encuentra a Y en dos puntos a y b (a
indica el de ordenada mayor) de los cuales el segundo estd .en la
rama ascendente de v; y cuando esta recta se desplaza deiT' a S,
r(ab) varia continuamente de 1 a . Por tanto existe por lo~
menos una cuerda ab de y paralela a AB tal que r(ab) =r(AB) >
>1. Una tal cuerda es tnica. En efecto, supongamos que exista
otra cuerda a'b’ (o’ indica el extremo de mayor ordenada) de Y
paralela a AB y tal que r(a’d’)=r(ab) =r(AB). Como ab es pa-
ralela a a’b’, por una propiedad de-las curvas convexas, uno de
los arcos, a'b’, por ejemplo, contiene al otro ab de manera que
las abscisas de los puntos ¥, b,a,d se suceden por valores cre-
cientes. Como los puntos b y b’ estdn ambos en el ramo ascen-
dente de v, la recta bb’ encuentra al eje Ox. Por otro lado,
siendo ab paralela a a’b’ y las dos razones de estas cuerdas iguales,
‘por una propiedad de geometria elemental las rectas aa’ y bb’
concurren sobre Ox. Pero esto es absurdo, pues si a y o’ tienen
una misma ordenada, la recta da’ no encuentra a Oz; si @ liene
ordeniada mayor que a, este punto esti en la rama ascendente de
Y y aa’ encuentra a Oz & la izquierda del punto en que la tangente
de Yy en b encuentra a Oz y por tanto a la izquierda del punlo en
que bb’ encuenira a Oz; finalmente, si o’ tiene ordenada menor’
que a, la recta aa’ encuentra a Oz a la derecha de z,, mientras
que bb’ encuentra a Oz a la 1zqu1erda de z,.

De esta manera vemos que si la curva y tiene la concavidad
dirigida hacia abajo y presenta la configuracién arriba indicada,
por dos puntos del semiplano y>0 de abscisas diferentes pasa

' siempre una y una unica transformada de ¥ (2).

Puede hacerse un estudio analogo para cada una de las otras
configuraciones posibles de la curva Y de cancavidad dirigida
hacia abajo: en todos estos casos se llega a la conclusién de que
existen 0 o 1 transformada de Y pasando por A y B.

3. Caso de la concavidad hacia arriba. — Supongamos que
la curva y tenga la concavidad dirigida siempre hacia arriba.

(*) Esta comclusién subsiste si por lo menos uno de los puntos 4, B, estd
gobre el eje s, mientras se consideren los puntos extremos (z,,f(z,40)) ¥~
(%pf (£:—0)) -como formando parte de la curva. ’
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Entre las diferentes configuraciones que se pueden presentar, con-
sideraremos aquella en que f(zy + 0)=f(x;—0) =+ o,
f(2y+0)=—o, f(x;—0)=-+o. Vamos también a distinguir
dos™ casos, segun que AB sea o no paralela a Oz.

Tig. 3

der. caso. AB es paralela a Oz (fig. 3). En este caso existe
una y una Gnica tangente T a y paralela a Oz y toda recta pa-
ralela a Oz por encima de T encuentra a ¥ en dos puptos cu-

ya distancia crece continuamente desde cero hasta z, — z,. Cuan- -

do una cierda ab de Y, paralela a Oz (con a indicamos el ex-
tremo de menor abscisa), se desplaza de manera continua apar- _
téndose de T, los puntos de encuentro de las tangentes a Y en a
y b con el eje Oz (tangentes que nunca son -paralelas a Oz) se

desplazan mondtonamente de manera continua desde —oo hasta "

xy y desde oo hasta x,, respectivamente, de manera que hay
una y una unica posicién de ab para la cual Lestas tangentes se

encuentran sobre Oz. Sea P el punto de concurso de .cstas’ =

tangentes con Oz, y A’,B’ los puntos de éncuentro con AB
" de, estas tangentes.. Consideremos una cuerda variable a,b; de y
paralela a Oz y sea A;B; su proyeccién, desde P, sobre la recta
OAB. Cuando ab, se desplaza continuamente desde T hasta ab,’
~las rectas Pa; y Pb; giran continuamente, la primera en’ el sen-

tido positivo de. las rotaciones y la segunda en el sentido negativo; -

\
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de modo que A,B; crece continuamente desde O hasta A’B’;
por otra-parte, cuando a;b, se desplaza de manera continua por
encima de ab, apartindose infinitamente de ab, las rectas Pay y
Pb, giran continuamente en sentido contrario a los primitivos
tendiendo a la posicién vertical, de manera que AB decrece con-
tinuamente desde A’B’ hasta ‘cero. Cuando AB < A’B’, exislen
por tanto dos posiciones de albl tales que A,B,=AB. Considere-
mos una de estas dos posiciones de a;b,. Sometiendo y a una
homotecia directa de centro P que transporte ayb; sobre A;B,
y en seguida a una traslaciéon que transporte A;B, sobre AB
obtenemos una transformada de Yy que pasa por A y .B. Luego
existen dos transformadas de y que pasan por A y B. Eslas dos
transformadas son las unicas, puesto que unicamente existen dos
homotéticas directas de y que sean encontradas por la recta AB
en dos puntos a distancia igual a AB.

Fig. 4

20, caso. AB no es paralela a Oz (fig. 4). En este caso de-
beremos determinar las cuerdas ab de y paralelas a AB y tales
que r(ab)=r(AB). Supondremos, para fijar las ideas, que el
" coeficiente angular de AB es positivo y que la ordenada de A
es mayor que la de B. Sea T la tangente ia y paralela a AB.
Cualquier recta paralela a AB por encima de T encuentra Y en’
dos puntos a y b (a indica el de ordenada mayor) .de los cuales
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el primero estad en la parte ascendente d& y. Por un raciocinio
analogo al anterior vemos que hay una y una tnica ’ posicién
de ab para la cual las tangentes a vy en a y b se encuentnan so-
bre Oz.

Sea P este punto de concurso. Pongamos \=r{ab):>1.
Demosiraremos ahora que dos cuerdas de y paralelas a AB,
ambas por debajo de ab, tienen razones diferentes. En efecto,
supongamos que existan dos cuerdas mn y m'n’ de y paralelas
a AB, de la misma razén, ambas por debajo de ab (con m y m’
indicamos los extremos de ordenada mayor). Gomo mn es pa-
ralela a m'n/, uno de los dos arcos, mn por ejemplo, contiene al
otro m'n’, de manera que las abscisas de n, n’, m’, m se suceden
por valores crecientes. Como los puntos m y m’ estin -en la
parte ascendente de la curva, la recta mm’ encuentra a Oz. Por
olra parte, siendo mn paralela a m'n’ y siendo las razones de
ambas cuerdas iguales, las rectas mm’ y nn’ concurren sobre Oz.
Esto es absurdo. En efecto, si n y n’ tienen la misma ordenada,
la recta nn’ no encuentra a Oz. Si n’ tiene la ordenada mayor
que la de n, el punto n’ estd en la parte ascendente de Y y n'n
encuentra a Oz a la izquierda del punto en que la tangente a
Y en n’ encuentra a Oz, y este punto estd a la 1zqu1erda del
punto en que la tangente a vy en m’ encuentra a Oz; finalmente,
este punto estd a la izquierda del punto donde mm’ encuentra
a Oz. En fin, si n tiene la ordenada mayor que la de n’, la recta
nn’ encuentra Oz a la derecha de P, mientras que mm’ encuen-
tra Oz a la izquierda de P. De modo anélogo se.verifica que
dos cuerdas de Y paralelas a AB, ambas por encima de ab, tienen
razones diferentes. Demostremos ahora que dada una cuerda mn
de Y paralela a AB, distinta de ab, existe otra cuerda pq de v,
paralela a AB, de la misma razén que mn (con.m y p indicamos
los extremos de mayor ordenada). En efecto, conslderemos una
cuerda variable pq, paralela a AB, distinta de mn; cuando pq
es suficientemente préxima a la tangente T, el punto de concu-
rrencia de pm con gn esti tan préximo como se quiera del punto
de tangencia de T, de manera que dicho punto de concurrencia
tiene ordenada positiva; por otro lado, cuando pq .sea suficiente-
mente apartado de T, el punto de encuentro de pm con gn
tiene ordenada negativa. Luego existe una .posicién de pg para
la cual pm y gn concurren en Oz y entonces .r(mn)=r(pq).
De las. consdieraciones anteriores resulta que las cuerdas mn y
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pq estan de lados opuestos con relacion a ab, y que.dada una,
la otra queda univocamente determinada. Considerando entonces
una cuerda variable de Y paralela a AB, que se desplace continua-
mente a partir de la posicién de tangencia y se aparte indefinida-
mente de T, la razén de esty cuerda crece con continuidad de 1
a \ mientras la cuerdaest por debajo de ab y en seguida decrece
continuamente de X a 1 cuando la cuerda variable estd por en-
cima de ab. De aqui resulta que existen 0, 1 o 2 transformadas
de-y-que pasan por A y B segin que r(AB) sea mayor, igual
0 menor que A.

- Con un estudio analogo se llega a la misma conclusién en
el caso de las demés configuraciones posibles de la curva y con
concavidad dirigida hacia arriba; es decir, pueden existir 0, 1 o
2 transformadas de v pasando por A y B.

4. — Aplicacién a las ecuaciones diferenciales yy” =(y’). —
Las consideraciones anteriores se aplican a la determinacién de
las soluciones de la ecuacién diferencial (cuya solucién se obtiene
por cuadraturas) de 2° orden yy”=¢(y’) que pasan por dos
puntos del semiplano y>0, donde ¢ es una funcién definida,
continua y siempre positiva o siempre negativa en un intervalo
abierto, finito o infinito. En efecto, una curva integral y de esta
ecuacién diferencial, situada en el semiplano y>O0 tiene la
concavidad siempre dirigida hacia abajo si ¢ <O y siempre diri-
gida hacia arriba si ¢>0. Adem4s, la familia I' relativa 4 ¥
coincide con la familia de las integrales de la ecuacién dife-
rencial.

Reciprocamente, dada una curva y de ecuacién y=f(z),
T, <% <@y, del semiplano y>0, siendo f(x) continua y con de-
rivadas f'(z), f”(#) continuas y f”(z) siempre positiva o siem-
pre negativa en 2;<<z<<%,, existe una y una sola ecuacibn
diferencial en las condiciones arriba mencionadas cuya familia de
integrales coincide con la familia I

Deseo expresar a mi amigo Leopoldo Nachbin mi gratitud
por sus sugestiones.
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