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1. - Introd.~cción. - Consideremos un c,Onjunto de puntQs y 
"situado en el semiplano y>O. Indiquemos con B la famiÜa de 
los conjuntos que se obtienen de y por medio de una homotecia 
de razón positiva arbitraria con relación al origen, seguida de una 
traslación arbitraria paralelamente al eje Ox. 'Observemos· que :R 
también puede ser definida como la familia ¡le los conjuntos que' 
se obtienen de y por medio de una homotecia de razón ,positiva 
arbitraria con relación a un punto fijo del eje Ox seguida ",oe 
una traslación arbitraria paralelamente a Ox; o también, como la 
familia de los conjuntos que se obtienen de y por medio de una 
homotecia de razón positiva arbitraria con relación a un puríto 
arbitrario del eje Ox.Finalmente notemos que, indicando con Yl. 

. un conjunto de TI, la familia que ele él se obtiene mediante una 
de las tres operaciones indicadas es la misma F:. Un conjunto' 
cualquiera de E se dirá un transformado de y. El problema 
que se presenta en algunas aplicaciones es el siguiente:' dados dos 
~untos . A Y B del semiplano y> O. ~e abscisas distintas, vedficar 
si existen, y cuántos de ellos, conjuntos de B pasando por Ay 
B. Aquí estudiar:emos únicameriteel caso en que y es una curva 
normal con relación al eje Ox, de ecuación y = f( x), Xl < X < :U2,. 

del semiplano y> O, siendo f( X ) continua y con derivada l' (x) 
continua en ,el intervalo abierto, finito o infinito (Xl' x2). Supon­
dremos también que la concavidad de y está siempre dirigida ha­
cia abajo o hacia arriba (t' (x) monótona creciente o decreciente)" 
Demostraremos que,' si la concavidad está drrigida ha~ia abajo, 
por dos tales puntos A y B pasa.o o 1 .curvatransfó,rrnad1;l de 
y, Y' si la concavidad está dirigida hacia arriba· pasan O, 1 o 2 
transformadas .. Caracterizar,emos geométricamente ,estos diversos 
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casos. Estas consideraciones se aplican'. al' estudio de las soluciones, 
de la ecuación yy" == q>(y') situadas en el" semiplano, y > O ypa-

. san do' por A, B, siendo <puna función definida, continua y siem~ , 
. ;'pre positiva o siempre negativa en un cierto intervalo abierto. 
Ecuacion~s de este tipo aparecen como ecuación de Euler de al-

, gunos funcionales del Cáloulo de Variaciones. Un ejemplo es el· 

I .• ,'., 

b ' . . 

funcional f y VI + y'~ dx cuya ecuación de EuJe; yy" = a.(l+y'~) 
a 

tiene como soluciones las curvas de U,ibacour, a las cual,es seapli­
can todas nuestras consideraciones (1) .. 

En lo que sigue supondremos siempre que la curva '( satis­
.face a las condiciones arriba indicadas. Dados dos puntos A y,B 
deI"semiplano y> O, de abscisa.s difere~tes, y tales qu.e la recta 
AB encuentra al eje Ox en C, llamaremos razón del segmento 
AB aleocient'e r(AB):- AC/BC. Observemos que, por ~os pun­
t9s J1 y B en las condiciones dichas,' pasan exactamente tantas 
transformadas de '( como cuerdas ab haya de '( tales que 
r(ab)=r(AB). " 

2. - Caso de la concavidad haciaabajo.- Supongamos.que. 
la curva '( tenga su concavidad siempre dirigida hacia abajo.' 

Entre las diversás configuraciones que se pueden pr,e.sentar 
. consideremos aquella en que ,el intervalo (Xl> x2) es finito y ade­
más: 

Distinguiremos dos casos s.egún que AB sea o no paral~la al, 
ej1e Ox. 

1er. caso. AB ·es paralela al eje x a distancia H Jfig. 1). En' 
este caso eJ!:iste una y una única tangente. T a '( paralela a 0:Il 
y toda recta paralela a Ox comprendida entre T y Ox encuentr,a 
a" '( ~n dos puntos cuya distanciacreoe continuamente desde O 
hast~, x 2. - Xl' Considel1emos una cuer?a variable ab paralela a 

(') Ver: 1. E. GOURSAT;' 001WS d'.t1.nalyse Mathématique, t. 3, pág. 555, 
4-me .. ed. 2_ G. MAMMANA, S.op1'e una notevok p1'~pjetá del le . cm''lJe di lliba­
cour, Rend. Oh'colo Matematico di Palermo, t. 49, 1925, donde se encuentrl,1o 
un estudio analitico minucioso, . 
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.ox ' cuya ordenada decrece continuamente desde la ordenada de 
T hasta cero. Sea A' B' la proyección de ,ab sobre la recta" AB 
hecha desde un punto fijo P de Ox. Como A'B'=ab .H/h, "e-

/Ji. , , 8' A 8 
\ . 
" , , , , . 

i' o 

Fig, 1 

mos que A'B' crece continuamente desde O a +00. Luego existe 
una y una única cuerda. ab de r ,paralela a Ox gue proyecta,da 
desde P sobre ,AB da un, segm~ento A'B'=AB. Una homotecia 
de centro P que transform,e ab en A'B' seguida' de una traslación 
que transforme A' B' en AB nos da una transformada, de r que 
pasa por A y B. Esta transformada es única, puesto que \ unica­
mente existe una homotética directa de rde oentro P que ,sea 
encontrada por la recta AB en dos puntos A' y' B' ltales qUJe 
A'B'=AB. 

, Fig. 2 

2°. caso. AB no es paralela a Ox (fig. 2). En este caso te­
nemos que determin~i' las eventuales cuerdas ab de r paí:alela~ 
!l AB! tales que 1'( ab) = r( AB). Para fijar las ideas, supondr,emos 
que el coeficiente angular, de AB sea positivo y que la ordenada 
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de A sea mayor que. la de B. Conside:vemos la tangente lIT a i 
paralela a AB y una secante S paralela a AB que "pase por el 
punto de abscisa xl del eje Ox. Cualquier recta paralela a .4.8 
comprendida ,entre T y S encuentra a y ,en dos puntos a y b . (a 
indica el d~ ordenada mayor) de los cuales el segundo está teH la 
rama ascendente de Yl y cuando esta recta se desplaza de iT a 'S, , 
r.(ab) varía continuamente de 1 a + oo. Por tanto existe por lo' 

'.menos una cuerda ab de y paralela a AS tal que r( ab) = r( AB) > 
> 1. Una tal cuerda es única. En efecto, supongamos que exista 
otra cuerda a'b' (a' indica ,el extremo de mayor ordenada) de y 
p,aralela a AB y tal que r(a'b') =r(ab) =r(AB). Como ab es pa­
ralela a' a'b', por una propiedad de las curvas convexas, uno de 
los arcos, a'b', por ejemplo, contiene al otro ab de manera que 

. las abscisas de los puntos b', b, a, a' ~e suceden por valores cre­
cientes. Como los puntos b y b' están ambos en el ramo ascen­
dente de y, la rect¿¡. bb' encuentra al eJe Ox. Por ,()tro ladó~ 
siendo ab paral'ela a a'b' y las dos razones de estas cuerdas iguales. 
'por una propiedad de geometría elemental las rectas aa' y bb' 
concurren sobre Ox. Pero esto es absurdo, pues si a .y a' tienen 
una misma orderíada~"la recta da' no encuentra a Ox; si ,a' tiene 
ordenada mayor que a, este punto está en la rama asoendente de 
y y 00' encuentra a ();v á la izquierda del punto en que la ~ang'enl]e 
de yen b encuentra a Ox y por tanto a la izquierda del punto ell 
que bb'encuentra a Ox; finalmente, si a' tiene ordenada menor 
que a, la recta aa' encuentra a Ox a la derecha de x~, mientra¡;¡ 
que bb' 'encuentra a Ox a la izquierda de Xl' .' 

De esta manera vemos que si la curva "( tiene la concavidad 
dirigida hacia abajo y presenta la configuración arriba indicada,. 
por dos puntos del semiplano y> O de abscisas diferentes pasa 
siempre una y una única transform,ada, de y (2). 

Puede hacerse un estudio análogo para' cada una de las otras 
configuraciones posibles de la curva y de cqncavidad dirigida 
hacia abajo: en todos ·estos casos se llega a la conclúsión de que 
existen O o 1 transformada de y pasando' por A y B. 

3. Caso de la conoavidad hacia arriba. - Supongamos que 
la curva y tenga la conc¡a.vidad dirigida siempre hacia arriba .. 

(') Esta conclusión subsiste si por lo menos uno de los puntos A, B, está 
sobre el eje ro, mientras se consideren los puntos extremos (ro" f(ro,+O» y 
(ro2,[(ro,,--O» ·como formando parte de la curva. 

, . 



- 88-
.,~' 

Entre las dif'er~ntes configuraciones que se pueden presentar, con­
sideraremos aquella ,en que, 1(:1\, + 0)...:...- f( X2 - O) =1:+ 00, 

f'(Xl +0)=-00, f'(x2-0}=+00. Vamos también a distinguir 
do& casos, según que AB sea o no paralela a Ox~ -

\ 1. 

B 

Fig.3 

1er. caso. AB es paralela a Ox (fig. 3). En este ,caso existe 
una y ,una única tangente T a y paralela a Ox y toda recta pa-

, ralela a Ox por encima de T encuentra a y en dos pU¡Iltos cu­
')'a distancia creoe continuamente desde cero ha~ta X 2 - Xl; CuaÍl~ 
do una cúerda ab de "(, paralela a Ox (coñ a indicamos el ex­
tremo de menor abscisa), se desplaza de manera continua apar­
tándose de T, los puntos de encuentro de las tangentes a y len a -
y b con el ,eje Ox (tangentes que nunca son ·paralelas a Ox) se 
desplazan monótonamente de manera continua desde - 00 hasta·· 
xii y desde +00 hasta Xv respectivamente,' ele r,nanera que hay • 
una y una Óllica posición de ab para la cuall'estas tangentes se 
encuentran sobre Dx. Sea P el punto de cdncurso' de ,estas' " 

'tangen,tes, cop Ox, y A', B' los plmtos de éncue,ntro con AB 
de, estas tangentes. ConsideI'lemos una cuerda variable, al,bl ' doy 
,paralela a Ox y sea A1Bl su proyección, desde P, Elobre la recta 
OAB. Cuando a~bl se desplaza' continuame~te, desde' Thast1J, ab .• ¡ 

'.las rectas Pal y Pbl giran continuamente, la primera en eLsen-: 
tidQPositivo' ~le, las rotaciones y la segund~ en el sentido negativo,;, ' 

... '" 
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de modo. que A1Bl crece continuamente desde. O .:hasta A'B'; 
por otra ~parte, cuando al bl se desplaza de manera continua por 
encima de ab, ap.artándose· infinitamente de ab, las rectas Pa'~ y 
Pbl giran continuamente en sentido contrario a los primitivos 

. tendíendo a .la posición :vertical, de manera que AB decreoe con­
tinuamentedesde A'B' hasta cero. Cuando AB < A'B', existen 
por ta"nto dos posiciones de a1b1 talesq~le A1B1 = AB. Considere­
mos una de estas dos posiciones de Qlbl. Sometiendo y a una 
homotecia directa de ceritro P que transportewjb 1 sobre .41Bl 
yeri. seguida a una traslación que transporte A1B1 sobre AB, 
obtenemos una transformada de y que pasa por A y:B. Luego 
existen 'dos transformadas de y que pasan por A y B. "Estas dos 
transfórmadas son las únicas, puesto que únicamente existen dos 
homotéticas directas de y que sean encontradas por la rQcta AB 
en dos puntos a distancia "igual a AB. 

Fig. 4 

20. caso. AB no es paralela a Ox (fig:- 4). En este caso de­
bevemos determinar las cuerdas al> de y paralelas a AB y tales 
que r(ab) =r(AB). Supon'drmnos; ,para fijar las ideas, que el 
coeficiJenle angular de AB es positivo y que la ordenada de 11 
es mayor que la de B. Sea T la tangente ia y paral'ela a A.B. 
Cualquier recta paralela a AB por encima de Tencuentra i 'en' 
.dos puntos a y b (a indica el de ordenada mayor) ¡de los cuales 

\. 



el primero está. en la parte ascendente de y. Por un raciocinio 
análogo al anterior v·emos que hay una y una umca '.poslclon 
de ab para la cual las tangentes a y en a y b se encUlenhJah so­
bre Ox. 

Sea P este punto de concurso. Po¡ngamos A = r'(ab) > 1. 
Demostrarümos ahora que dos, cuerdas de y paralelas a· AB, 
aIpbas por debajo de ab, tienen razones dif,erentes. En erecto .. 
supongamos que existan dos cuerdas mn y m'n' de y paralelas 
a AB, de la misma razón, ambas por debajo de ab (con 111, y m'. 
indicamos los extremos de ordenada mayor). Como mIL es pa"" 
ralela a m'n', uno de los dos arcos, mn por ejemplo, ,contiene al 
otro m'n', de manera que las abscisas de n, n', m', m se su.oeden 
por valores cr·ecientes. Como los puntos 1)1, y m' están ·en la 
parte asoendente de la curva, la recta mm' encuentra a Ox. Por 
aira parte, siendo mn paralela a ni'n' y siendo las razones .de 
ambas cuerdas iguales, las rectas mm' y nn' concurren sobre Ox. 
Esto es absurdo~ En 'efecto, si ny n' tienen la misma ordenada .. 
la recta nn' no encuentra a Ox. Si n'tiene la ordenada mayor 
que la de n, el punto n' está en la parte asoendente de y y' n'n 
encuentra a Ox a la izquierda del punto en que la tangente a 
y en n' 'encuentra a Ox, y este punto está a la izquierda del 
punto en que la tangente a y en m' encuentra a Ox; finalmente,. 
es~o punto está a la izquierda elel punto donde mm' encuentra 
a Ox. En fin, si n tiene la ordenada mayor que la de n', la recta 
nn' encuentra Ox a la derecha de P, rnientras que mm' encuen­
tra Ox a" la izquierda de P. De modo análogo se. verifica que 
do;s cuerdas ele y paralelas a AB, ambas por encima .deab, tienen 
razones dif·erentes. Demostremos ahora que dada una cuerda mn 
ele y paral'ela a AB, distinta de ab, existe otra cuerda .pq de y, 
paralela a AB, de la misma razón que mn (con, m y p indicamos 
los extnemos ele maJar ordenada). En ef,ecto, consideremos una 
cuerda variable pq, paralela a AB, distinta de m'n; cuando pq 
es suficientemente próxima a la tangente T, el punto de ,concu­
rrencia ele pm con qn está tan próximo como se ,quiera ,del punto 
dcl tan,g,encia de T, de manera que dicho punto de .concurrencia 
tiene ordenada positiva; por otro lado, cuando pq$ea suficiente- -
mente apartado de T, el punto de encuentro de pm con qn 
tiene ordenada 'negativa. Luego existe una, posición de pq para 
la cual p,ni y qn conourren 'en Ox y entonces .r(mn) =r(pq). 
De las, consdieraciones anteriores' resulta que las cuerdas mn y 
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pq están' de lados opuestos con relación a. ab, y que ,\.-dada un.a, 
la otra queda unívocamente determinada.Considerandp ,entonces 
Ul,1U cúerda variable de 'Y paralela a AB, que se desplace ~ontip.ua­
mente a partir de la posición de tangencia y se aparte indefinída­
ment'e de T, la razón de est~ cuerda crece con continuidad de 1 ' 
a A ~ientras la cuerda'''está por debajo de ab J en seguida decr,eee 
continuamente .de A a 1 cuando la cuerda variable está por en­
cima de abo De aquí resulta que 'existen q, 1 o 2 transformadas 
de-'Y.que pasan por A y B según que ~(AB) sea mayor, igual 
o menor que A., 

o Con un estudio análogo se llega a la misma conclusión en 
el caso de las demás configuraciones posibles de la curva 'Y con 
'Concavidad dirigida hacia arriba; es decir, pueden existir O, 1 o 
2 transformadas de 'Y pasa,ndo por A y B: 

. . 
4. - Aplicación a las ecuaciones diferenciales yy" = q)(y'). " 

Las consideraciones anteriores se aplican a la determinación de 
las soluciones de la ecuación diferencial (cuya solución se obtiene 
por cuadraturas) de 2° orden yy" = ~)(y') que pasari por dos 
puntos del semiplano y> O, donde <P es una función definida .• 
continua y siempre positiva o siempre negativa en u,n intervalo 
abierto; finito o infinito. En '6Íecto, una curva i'ntegral 'Y de lesta 
ecuación diferencial, situada en el semip1ano y> O tiene la 
concavidad siempre dirigida hacia abajo si <p < O Y siempre diri­
gida hacia arriba si <p> O. Además, la familia r relativa á 'Y 
coincide con la familia de las integrales de la ecuación dife­
rencial. 

Recípro,camente, dada una curva 'Y de ecuación y = ¡ex). 
Xl <:: x < x2' del semiplano y> O, siendo f( x) continua y con dé.., 
rivadas f'(x), f"(x) continuas y f"(x) siempre positiva o siem­
pre negativa en Xl < X < x2' existe una y una sola ecuación 
diferencial en las condiciones arriba mencionadas cuya familia de 
integral'escoincide con la familia r. 

Deseo expresar a mi amigo Leopoldo Nachbin mi gratitud 
por sus sugestiones. 
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