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SISTEMAS MULTI-ISOTERMOS (*) 

por 

EDWARD KASNER y JOHN DE 0rooo 

1. - Sumario de nesultados. - La teoría de, las funciones de 
una variable compleja es esencialmente idéntica a la geometría 
éonforme del plarío real (o complejo). ,Sin embargo, esto no 
suoede en la teoría de las funciones de dos o más variables com­
plejas. Cualquier conjunto de n > 2 funciones de re variables 
complejas que no anulan al jacobiano induce una corresponden­
cia' entre los puntos de un espacio euclidiano 2n-dimensional real 
(o complejo) R2n• El grupo infinito G' de tales correspondencias 
no -és -el grupo conforme de R2n , el cuales simplemente el gru- _ 
po de las inversiones de (n+1) (2n+1) parámetros (1). Poin­
caré, en su fundamental trabajo publicado en los Rendiconti 
de Palermo (1907), llamó a G el grupo de transformaciones 1'e­
gulares. En 1908, Kasner encontró más apropiado designarlo el, 
grupo pseudo-conforme G. Esta es ahora la terminología co-
rriente. ' 

En su trabajo de 1908, que fué pub'licado 'completo más 
tarde, en 1940, Kasner mostró q,ue el grupo pseudo-conforme G de 
Rt 'está caracterizado por la conservación del pseudo-ángulo 'Cntre 
cualquier curva y una hipersuperficie,. en su punto común de in­
tersecciónX2). Esto es una generalización directa del resultado 

'(*) Presentado a la America~ Mathematical Society, 1945. 

(') LIOUVILLE prob6 que el grupo conforme del espacio euclidiano Em de 
cualquier dimensi6n m>2, par o impar, es el grupo inverso de (m+1) (m+2)/2 
parámetros. Fialkow ha estudiado la geometría conforme de una curva o su­
perficie no solamente en un espacio euclidiano Em sino también en cualquier 
espacio riemaniano V m' Ver las memorias, Conformal geornetry of owrves, 
TransaCtions of the American Mathematical Society, Vol. 54 (1942), Y Con­
formal geometry, of surfaoes, Transactions of the American Mathematical So-
ciety, Vol. 56 (1944). . 
- ''(9) KASNER, Confol'mality in o01~neotion wit71 funotions of t-ziJo oomplea: 

'variables, Transactions of the American Mathematical Society, Vol. 48, págs. ' 
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bien co.no.cido. que el grupo. de funcio.nes de una' variable cóm­
pleja 'es idéntico. co.n el ,grupo. co.nfo.rme ( directo.) del plano.. En 
1945, De Cicco. pro.bó 'este teo.rema para el caso. del espacio. eu­
clidiano. 2n-diniensio.nal R2n (3). 

En R2n hay una clase de superficies bi-dimensio.nales, la 
cual es tramlfo.rmada el). ~í, misma bajo. el grupo. pseudo.~co.nfor­
me infinito. G, tal que la co.rrespo.ndencia inducida mitre cualqu~er 
par co.rrespo.ndiente de tal supílrficie,es co.nforme. Una superfi­
cie tal es dicha ser una superficie analítica ~ conforme, ' 

Pro.yectando.o.rto.go.nalmente una superficie co.nfo.rmé so.bre 
unco.njup.to elegid'o. de' n plano.s co.o.rdenado.s, las (n -1) co.rres-' 
po.ndencias inducidas so.n cada una co.nfprmes. De este mo.do. 
cualquier superficie co.nfo.rme,' pu~de' ser definida po.r (n -1) 
co.rrespo.ndencias co.nfo.rmes entre el co.njunto. elegido. de n pla-

,no.s ,co.o.rdenado.s. ' ' 
, '. 
", Diremo.s ,que es un sistema mulli-isotermo de 00 2n-l CUrlJa8 

.en R2n, cualquier sistema que es ,equiva1entepseudo.-po.~lfo.rllle­
mente a un hai de 00 2n-l rectas paralelas en R2n' Cualquier sis­
. tema talco.nsiste de 00 2n-2 familias iSo.ternlas de 00 1 curvas', ca­
. da, familia co.ntenida en una. superficie confo.rme. 
. , Definimos, un sistema mulli-iso,termo de 00 ~ hipersuperficie8 
'en R2n co.mo.' cualquier sistéma que es pseudo.-oo.nfo.rmemente 
equivalente a: un haz de, dA hiperplanos paralelo.s en R2;¡. 'Cual­
quier sistema iSo.termo. de hipersuperficies (2n "":""1) dimensiona­
les puede ser d~finido ,estableciendo. igual a uqa 'co.nstante arbi-

',traria una función multiarmónica. En ese caso., la co.nstante ar­
bitrariae~ . llamada el parámetro iso.t~rmo.. En, general, un,a' fa­
milia iSo.terma de 00 l' hipe~superficies puede ser defi!nida escri­
biendo. igual ti una co.nstante tli'bitraria una función de una fun-
ción muItiarmónica. " 

Enul1,ciareniós y demostraremo.s lo.s siguientes teo.remas,' que 
so.n fundamentales en la teo.ría ele funcio.nes den variabl¡:ls com­
plejas (4)' 

50·62 (1940). También KASNER y DE CICOO, Pseudo-C01~fof'lnaZ geo.metry: Fwn· 
ctions Of two. compZea:, v(J/riables, Bulletj.n of the A1ll.eriean: Mathematical Só· 
ciety, Vol. 48, págs. 317-328 (1942). 

',' (3)' 'DE Crcoo,The pseudo-angZe iil; ;paóe of, 2n diménsione~, Bulletill of 
the American Matnematical Society, Vol. ~1, p¿gs, i62:168 (1945). , ' 

(')", En .esta memoria, generalizamos ,al espacio de 2n, dimen~iones, ciértos' 
. , teo~enías ,en ¡¡l ~spacio, cuatri~diníensional sobí'e f]'ll:lciones de dQs variábles como 
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1. .EI pseudo-ángulo ,entre cualquier sistema multi-isoLermo 
de hipersuperficies y cualquier sistema multi-isotermp' de curvas 
es una función multiarmóni~a. Este puede ser .considerado como, 
uná extensIón de un teorema de Líe ref,erente 'a sistelnas 5soOOr-
mos en" el . plano. . . J' . 

. 2. CuaÚI~ie~ sistema m~lti-isotermó . de hiper~uperficies .es 
seccionado por una superficie conforme en un sistm;na isotermo de 
curv1l$. 

3. Si' u,na superficie es seccionada por' cada sistema multi­
isotermo de hipersuperficies en. un sistema' isotermo, e}e curvas .• 
entonoes la superficie es. conforme. 

4. Si un sistema dado de 00 1 hipersuperficies ¡ es seccionudo 
por cada superficie cO¡1forme en un sistmna isotefin~ decurv.as~ 
'entonces el sistema dado de 00 1 h~persuperficies es" multi-iso:-
termo. 

2. -Coor:denadas. mínimas. - Sean (Xl' X2, •• :, Xn ; Yi> Y2' 
... , Yn) = (XG , " YG) las coordenadas cartesianas de un espacio eu­
clidiano o comple jo 2n-dimen~ional R 2T!" Hallaremos convmiiente 
inLroducir las coordenadas mínimas (Ul~ U2"'" Un; Vi> V2, •• ',' 

vn) = (uG , vG), definidas por 

(1) V~ =x~ - iYG', 

para a. = 1, 2; ... , n. La inversa de esta sorrespondi:mcia es 

(2) 

'Las relaciones siguientes son l10tádas entre las derivadas 
parciales ,en coordenadas mínimas y coordenadas cartesianas 

(3) 

También es notado' que 

plejas que. hemos ya . considerado en la memoria, Bi·isothcr'/lwl systC'/l!S, Bu­
lletin o~ the American Mathematical Society, VoTo 51, págs. 169·174 (1945)': 
V~r ,tl1mbi6n KASNER, Bihar1noni9 funotions, ana :ocl·tain DCncraligation~, Ame­
ricáll Journal of ,MatheU1atics, Vol. 58, págs. 377·390 (1936). 
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(4) 

Los operador,es i) / i)ua. son llamados las derivadas medias, 
y los operador,es i) / i)va. Son designados las, derivadas de fase. 
Ellos son importantes en la teoría de las funciones polígenas (5). 

En coordenadas mínimas, el cuadrado del elemento lineal ds 
es 

n 

(5) ds2 =~ dua. dva.. 
a=l -, 

El ángulo & entre dos elementos curvos cualesquiera (dua.(tJ. 
dva.W) y (dUa.(2),dva.(2)) en un punto ~omúnes 

w 
~ [dua.W dVa.(2) + dUa.(2) dVa.(l)] 

cos &'= _--,a:-:--_l-;-____ -;-_____ _ 
'n, n 

2[ (~dua.W dva.W) (~dlla.(2) clVa.(2))']1/2 
a-l a=l 

3. - El, grupo pseudo-conforme continuo infinito G. -'- Este 
es dado en coordenadas mínimas por 

(7) U", = U a.(Ul' u2' .. . "un), V a.= 'Va.(vv v2' ... , vn), 

para a = 1, 2, ... ,. n, donde los j acobianos Ti) U a./ i)Ui31 y [i) V a./ i)vi31 
son no nulos en una región dada del espacio. 2n-dimensional R2n• 
Nuestro problema es iniciar el estudio de la ,g,eomMría de este 
grupo en detalle.' ' 

En lo siguiente, omitiremos la consideración de los mínimos 
n-planos ( n-flats) especiales u", = consto y Va. = consto Nuestr:'d 
grupo. pseudo-¡contfprme puede ser definido como la parte di­
recta del grupo mixto (mixed) total de trans:lbrmaciones pun­
tuales de 1l.2n que conservan estas 200ín n-planos (n-flats) míni-
mos .especiales. " 

(G) KASNER, T7Ie seoona aerivative 01 a' polygenio lunotion, Transactions 
ol tile .American Mathematical Society, Vol. 30" págs. 803-818 (1928). KASNEli 
'y DE ClOCO, The derivative oircular oongruenoe-representation 01 a polygenio 
,!unotion, .American Journal ol MathematicB, Vol. 61, págs. '995-1003 (1939). 
'Ver también la memoria próxima a aparecer, The geometry 01 polygenio lun­
ctions, Revista de la Universidad Nacional de Tucumán (1943). 
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,4; - Pseudo-ángulo de [(asner. - Una hipersuperficie S2n-t 
definida por la 'ecuación F(u1, u2, •• • , Un; Vi' V 2' ••• , Vn) = 0, y 
una curva C definida por las ecuaciones ua.=ua.(t),va.=va.(t) pa­
ra a, = 1, 2, " .. , n, posee el invariante diferencial fund;amental 
de primer, orden 

; (8) 

respecto' al g:r;upo pseudo-:-'conforme continuo infinito G. Este 
repI'esenta el ángulo efectivo 3· ,entre, la curva da¡;},a' C y la 
curva de intersección C' entre la hipersuperficie S2n-l y lá ,super­
ficie conforme única determinada por la curva C. 

Este pseudo-ángulo sirve para ,caracterizar el grupo pseudó­
conforme continuo, infinito G dentro del grupo de fas transfor-, 
maciones puntuales en el espacio @clidiano 2n-dimensional R2n" 
En coordenadas cartesianas este pseudo-ángulo es 

n 

, ~(F Xa dxt!. +Fyadya.) 
(9) ,& = arc tan!]' _a-_1 ______ _ 

t;J 11, -

~ (F xa dya. -F"a dx~) 
a=l 

donde la ecuación de la hipersuperficie (2n -l)-diÍnensional 
S2n-l es F(x1>x2, ••• ,xn ; Y1>Y2' ... 'YII)=0, y las ecuaciones pa­
ra:métricas'de la curva C sonxa.=xa.(t), Ya.=Ya.(t), para 0,=1,2, 
... , n. 

4. - Sistemas multi-isotermos de 00 2¡¡.-1 curvas. - Un siste..; 
ma de (0)2ri-l curvas es multi-isotermo si es equivalente pseudo­
conflOrmemente a un haz de 00,211-1 rectas paralelas ,en R 211 • • Por 
me,dio de, (7), es visto que cualquier sistema multi-iso1iermo de 
00"2n-1 curvas puede estar dado por un 'sistema de (2n -1) ecua':" 
ciones de la forma ' 

(10) 

• 
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donde 1'=1, 2, ... , n-1, y los\dos jacobianos 10Ay/oua ! y' 
I,O/-lY/ UVa I son cada uno de caraeterística ( rank) (n -1). Por lo 
tanto, sigue que cualquier s~stema tal de oo'2n-1 curvas puede ser 
definido por un sistema de (2n -1) ecuaciones diferenciales lor­
dillarias de la forma 

dUa 

_ dVa _ dVn 

••• - Ba(Vl, V2',' .• , vn ) - •.• -B~(vv V2,· . ,., vn ) 

Recíprocamente . las . 00 2n-l curvas integrales de cualquier 
sistema de ecuaciones diferenciales reducibles a la forma (11) es' 
un sistemamulti-isotermo., 

Puesto que cualquier superficie ,conforme puede ser defi-
nida por ecuaciones qe la forma fy(uv u2' ',' ., un) =0, gy(v¡, V 2' 

... , vn) = 0, para 1'=1, 2, ... , n -1, donde los dos jacobianos ' 
la/y/oual y logyjc{val son de . característica (n-·1), sigue por 
(10), que cualqu~er sistema multi-isotermo de oo'2n-l curvas con-

'siste de 00 2n-2 familias de 00 1 curvas, cada familia yaoente so-
bre una superficie conforme. \ 

11. - Sistemas multi-isotermos de 00 1 hipersuperficies. 
Cualquier sistema de 00 1 hipersuperficies,el cual es equivalente 
pseudo,con.formementea un haz paralelo' de 00 1 hiperplanos de 
(2n -1) dimensiones es dicho ser muIti-isotermo. La ecuación 

, 
(12) f( U¡, u;, ... , un) + g( V¡, V2' ••• , Vn) = const., . 

define un sistema muIti-isotermo de 00 1 hipersuperfici!es. En est~ 
forma, la constante es dicha ser WI parámetro 'multi-isotenno. 
El primer miembro de la ecuación anterior representa unafun­
ción ,multiarmónica la cual puede ser definida como la parte 
real (o imaginaria) ele una función analítica simple de n. var~a­
blescompl,ejas. 

';' , 
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Recíprocamente, sea F(U1' U2, ... , Un' V1' V:l' .' •• , Vn) = const., 
que representa un sistema multi-isotermo de 00 1 hipersuperficies. 
Debe existir una función q>(F) la cual es función multiarmónica 
de (ll~, v~). Por lo tanto las n 2 fracciones 

(13) F"o:v~ 
F"rJ.Fv~ 

f. 

que representan (n2 -1) ,ecuaciones diferenciales en derivadas 
parciales de segundo orden, deben representar la misma cantidad 

: iA( Ul' U'2' ••• , Un; Vi> V2' ••• , vn), para todos los valores de a,'~ = 
1, 2, 3, ... , n. También esta función simple L.\ debe .ser una 
función de F solamente. Por lo tanto L.\ satisfa~e las .(2n -1) 
adicionales -ecuaciones' diferenciales en derivadas parciales de lier:' , 
oor orden ' 

(14) 

Teorema 1. - Las condiciones necesarias y suficientes para 
que F(ui> U2, ... , Un; Vi> V2' ... , vn) = consto defina un sistema 
'mullí-isotermo de hipersuperficies es que F verifique el sistema 
{le (n2 +2n - 2) ,ecuaciones diferenciales en derivadas parciales 
de tercer orden, dado por (13) y (14). ' , 

SustiLu)'lendo (11) y (12) 'en la -fórmula (8) que define el 
pseudo-ángulo .'¡:¡', obtenemos el resultado siguiente. 

Teorema 2, - El pseudo-ángulo entre cualquier sistema multi­
isotermo de 00 1 hi persuperficies y cualquier sistema multi-iso­
termo de 00 2n-1 curvas es una, función multiarmón'ica de (u~, v".) ; 
esto es, & es de la forma .¡:¡.~ h(U1' u2, ••• , un) + k(v1, V2' ••• , Vn)' 

. En la parte siguiente, darémos ciertos teor,emas los cuales 
. pueden ser considerados como extensiones de cie:ctos teoremas de­

Kasner que caracterizan funciones multiarmónicas. 

7. - Sistemas multi-isotermos de 00 1 hipersuperfici;s y super­
ficies conformes. - Una superficie conforme S2 induce (n~ 1) 
correspondencias conformes entre el conjunto 'elegido de n pla­
nos 'coordenados cuyas coordenadas cartesianas son (x~, Ya) 

-, 
'\ 
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para a = 1, 2" ... , n. Así, cualquier 8 2 tal puede ser definido 
por las (2n-2) ecuaciones uy=Uy(u1), Vy=Vy(v1), donde 1'=2, 
'3, ... , n. Por Jas correspondencias conformes inducidas, es 
visto que un sistema isotermo en el plano coordenado (xv Y1) co­
rresponde a un sistema isotermo en el plano (Xy, Yy), para 1'= 
2, 3, ... , n; y a un sistema isobermo sdJlre)a superficie con-
forme 8 2, - , 

Teorema 3. - Cualquier sistema multi-isotermo, de 00 1 hi­
persuperficies de R 2n es seccionad:o por una supet'ficiil confor­
meen un sistema isotermo. 

Este l'esultado es obtenido sustituyendo 'en la ecuación (12). 
que define un sistema multi-iso~ermode hipersuperfides, las 
ecuaciones de una superficie conforme. ' 

Teol'ema 4. - 8i una superficie es seccionada por cada sis­
tema multi-isotermo de 00 1 hipersuperficies .en un sistema iso­
termo de curvas, entonces la superficie es una superficie con­
forme. 

Cualquier superficie 8 2 puede ser dada por las ,ecuaciones 
Uy = uy( U1' v1), Vy = Uy( Uv v1), para 'Y = 2, 3, ... , n. Sustituyen'";. 
do ésta en la ecuación (12) que define cualquier sistema multi­
isotermo, d sistema resultante de 00 1 curvas debe ser isotermo. 
Por 'lo tanto 

(15) 

La anterior debe ser una identidad para todos los valores 
de la1l derivadas parciales de f y g. 

La ecuación precedente contiene derivadas parciales de ter­
cer orden en f y g. Poniendo iguales a cero los coeficientes de 
fu, u, "T y Uv¡ V¡ VT' encontramos que UoUy/ UV1 = O Y UVy/OU1 = O. 
Esto prueba que 'la superficie '82 es conforme. De este modo 
el T'eorema 4 está completamente demostrado. , 

Teorema 5. - 8i un sistema dado de 00 1 hipersuperficies es 
seccionado por c~da superficie conforme en una" familia iso­
terma de curvas, entonces el sistema de 00 1 hipersl1!perficies es 
multi-isotermo. 
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Sea F( Ui> U2' ••• , un; V1' V 2, ••• , Vn) = consto el sistema dado 
de 00 1 hipersuperficies. Sustituyendo en él las ecuaciones de cual­
quier superficie conforme Uy = Uy( Ui)' Vy = Vy( v1.), donde y = 2, 
3, ... , n, la familia resultante debe· ser isoterma. De I,este modo 
tenemos 

(16) 

La anterior es una ecuación diferencial de segundo orden 
en las derivadas totales de Uy = Uy( U1), Vy = tly( Vi)' debiendo ser 
idénticamente cero. Poniendo iguales a cero los co'eficientes 
de d2uy/du21 y d2vy/dv2i> hallamos 

(17) 

Estas identidades dan las (n2 -1) ecuaciones (13). 
Sustituy,endo las ecuaciones (13) en la condición (16), te­

nemos 

(18) 

Poniendo iguales a cero los varios coeficientes de duy/du1 y 
dvy/dv,3. en lae,r::uación anterior, obtenemos las condiciones ,(14). 

Así la hipótesis del Teorema 5 nos ha conducido a l,as con­
diciones (lB) y. (14) para un sist'ema multi-isotermo de 001 

hipersuperficies. Esto completa nuestra demostración· del Teo­
rflmá 5. 

Columbia University 
New York, New York 
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