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1.-Sumario de resultados. —La teoria de las funciones de
una variable compleja es esencialmente idéntica a la geomeiria
conforme del plano real (o complejo). Sin embargo, esto no
sucede en la teoria de las funciones de dos o mds variables com-
plejas. Cualquier conjunto de n=2 funciones de n variables
complejas que no anulan al jacobiano induee una corresponden-
cia-entre los puntos de un espacio euclidiano 2n-dimensional real
(o complejo) R,,. El grupo infinito G de tales correspondencias
no ¢s el grupo conforme de R,,, el cual es simplemente el gru-
po de las inversiones de (n+4-1)(2n+41) pardmetros (). Poin-
caré, en su fundamental trabajo publicado en los Rendiconti
de Palermo (1907), llamé a G el grupo de transformaciones re-
gulares. En 1908, Kasner encontr6 més apropiado designarlo el
grupo pseudo-conforme G. Esta es ahora la terminologia co-
rriente.

En su trabajo de 1908, que fué publicado completo mas
- tarde, en 1940, Kasner mostré que el grupo pseudo-conforme G de
R, esta caracterizado por la conservacién del pseudo-ingulo entre
cualquier curva y una hipersuperficie, en su punto comin de in-
terseccion (2). Esto es una generalizacién directa del resultado

"(*) Presentado a la American Mathematical Society, 1945.

(*) LIouviLLE probé que el grupo conforme del espacio euclidianc E , de
cualquier dimensién m>2, par o impar, es el grupo inverso de (m--1) (m--2)/2
parimetros. I'ialkow ha estudiado la geometria conforme de una curva o su-
perficie no solamente en un espacio euclidiano B, sino también en cualquier
espacio riemaniano V, . Ver las memorias, Conformal geometry of curves,
Transactions of the American Mathematical Society, Vol. 54 (1942), y Con-
formal geometry of surfaces, Transactions of the American Mathematical So-
ciety, Vol. 56 (1944). o
. "(“) KASNER, Conformality in connection with funotions of two complex
variables, Transactions of the American Mathematical Society, Vol. 48, pigs. -

'
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bien conocido que el grupo de funciones de una variable com-
pleja es idéntico con el grupo conforme (directo) del plano. En
1945, De Cicco probd este teorema para el caso del espacio eu-~
clidiano 2n-dimensional R,, (3).

En R,, hay una clase de superficies bi-dimensionales, la
cual es transformada en si misma bajo el grupo pseudo-confor-

me infinito G, tal que la correspondencia inducida entre cualquier

par correspondiente de -tal superficie es conforme. Una superfi-
cie 1al es dicha ser una superficie analitica o conforme.
*  Proyectando ortogonalmente una superficie conformé sobre

un conjunto elegido de n planos coordenados, las (ri—1) corres- -

pondencias inducidas son cada una conformes. De este modo
cualquier superficie conforme puede ser definida por (n—1)
correspondencias conformes entre el conjunto elegu:lo de n pla-

. n0os _coordenados. ‘ ,
" Diremos que es un sistema multl—zsotermo de 21 curvas
en R,,, cualquier sistema que es equivalente pseudo-conforme-

mente a un haz de ®2n-1 rectas paralelas en R,,. Cualquier sis-

‘tema tal -consiste de o022 familias isotermas de o1 curvas, ca-
- da . familia contenida en una superficie conforme.

Definimos un sistema multi-isotermo de w1 hipersuperficies

‘en Ry, -como " cualquier sistéema que es pseudo—oonformemmbe
‘equivalente a un haz de oot hiperplanos paralelos en R,,. ‘Cual-

quier- sistema isotermo de hipersuperficies (2n—1) dimensiona-
les puede ser definido estableciendo igual a una-constante arbi-
traria una funcién multiarménica. En ese caso, la constante ar-
bitraria“es llamada el pardmelro_isotermo. En. general, una fa-
milia isoterma de ool hipersuperficies puede ser definida escri-

biendo igual d una constante arbitraria una funcién de una fun-

ci6on multiarménica. .
Enunciaremos y. demostraremos los swulentes teoremas, que
son fundamentales en la teoria de funclones de n vamables com-

pleJas (4) . .

50-62 (1940). También KAsNER y DE CICCO, Pseudo-conformal geometry: Fum-
ctions of two. complex .variables, Bulletin of the Amencan Mathematlcal So-
clety, Vol. 48, phgs. 317-328 (1942). R '

K (3) Dx Cicco, The- pseudo-angle in space of. 2n dtmenswnes, Bulletin of

the American Mathematical Society, Vol. 51, phgs, 162 168. (1945)

(Y. En esta memoria, generalizamos al espacio de.2n. dlmensmnes, ciertos -

. teoremas .en el espacm cuatri-diniensional sobie funcmnes de dos vanables com-
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1. El pseudo-angulo enire cualquier sistema multi-isobermo
de hipersuperficies y cualquier sistema multi-isotermo’ de curvas
es una funcién multiarménica. Este puede. ser considerado como -
una exfensién de un teorema de Lie referente 'a sistemas isoler-
mos en el plano. )

2. Cualqu1er sistema mulu—lsotermo de lnpersuperﬁcms es
seccionado por una superficie conforme en un sistema isotermo de
curvas.

3. Si una superficie es seccionada por'cada sistema multi-
isotermo de hipersuperficies en un sistema isotermo, de curvaa.
entonces la superficie es.conforme.

4. Si un sistema dado de ! hipersuperficiestes seccionado
por. cada superficie conforme en un sistema isolermo de curvas,
‘entonces el sistema dado de o hipersuperficies es* multi-iso-
termo. - o ¢

2. -.-Coord’enadas,minimas.~Sean_ (By, T, .0 Tps Vio Yoo
.ty ¥n) = (24, ¥o) las coordenadas cartesianas de un espacio eu-
clidiano o complejo 2n-dimensional R,,. IHallaremos conveniente
introducir las coordenadas minimas (ul, Ugy ooy Ups Uy Vgy oo

v,) = (Uq, V), definidas por -

(1) A ua:xu+ Wa UV :w;"—ifym
paraﬁd: 1, .2; ..., n. La inversa ci.e esta qorres‘pond'encia es
1 T
(2) N (u F V), Fa=mr (Uy—Vy).
‘ 21

"Las relaciones siguientes son notadas entre las derivadas
parciales en coordenadas minimas y coordenadas carlesianas

0 1,0 0 0 1,.0 R B
3 2o B3 . U o
) du, 2 \o lc)ya) ov, 2 + l,()ya)

También es notado que

plejas q'ue'hemos ya considerado en la memoria, Bi-isothermal systems, Bu-
letin of the American Mathematical Society, Vol. 51, pigs. 169-174 (1045).
.Ver también KASNER, B@hamnonw functions, and certain gencralizations, Ame-
rican- Joumul of . M'lthemutlcs, Vol 58, pags. 377-390 (1936). .

)
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0 0,0 0 .0 B
o = ) @
Tg, o o Yo u Vg

Los operadores ¢/ du, son llamados las derivddas medias,
y los operadores 0/dv, son designados las . derivadas de fase.
Ellos son importantes en la teoria de las funciones poligenas (5).
En coordenadas minimas, el cuadrado del elemento lineal ds

es . . \
() C dst=3du, dv,
. . a=1

El angulo ¢ entre dos elementos curvos cualesquiera (du W,
dv, V) y (dug(®,dvy(®) en un punto somdn es

Z[du (1) dg(® 4 (2 dvg(v]
(6) cos § = 2=1

[(g‘du v (1)) (Zdu (2)dv (2)\]1’2

a=1 a==1

3.~ El grupo pseudo-conforme continuo infinito G. — Este
es dado en coordenadas minimas por

(7 Upg=Uy(uy,uy,...,1,), Vo=Vy(v4,0...,0,),

para a=1,2,...;n, donde los jacobianos [0U,/dug| y |0V ,/ovg|
son no nulos en una regién dada del espacio_2n-dimensional R,,.
Nuestro problema es iniciar el estudio de la geomeiria de este
grupo en detalle. .

En lo siguiente, omitiremos la cons1dera016n de los minimos
n-planos (n-flats) especiales u,=const. yv,=const. Nuestro
grupo, pseudo-confiorme puede ser definido como la parte di-
recfa del grupo mixto (mixed) total de transformaciones pun-
tuales de R,, que conservan estas 2coi n-planos (n-flats) mini-
mos especiales. o

(®) XKAsNmr, The second derivative of a polygenic function, Transactions
of the American Mathematical Society, Vol. 30, paigs. 803-818 (1928). KAsSNER
'y DE Cioco, The deriative circular congruence-representation of a polygenic
‘function, American Journal of Mathematies, Vol. 61, phgs. '995-1003 (1939).
"Ver también la memoria préxima a apavecer, The geometry of polygenic fum-
otions, Revista de la Universidad Nacional de Tueumin (1943).

\
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4. - Pseudo-dngulo de Kasner. —Una hipersuperficie S, ,
definida por la ecuacion F(uy,u,, ..., 0,5 vq,0s,...,0,)=0, ¥y
una curva C definida por las ecuaciones i, =uy(t),v,=v,(t) pa-
ra a=1, 2, ..., n, posee el invariante diferencial fundamental
de primer orden

1‘ ‘ Zlf;vadvq
' $— = log | —2=
(8) 57 108 i ,
Eli'uddua
a=

respecto al grupo pseudo-!conforme continuo infinito G. Este
representa el angulo efectivo 9 entre.la curva dada C y la
curva de interseccién C’ entre la hipersuperficie S,, , y la super-
ficie conforme tnica determinada por la curva C.

Este pseudo-angulo sirve para caracterizar el grupo pseudo-
conforme continuo infinito G dentro del grupo de las transfor-
maciones puntualés en el espacio euclidiano 2n-dimensional R,
En coordenadas cartesianas este pseudo-ingulo es

_ 3(F,,dag+F,, dy,)
9 . $ =arctang a:_l
’ Z(andyu F da:a)

a=1

donde la ecuacién de la hipersuperficie (2n—1)-dimensional

Son—1 €8 F(@1, @g, .. s B3 Y15 ¥es- - 5 ¥,) =0, y las ecuaciones pa-
ramétricas de la curva C son z,=,(1), y,=y(t), para a=1, 2,
o I

4. - Sistemas multi-isotermos de o201 curvas. — Un siste-

ma de ooff*~1 curvas es multi-isotermo si es equivalente pseudo-
conformemente a un haz de o271 rectas paralelas en R,,.-Por
medio de (7), es visto que cualquier sistema multi-isotermo de

w21 curvas puede estar dado por un sistema de (2n—1) ecua-
ciones de la forma

(10) AY(izl, Uy, . .., U,) = const. Hy(v1, Vg, .« . ., V) = comst.
v(uy, Ugy e . ., Up) + (g, Vg, . . .;v,) = const.,
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donde y=1, 2, ..., n—1, y los.dos jacobianos |d\y/ du,| y
|Opy/0v,| son cada uno de caraeteristica (rank) (n—1). Por lo
tanto, sigue que cualquier sistema tal de o?»~1 curvas puede ser
definido por un sistema de (2n—1) ecuaciones diferenciales!or-
dinarjas de la forma

du, o du,, o du,
Ay(ug,u,, ..., u,) C o Ag(ug,ug, .. uy) An(uy, ug, ..., 0y),
(11) dvy =...= dvq I
B, (vy, 09y . .., 0) B, (vy,vg, . .., 0) B, (vy, v, - - - v,)
dv, ‘ = du

5(vy, Vg, -« - V) Bo(vy, 05+ -1, V) V(U Uy - -, Uy) Ag(By, Us, - - 1y Uy)

Reciprocamente -las w2~1 curvas integrales de cualquier
sistema de ecuaciones diferenciales reducibles a la forma (11) es
un sistema mulli-isotermo, -

Puesto que cualqu1er superficie conforme pmede ser defi-
nida por ecuaciones de la forma fy(uy, u,, ..., u,) =0, gy(vy, vy,
.. 0,)=0, para y=1, 2, ..., n—1, donde los dos jacobianos-
|0fy/0uy| y |0gy/dvy| son de .caracteristica (n—1), sigue por
(10). que cualquier sistema multi-isotermo de ©?2r~1 curvas con-

‘siste de o0 2n-2 familias de ol curvas, cada famlha yacente so-
bre una superflcw conforme.
- 11. - Sistemas 'maulti-isotermos de o1 hipersuperficies. —
‘ Cualquier sistema de oo! hipersuperficies, €l cual es equivalente
pseudo-conformemente a un haz paralelo-de o hiperplanos de
(2n—1) dimensiones es dicho ser multi-isotermo. La ecuacion

- (12) f(ug,ug, .. u,) + g(vg, v, . .., v,) =const.,

define un sistema multi-isotermo de oo hipersuperficies. En esta
forma, la constante es dicha ser un pardmetro mulli-isotermo.
El primer miembro de la ecuacién anterior representa una fun-
cién multiarménica la cual puede ser définida como la parte
real (o imaginaria) de una funcién analitica simple de n.varia-
bles complejas.
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Reciprocamente, sea F(uy,u,,...,u,, v;,vs,...,0,) =const.,
que representa un sistema multi-isotermo de oo! hipersuperficies.
Debe existir una funcién ¢(F) la cual es funcién multlarmomca
de (1, v,). Por lo tanto las n? fracciones

Rta 'IJB

13
(18) ﬂLaI’ v

que representan (n?—1) ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales de segundo orden, deben representar la misma cantidad

A(uy, Uy, .., u,; V3,0, ..., 0,), para todos los valores de o,B=

1, 2, 3, ..., n. También esta funcién simple A debe ser una
funcién de F solamente. Por lo tanto A satisface las (2n—1)
adicionales ecuaciones diferenciales en derivadas parcidles de ter-
cer orden

A“l u ‘ A
(14) b =:A": vl-:_..:A”_n. ]
. Rtl Fu:" F’Ul 'ln'”n =

Teorema 1. — Las condiciones necesarias 'y suficientes para
que F(uy,u,,...,u,; vy,0,,...,9,) =const. defina un sistema

‘multi-isotermo de hipersuperficies es que F wverifique -el sistema.

de (n2+2n—2) ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
de tercer orden, dddo por (13) y (14).

Sustituyendo (11) y (12) en la “férmula (8) que define el
pseudo-dngulo 9, obtenemos el resultado siguiente.

Teorema 2. - El pseudo-dngulo enire cualquier sistema multi-
isolermo de o1 hipersuperficies y cualquier sistema multi-iso-
termo de o201 curvas es una funcién maultiarmdnica de (uy, v,);
esto es, & es de la forma $=h(uy,u,,..., n)—l—/c(vl, Vgy o v oy Up).

-En la parte siguiente, darémos ciertos teoremas los cuales
pueden ser considerados como extensiones de ciertos teoremas de
Kasner que caracterizan funciones multiarménicas.

7. - Sistemas multi-isotermos de o1 hipersuperficiés y super-
ficies conformes. — Una superficie’ conforme S, induce (n—1)
correspondencias conformes entre el conjunto elegido de n- pla-
nos -coordenados cuyas coordenadas cartesianas son (%, ¥,)
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para =1, 2, ..., n. Asi, cualquier S, tal puede ser definido
por las (2n—2) ecuaciones uy=uy(u,), vy=vy(vy), donde y=2,
8, ..., n. Por las correspondencias conformes inducidas, es
visto que un sistema isotermo en el plano coordenado (z,,y;) co-
rresponde a un sistema isotermo en el plano (zy, yy), para Y=
2, 8, ..., n; y a un sistema isotermo sopre.la superficie con-
forme Sg.

Teorema 3. - Cualquier sistema multi-isotermo. de ol hi-
persuperficies de R,, es seccionado por una superficié confor-
me en un sistema- isotermo.

Este resultado es obtenido sustituyendo en la ecuacién (12),
que define un sistema multi-isotermo .de hipersuperficies, las
ecuaciones de una superficie conforme. '

Teorema 4.-Si una superficie es seccionada por cada sis-

tema multi-isotermo de o1 hipersuperficies en un sistema iso-
termo de curvas, entonces la superficie es una superficie con-
forme.
i Gualquier ‘superficie S, puede ser dada por las ecuaciones
uy=uy(uy,vy), Vy=uy(u,,v;), para y=2, 8, ..., n. Sustituyen-
do ésta en la ecuacién (12) que define cualquier sistema multi-
isotermo, el sistema resultante de ool curvas debe ser isolermo.
Por lo tanto

C)IJY

W 2 w v
15 & ! Lﬁ(fT +970ul)
(16) duy Ovy °8. n

g += (g”‘ron + fu—,ouY)

\ T=2

=0. -

La anterior debe ser una identidad para todos los valores
de las derivadas parciales de f y g.

La ecuacién precedente contiene derivadas parciales de ter-
cer orden en f y g. Poniendo iguales a cero los coeficientes de
funway Y Gunwvy, enconiramos que Ouy/dv; =0y Ovy/du, =0.
Esto prueba que la superficie 'S, es conforme. De este modo
el Teorema 4 estd completamente demostrado.

Teorema 5.-Si un sistema dado de oot lupersuperfwzes es
seccionado por cada superficie conforme en una familia iso-
terma de curvas, entonces el sistema dé o1 hipersuperficies es
malti-isotermo.
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Sea F(uy,uy,...,u,; v4,0y...,v,)=const. el sistema dado
de oot hipersuperficies. Sustituyendo en él las ecuaciones de cual-
. quier superficie conforme uy=uy(u,), vy=uvy(v,), donde y=2,
8, ..., n, la familia resultante debe ser isoterma. De 'este modo
tenemos

n ' qu
" v 1’,,,+ o .
log =0.

: 4 ()ul ()Ul Fvl—f‘EPvijY

La anterior es una ecuacién diferencial de segundo orden
en las derivadas totales de uy=uy(u;), vy= vy(v;), debiendo ser
idénticamente cero. Poniendo iguales a cero los coeflclenbes
de d?uy/du?; y d?vy/dv?,, hallamos

0 Cl\ll*f
F. =0,
o Foa/ (P, + 2P ) | =0

an) 9 d
~ S|Pl 27, 50 [ =0

duy =2

Estas identidades dan las (n2 1) ecuaciones (13).
Sustituyendo las ecuaciones (13) en la condicién (16) te-
nemos

(18) o(l)zl [F.vl—}-ZFvYZvY]/\ J 2 [ru, +2rmd_]A

(=2 Uy vy 1=2 Uy

Poniendo iguales a cero los varios coeficientes de duy/du, y
dvy/dv; en la ecuacién anterior, obtenemos las condiciones (14).

Asi la hipélesis del Teorema 5 nos ha conducido a las con-
diciones (13) y (14) para un sistema multi-isotermo de ool
hipersuperficies. Esto completa nuestra demostracién: del Teo-
rema b.
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