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SuMMARY. — The well-known transformation properties of energy, mo-
mentum, frequency and wave vector of particles and electromagnetic radiation
can be systematically derived from the transformation properties of the energy-
momentum veetor entering the relation
D — p* = m*c.

\

While real values of m correspond to material particles and photons (m=0)
in vacuum, imaginary values of m correspond to photons in a continously distri-
buted medium of refracting index a. The particle pieture of radiation cean - be
maintained even in a .material medium and remains compatible with energy
and momentum e\plessmns resulting from Maxwell’s theory. Applied to the
Cherenkov effect (R. T. Cox) the particle picture permits to account for the
recoil of Cherenkov’s electrons. The quantised expressions for emergy and mo-
mentum of a photon in a material medium refer, however, not to total energy
and momentum of the system,; Lut rather to free emergy (aud momentum) in
the sense of thermodynamies.

Introduccién. — El _descubrimiento del  efecto de Cherenlcov
motiv6 un estudio mdés profundo de' los fenémenos electromagné-

‘ticos en” medios materiales. Recién, R. T. Cox (2) mosird que

el concepto de fotén' se presta para ser empleado con éxito, in-
cluso el caso del mencionado efecto. Por otra parte, J. Wiir-
schmidt (1) acaba de estudiar en un interesante articulo, las for-
mulas del efecto Doppler, de la aberracién de la luz y de la
presién luminosa, desde el punto de vista de la imagen de los
fotones.

El propésito del presente trabajo es vincular las férmulas
obtenidas, con las correspondientes del campo electromagnético
y las de las particulas materiales estudiando en detalle el signi-
ficado fisico de las magnitudes introducidas.

§ 1. Defmwzones generales. — Sabemos por el dualismo on-
dulatorio corpuscular que a una particula material de masa m,
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que se mueve con velocidad constante v, debemos asignarle una
onda que se propaga en la direccién de movimiento y cuyas ca-

* racteristicas fisicas son las siguientes:

-

>
: , , 5 - .
. (por la.;tca.orla de la wo_me? p= my_ op=2
Relatividad) V1—pe Y1—p2 ¢

. —
donde W es la energia de la particula y p es el impulso. Por el

concepto dualista tenemos:

(por la teoria . > _hv 7
endulatoria) o o P=Ted

siendo v la frecuencia de la onda asociada, j el vector unitario de
direccién y V la velocidad de fase.

Una onda plana monocromética se expresa por la ecuacién
51gu1ente

4

T >
g E= Dei(’cacl—kr) ' -

—_
donde E, es un vector constante que mide la amplitud

de la onda. El frente de onda estd determinado por el exponente,
-

en el cual ky, & constituye el cuadrivector de onda. Por el dua-

lismo. ondulatorio-corpuscular definimos las siguientes magnitu-
des:

h
poz_ko

(I) cuadrivector feq cuadrivector de energia 2m
de onda 7 impulso de una particula |»  p -
¢ p= 2—’17

T

Observamos que las magnitudes kj, Ic estan relacionadas con
h

las magmludes Po. P por. medio de la constante o de modo que
T

toda relacién establecida entre las primeras nos. determina la re-
lacién entre las dltimas. De las magnitudes definidas en (I) po-
demos escribir:
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=P V_k -

r
c po ¢ k’

luego, de estas dos expresiones, oblenemos inmediatamente:
(A) : V.v=c

Por las relaciones generales que existen entre las cantidades
dadas por la teoria corpuscular (I) podemos escribir:

(1) - p? —p?=m2c?, .

esta ecuacién determina la masa m que es invariante respecto .a
una transformacion de Lorentz.

De la'ecuacién (1) podemos considerar dos casos:

a) Particulas de masa m>0.-Este caso corresponde a par-
ticulas como ser electrones, protones, etc. Sabemos que la veloci-
dad de fase V es mayor que la velocidad de la luz
y que la velocidad de grupo v es menor. Si se considera el mo-
vimiento de electrones, las ondas electronicas asociadas tienen ve-
locidad de fase V>c. Para el caso de electrones en reposo co-
rresponde V=oo.

b) Particulas de masa m=0. - Este caso corresponde a «fo-
tones». La velocidad' de propagacién de fotones en el vacio es
y por lo-tanto la velocidad de fase serd ¥V =c. Hacemos notar
que en este caso las ondas asociadas son las ondas electromagnc—
ticas en el vacio.

Los casos a) y b) han sido estudiados en detalle y constitu-
yen aplicaciones particulares ‘de la ecuacién general |(1). De esta
misma ecuacién deduciremos otro caso, que es el que nos inte-
resa, correspondiente a fotones en un medio material, en la apro-
ximacién para la- cual el medio puede ser esquematizado por un
continuo y caracterizado por un indice de refracciéon n>1.

§ 2. Fotones en un medio material de -indice de refraccidn
n. Angulo de aberracion. Efecto Doppler. — Consideremos nue-
vamente la ecuacién general (1). Por medio del cuadrivector
ko, k delinimos el indice de refraccién .n en un medio material
en reposo, por la siguiente relacion: )

4
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n=—

O sea que )
n2k02—k2=0

luego

.(1 a)  kZ—k2= (1 __nz) Feo?3, po? —pi= (1'_ nz) Po®

pero por ser (1—n?) una magnitud negativa, podemos escri-
bir la relaci6n antérior como sigue: .

kg — 2= — x2, (¥).

2nme

siendo — %2 = ( ) . La ecuacién (1) es invariante, y se cum-

ple en este caso para la masa imaginaria m=i. p. Observamos,
pues, que a fotones en un medio material de indice n>1, debe-
mos asignarle una masa imaginaria. De este modo tenemos los
casos posibles comprendidos en la ecuacién (1) y.los agrupamos
de la manera siguiente: :

0 : 0 po—__:pl m=0
g2 — k2= %2 pp?—pi= m2c:  py>p m>0

—x2 —p2.c?  po<p m=i.pm

Los dos primeros casos corresponden a los mencionados en
el § 1. El dltimo corresponde al encabezamiento de este para-
grafo. - '

Hemos dicho que a una particula de energia W .debemos

asignarle una onda asociada de frecuencia v. La velocidad de la

. 4 Ly, :
luz en el medio material es —, luego, por la ecuacién (A) de-
n .

bemos asignarle a la particula asociada al fotén la velocidad

(*) Esta invariante es equivalente a la Gltima relacién del trabajo citado
del Dr. Wiirschmidt (esta revista, p. 68) y aclara su significado fisico.
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v= %, siendo V=7cl—; la energia y el impulso del fotén serén:
> he >
W=h.v, p:—l;/lt:n 1; =n. po(**)
> hwv

siendo py=——. Si consideramos un medio material . no-disper-
¢

sivo, la velocidad -de grupo serd V<ec.

Observamos, entonces, que un folén al pasar del vacio al
medio material de-indice n varia su impulso de p, a n. pg.

Pasaremos, ahora, a considerar expresiones que nos ‘daran
el 4ngulo de aberracién y el efecto Doppler. Para ello conside-
remos dos sistemas de referencia, S y §’. Sea el primero fijo
al medio material y el segundo se mueve respecto al primero con
una velocidad constante u, de, modo tal, que los ejes z—2’ per-
“manecen superpuestos y los otros dos paralelos entre si. Un. ob-
servador de S’ observard un angulo 'de aberracién y, ademds, un
efecto Doppler. Llamaremos V', v/, 9, ¢’ lis magnitudes - defi-
nidas ¢n el sistema S’ y cuyo significado es el siguiente:

X :
2y Vi=c¢ fl_o velocidad de fase.de la onda
c - .
) ’ ] ’ . .
(3) v'=¢ —B, =c l—c~ velocidad de la particula
Po ‘o : ’
(4) -cos¥’ -——;—, = % dngulo de aberracion,
. ‘. ' v .

(**) Segin esta relaci6n 1esulta. siempre, aunque. pequeiio sea el valor de V,
Ja expmsnén de MAXWELL, - R
P =2D (D = densidad de emergia) -~
para la presién P de luz reflejada perpendicularmente por un espejo perfecto

- al reposo on_el medio, de acuerdo con la electrodinfimica, Bfectivamente, inclu-
so en ol caso V/c << 1, los cmpuscu]os asocindos obedecen férmulas relativistas,

.;lch - .i|L—';'
yi-z’ T U/6=.C/V>, L
1—F :

Do=
2 . L L
cualquiera sea el valor de V. El Dr. Wiirsehmidt, 1.e. pag. 64 férmula (1,8),
llega formalmenté a una relacién distinta, la de NEwrON, porque define, en

este: easo paltlculm, otra densidad de energia, consldemndo la ene1gi-1. em€t1-
ca p°/2m para particulas de masa recal m.

3

'
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ky / A . .
(5) ‘tgo'=-% = &7 dngulo de direccién de movimiento.
La transformacién de Lorentz para el cuadrivector de ener-

gia-impulso nos da:

, ,_ P—B = —B
C Pe=pss py=py, P/= Pz —FPo Pz

Vizpz® V1

\ Reemplazando en la férmula (2) los valores anteriores ob-
tenidos de la transformacién de Lorentz, encontramos después
de algunas s1mp11f10a01ones el siguiente resultado: ‘

—nB cos &

]/112(1 32 sen? 9) Zn[i cds 942

©® V=

. Por las formulas (4)y (5) tenemos:

(7 . COba, n cos 9B Q' =0..

l/n2(1 B2 sen? 9)-—2nB cbs 9—]—[32 .

Para el efecto Doppler' ‘obtenemos inmedia‘tamente: : : I

1

1—n|3 cos S

(8) o . -V’:‘
‘ | Vl —p2 -
- El.impulso p’ es: -
P
. - ‘ ﬂ }
Teniendo presenle que pc_] / n/_n_) _ (h_u), ol valor do-
c

po determinado anteriormente, obtenemos

Las - férmulas (6)~(9) presentan partmular interés para
1—nBcos®=0 ~

A (9) = ]/112(1—132 sen2 3)—211[3 cos 3—]—[32 o ""
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(6) V'=0

o, 11/1—p2

(7) cos & _E‘/iﬂ—l
@ v=o

(9) . p'=p/n2—1.

Concluimes que en S’ la onda electromagnética tiene una ve-
locidad nula, a pesar que el observador se desplaza con respecto
al sistema S en una direccién que forma un 4ngulo 9 con la
- normal de la onda. Ademds, en el sistema S’ se anula la fre-
cuencia v’ y, en consecuencia, la energia h.v'. No se anula, sin
-embargo, el impulso p’. El cono,

cos U= L.
. A . nf3

sobre el cual se anula la velocidad V’, determina la direccién de
la radiacion de Cherenkov emitida por un electrén en reposo en-
este sistema, como se verd, més en detalle, en el parigrafo 4.
, Las foérmulas (6), (7) y (8) corresponden a las férmulas
{2,2) y (2,5)- dadas por el Prof. J. Wiirschmidt, 1. c. pag. 55.

- § 8. Cdlculo de la densidad. de energia e impulso de la ra-

diacién. —Un campo electromagnético caracterizado por las in-
> > :

tensidades E, H, por'la densidad de carga p y por la densidad

-5
de corriente i, estd completamente determinado por las ecua-
ciones de Mazwell-Loréntz en un sistema S(z,y,z) respecto
al cual el medio estd en reposo:

S
> 1 0D_4n

(10) rOt[I-—-'—; —(ﬁ— c i
> 197 .
' 10
E4+— —=
(11)  rotE+ ol 0

: ->
(12) divB=0 -

L
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->
(13) div D =4np
) > >
(14) ’ + B =pH
> -
> >
(16) i=pv.

> -
. Multiplicando escalarmente (10) por E y (11) por H y
simplificando tenemos:

— - > > -> >
(17) Zi—([{ 2§—|—E @)-{—dw%—[ﬂ,l‘i]-l—p.v.E:O:

El primer sumando de la ecuacién (17) ,representf; el cam-

bio de la energia electromagnética. Si consideramos variaciones
-> >

de B y D infinitesimales, podemos escribir el incremento de la
energia electromagnética por unidad de volumen:

1. > > > >
+ (H.dB+E.dD),

o, en forma integral:

B
1!
(18) o H dB + f E. dD
0
Por las relaciones (14), (15) tenemos:
2 1 > > > >
(19) jdr fH dH+—fE aE ) =g [(E.D+H B

T

Determinaremos, ahora, en forma breve, el impulso electro-
magnético. La fuerza que actia sobre todas las cargas contenidas
en el volumen t se expresa por la ecuacion de Lorentz:

(20) _fp(E—{— [s, B]) d-.



—134—

Reemplazando los valores de p y —% dados por (13) y (10)

se obtiene

- - - D ->
‘—:ll—f{ﬂ div D +[rot ,B] l[%; BJ!d

de las ecuaciones (11) —(12) tenemos:
> > T -> )
f{[l div B+ [rot B, D]+ 10 [%—B;,D”dr,

y sumando estas dos tltimas ecuaciones::

5> > ->

21) dnF— f {E .divD +[rot B, D]+ [rot E, D]

9

1
¢ Ot

[5,13]} .

La integral sobre los términos que contienen derivadas espa-

-—
ciales corresponde a las tensiones de Mazwell, f divT .dz, y se

—> ->
anula en e] caso de un sistema finito. El valor de—— f B)dx

T
se interpreta como.impulso electromagnético contenido en el vo-
lumen t. La densidad de impulso serd entonces

1->->

(22) | g=7_[D.B]

Demostraremos, ahora, la equivalencia entre la imagen ‘cor-
puscular adoptada y la imagen ondulatoria clésica. Consideremos
la propagacién de una onda electromagnética plana- que forma
con el eje zun 4ngulo 9. Admitamos que el dieléctrico en el
cual se propaga la perturbacién electromagnética es homogéneo
Y que no contiene cargas libres. En estas condiciones, se obliene
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de las ecuaciones (10) — (15) con un vector A convenientemente
introducido:’ ‘ Sy

> E_ > >
E=7 D=1
(11) .o
Ed "A ‘ > >
B SR R S 2

-> .
donde j es el versor de direccién. Si,-en particular, el plano de
, polarizacion de la onda es (z —z), se tiene:
\

je=sen ¥ jy=0 j.=cos ¥

) .
' A=A .cos% A,=0 A,=—A.sen?d
siendo A2=¢(E2+E2+E2)=p(H2+H2+Hz2). .
Las ecuaciones (II) se refieren al sistema S, fijo en el me-
dio material. Para el sistema S’ que se mueve respecto a S con

. velocidad constante u, los vectores eléctrico y magnético se trans-
forman segtn:-

E’,c fond &.—iBl DI,’D — D'E—BIIIY

T Y12 ' yi—pe2

 — BtBBs , _ D/HBH,
Ey=—"r o it

F1-p2 yi—p

E,z — Ez D,z — Dz
() -

BI.’B frned M }:I’:z; — [Im+BDy

yi—pe . Y1—p2
B’{, pownd BV_—& I{/v . HV_BD'I)

y1i—p2 T 1—pe
B,=BR, H,=H,.
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| Reemplazando en (IV) las respéctivas componentes dadas
por las relaciones (II)—(III), obtenemos las componentes de
la densidad de impulso electromagnético transformada

4 . ’ 74 A2
92= [D:B]m—m(n—ﬁqosﬁ).sen&

1 [D,, BI]Y———‘ 0

9’124_7“;
> >

1 A2
fy—=— ’ B' =
gZ 471:0[D’ ]z

4men(1—B2) (n—PBcos?d). (n.cos$—B)

B
' Az(l—; cos %)
g =

Vn2 (1 —pB2sen?d) — 2
4nc(1—p2) /n (1 —B?sen 9? 2nB cos ¥ + B
y para la densidad de energia:

’

w :W (1 —nBcos®) (n— B cos 9)

Si consideramos un volumen t de radiacién y observando
que: :

= T, _Vl_B?
1—£

3
L S.
” Co8

obtenemos para el impulso y la energia:

G=|gdv= ﬁ Vn2(1—[32 sen?¥)—2nBcos9+P2 G R

n . /12 T n Y1—p2

w ::fw' Sdt = W___—l—nB cos &
- y1—p2

con

R= Vnz( 1—B2 sen? &)—2nf cos 9-B2
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y mediante las ecuaciones (II)—(III):

, n.A%.z

G:—4nc
A2.1:.

W= e

Calculando las mismas magnitudes por medio de la imagen
corpuscular, adoptada anteriormente, tenemos para el sistema S':

(segin (9)) '
p Vn2(1—[32 sen? 9)—2nB cos 9-4-2 E R
n

ot

El Ji—pe

1—p2
(segén (8)) c —h 1—nﬁ/cos€} Wl—nBcos&
segun . =AYV = _—
¢ Po Vip Vip
y para el sistema S:
hv
p:n?:G
c.pp=h.v= w.

Comparando, entonces, los resultados obtenidos parh el 1m-
pulso eleciromagnético y la energia por medio de la imagen
ondulatoria clésica y la corpuscular, observamos que existe iden-
tidad entre G’ con p’, y entre W’ con ¢. p’,. Esto nos demuestra
la compatibilidad entre las dos imagenes adoptadas. -

§-4. Cdlculo del retroceso del electrén (2). — Admitiendo que
que el electrén (bajo ciertas condiciones) emite espontineamente
un fotén, podemos calcular el retroceso que sufre a causa de la
emisién, partiendo de las ecuaciones de conservaciéon de energia
y de impulso del electrén y del fotén. En el sistema de refie-
rencia &', en el cual el elecirén est4 inicialmente en reposo, la
conservaci6n de energia e 1mpu1so se expresa resp(,ctwamente'

\

por las.ecuaciones ;

’
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m.c=Py+pls
- P12 :prg
mc?
donde cPy = e y ¢py’ = hv' representan respectivamente la

energia del electrén y del fotdn, después de la emision, en el sis-
tema §’. P’ y p’ representan los impulsos después de la emision.
Se observa inmediatamente que las dos ecuaciones no pueden te-
ner solucién si no podemos atribuir un valor negativo a p’y. Tal
signo de la energia puede ocurrir solamente en un medio mate-
rial en las condiciones determinadas por la relacién (8).

i Tomando el cuadrado de la primera ecuacién y restando
la segunda obtenemos ficilmente

m2e2—2.m.c.py +py?—p2=Py2—P2=m?c?
-y dado que segin (1a),
P'o* —p?=(1—n?).pe

(cpo—=-energia del fot6n en el sistema de reposo S del medio),
concluimos )

(1—n?).p2=2.m.c. py.
Recordando que, segin (8),

, __ l—nBcos?¥
Po—PoW

obtenemos la férmula de Coz para el efecto de Cherenkov:

1 1y Poy1—p2
csd=——+ (n——). —/—F— .
:gn[ﬂ ( n) 2m.B.c :
La emisién espontinea del fotén se efectia, pues, en una .
direcci6n muy préxima a la del cono de Cherenkov. El segundo
término, que representa la correccion de Cox, debido al retroceso
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del electrén, es précticamente despreciable frente al primero,

‘puesto que po/m.c=hv/me? <<1 para fotones de luz visible.

§ 5. Algunas observaciones sobre la energLa —La interpre-
tac1on de las expresiones : '

1 > > > >
(23) o | (E.D+H.B).dv
24 L (1D, Bd
(24) 2o | [D-B]

~

como energia e impulso.del sistema, se justifica por las relacio-
-nes (17)'y (21), segln las cuales la derivada de las cantidades
mencionadas equivalen a la potencia y a la fuerza eJerCLdas por
el sistema. Como observé R. Becker (%), no s univoca si no
f1]amos simultineamente las caracteristicas termodinamicas del
. medio material. Becker muestra, en el caso festringido de la elec-
tro y magnetostatica, que las relaciones (17) y (21) pueden ser .
aplicadas univocamente s6lo a procesos isotérmicos, es decir, que
la expresién (23) representa la energia libre del sistema,

(E.D+H.B).dv=U—TS=F

(U =-energia interna, T=temperatura absoluta, S=entropia).

Los procesos que hemos discutido més arriba, permiten afia-
dir que un folén que entra en un medio material, cambia en
general su energia y su impulso (*) e intercambia, pues, energia
¢ impulso con el medio. Luego las expresiones (23) y (24) no
representan la energia y el impulso tolal del sistema y tienen,
maés bien, que ser interpretadas como generalizaciones relativistas
de la energia libre.

Notamos, en particular, que el tensor de energia e impulso
"«libre» deja de ser simétrico y que el flujo de energia libre no
es igual al «impulso libre».

'

(*) En el caso particular de un medio material en reposo, la energia y la
frecuencia del fotén no sufren cambio, sin embargo el impulso aumenta en
un faetor nm.
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-
. ' . . hv
Concluimos, entonces, que la energia hv y el impulso n.—

que tenemos que atribuir a un fotén en un medio material, no
representan Ja energia y el impulso total, sino energia e 1mpulso
«libre» del sistema. Este resultado aclara el hecho, a primera
vista sorprendente, que tenemos que atribuir, en ciertos casos, a
un campo electromagnético en un medio material valores negati-

vos de la energia (libre). ‘

CONCLUSIONES

1.-El movimiento de una particula material, de un fot6n
enel vacio y de un fotén en un medio material, pueden ser con-~
siderados desde un punto de vista uniforme, correspondienda
respectivamente a una masa positiva, cero e imaginaria.

2.-Las férmulas de transformacién de Lorentz aplicadas a
los cuadrivectores de onda y de energia-impulso, nos conduocen in-
mediatamente a las férmulas del efecto Doppler, de la aberra-
ci6n y del impulso de la radiacién.” Estas formulas han sido,
obtenidas recientemente por el Prof. J. Wiirschmidt.

8.~ Aplicados a ondas emitidas por una carga en movimiento
rapido u>V, los fotones definidos anteriormente permiten dar
una interpretacién corpuscular del efecto de Cherenkov y tener
en cuenta, ademads, el retroceso del electrén emisor (Cox).

4.-Las cantidades de energia e impulso atribuidas a los fo-
tones en un medio material, se refieren a la energia e impulso
«libre» y no a la energia e impulso total.
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