
" ' 

:~. ,.-

\ 

MOVIMIENTO DE FOTONES EN UN MEDIO 
MATERIAL 
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Instituto de Física; Universidad Nacional de Tucumán 

S,UMMAJ.l.Y; - The well-known trunsformation properties of energy, mo­
mentum, frequency and wave vector of particles and electromagnetic rudiation 
can be systematically derived from the trunsformation properties of the energy­
momentum vector entering the relation 

Po' - p' = 1n'0". 

While real values of m correspond to material particles and photons ('/11=0) 
in vacuum, imaginary vulues of 111 correspond to photons in a continously distri­
butod medium of refructing index n. The particle picture of radiation can' bo 
maintained oven in a material mcdium und remains compatible with energy 
and momentum expressions resulting from Maxwell's theory. Applied, to the' 
Cheronkov effect (n.. T.' Cox) tllc partiele picture permits to account for the 
rocoil of Cherenkov's electrons. TIte quuntised expressions for energy and mo­
mentum of a photon in a ~aterial medium refer,-howevei, not to total energy 
and momentum of tlle systelll, but rutller to [¡'ee energy (aud mOlllentum) in 
the sense of ther'lllodynamies. 

Introducción. '- El descubrimiento, del' efecto 'de Chel'enlwv 
"-

motivó ~n 'estudio más profundo de' los fenómenos electroma,gné- ' 
'ticos 'en medios materiales. Recién, R.' T. Cox (2) mostró que 
el concepto de fotón' se presta para ser empleado con éxito, in­
cluso el caso del mencionado efecto. Por' otra parte, J. WÜ1"­

schmidt (1) acaba de estudiar en un interesante artículo, las fór­
mulas del efecto Dopplel', de la aberración de la luz y de la 
presión luminosa, desde el punto de vista de la imagen de los 
fotones. 

El propósito del presente trabajo es vincular las fórmulas 
obtenidas, con las correspondientes del campo el,ectromagnético 
y las de las partículas materiales estudiando en detalle el' signi­
ficado físico de las magnitudes introducidas. 

§ 1.' I?efiniciones genel'ale~. - Sabemos por el dualismo on­
dulatorio corpuscular que a una partícula material de masa m,. 
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que se mueve con veloyidad constante. v, debemos as~gnarle .una 
~)llda que se ,propaga en la dirección de movimiento y cuyas ca­
racterísticas físicas son las siguientes: 

(por la teoría de la 
R,elatividad) W 

I lnc2 

"""* donde W es la energía de la partícula y p es 'el impulso. Por el 
'concepto . dualista tenemos: 

(por la teoría 
ondulatoria) 

W=h.v, 
-r h.v-+: 
P=V,] 

-r 
siendo v la frecuencia de la onda asociada, j el vector unitario de 
dir,ección y V la velocidad de fase. 

Una onda plana monooromática se expresa por la ecuación 
siguiente: 

" , 

"""* 

-r -r -r-r 
E = Ef) ei(kool-lcr) 

donde Eo es un vector constante que mide la amplitud 
de la onda. El frente de onda está determinado por el exponente,. 

-+ , 

en el cual Ji:o, Ji: constituye el cuadrivector de onda. Por el dua-
lismo. ondulatorio-corpuscular definimos las siguientes magnitu­
des: 

{I) cuadrivector 
de onda { 

~o 
lí: 

cuadriv,ector de ,energía 
impulso de una partícula 

-r 

h 
P =-Ji:o o 2n 

~ h-+ 
P= -Ji: 

2n 

Observamos que las magnitudes Ji:o, k e1;itán relacionadas con 
, -+ . . h 

las magnitudes Po, P por meClio de la constante -- -, de modo que 
2n 

toda relación establecida entre las primeras nos determina la re­
lación 'entre las últimas. De las magnitudes definidas' en (1) po­
.a'emos escribir: 

.,.," 

i :.; 

, . ~. 
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~=L !.=ko• 
c Po" e k' 

lüego, de estas dos expresiones, obtenemos inmediatamente: 

(A) 

Por las relaciones generales que lexisten entre las cantidades 
dadas por la teoría corpuscular (1) podemos escribir: 

(1) 

esta ecuación determina la masa m que es invariante respecto .a 
una transformación de Lorentz. 

De la'. ecuación (1) podemos considerar dos casos: 
a) Partículas de masa m> O. - Este caso corresponde a par­

tículas como ser dectrones, protones, etc. Sabemos que la veloci­
dad de fase V es mayor que la velocidad de la lui 
y que la velocidad de grupo v es menor. Si se considera el mo­
vimiento de electrones, las ondas electrónicas asociadas tienen ve­
locidad de fase V> c. Para el caso de ele,ctrones en reposo co:-
rresponde V = 00 • ' • . • 

b) Partículas de masa m = O. - Este caso corres.ponde a do­
tones». La velocidad' de propagación de fotones en el vacío esc 
y por lo -tanto la velocidad de fase será V = c. Hacemos notar 
que en este caso las o¡1das asociadas son las ondas electromagné-
ticasen el' vaCÍo. . 

Los casos a) y b) "han sido es Ludiados en detalle y constitu­
yen aplicaciones particulares 'de la ecuación general -(1). De esta 
misma 'ecuación deduciremos otro caso, que es el que nos inte­
resa, correspondiente a fotones en un medio material, en la apro­
ximación para la cuf,l1 d medio puede ser esquematizado por un 
continuo y caracterizado' por un Índice de refracción n> 1. . 

§ 2. Fotones en un medio material de ·índice de refracción 
n. Angulo de aberración. Efec~o Doppler. - Consideremos nue­
vaménte la ecuación general (1). Por' medio del cuadrivector 
ko, le definimos el Índice de refracción n en un medio material 
en reposo, por la siguiente relación: 
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le 
n=-, 

lco 

o sea que . 

luego 

(1 a) 

pero por ser (1- n2) una magnitud negativa, podemos escri­
bir la relación anterior como sigue: , 

(
21tmC) 2 

,siendo - x.2 = '-h- .. La ~cuación (1) es invariante, y se :cum-

ple en. este caso para la masa imaginaria m = i . f1. Obs1ervamos, 
pues, que a fotones en un medio material de índice n> 1, de~e­
mos asignarle una masa imaginaria. De este modo tenemos los 
casos posibles comprendidos en la ecuación (1) y, los agrupamos 
de la manera sigúiente: . --, '. 

Po=P m=ü 

Po>P m>ü 

Po < P 1lI- = l . f1. 

Los dos primeros casos corresponden a los mencionados en . 
el § 1. El último corresponde al encabezamiento, de este pará­
grafo. 

Hemos dicho que a una partícula de energía W.· debemos 
asignade una onda asociada d~ frecuencia v. La velocidad de la 

luz ,en el medio material es ~: luego, por la ecuación (A) de-
"n . 

" bemos asignarle a la partícula asociada al fotón la velocidad 

(*) Esta invariante es equivalente a la última . relaci6n del trabajo citado 
del Dr. Würschmidt (esta revista, p. 68) Y aclara su significado fisico., 
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0 2 e 
v = J¡, siendo V = -; la energía' y el impulso del fotón ,seráu: 

r 11 

W=h.y, 
-+ 'hY h" '-+ 
P = V = 11 • --;; += n . Po (**) 

'd -+ h.y Sl"1 1'1 d' sien o Po =-' -. con SIC eramos un mec io materia ,no- ~sper-
e 

sivo, la velocidad -de grupo será V < p. 
Observamos, entonces, que un fotón al pasar del vacío al 

medio material de, índice n varía su impulso de Po a n . Po' 
Pasar~mos, ahora, a consider,ar expresiones que nos darán 

el ángulo de aberración y el efecto Doppler. Para ello conside­
remos dos sistemas de referencia, S y S'. Sea el primero fijo 
al medio material 'y el segundo se mueve respecto al primero con 
una velocidad constante u, de modo tal, que los ejes z- 2:' per-
manecen superpuestos y los otros dos paralelos entre sÍ. Un, ob­
servador qe S' obser'vará un ángulo' de aberración y, además, un 
efecto Doppler. Llamaremos V', v', B" ,ep' las magnitudes defi:" 
nirlas en el sistema S, y cuyo significado es el siguient'e: 

(2) V "ko' '-e-- ",le' velocidad ele' fase, ele la onela 

(3) 
, P' le' 

velocidad de Ía partícula v =(J-=e--
Po' Ico' 

- le ' pz' ,\ 
(4) ·cosB.I=,~ ángulo de aberración, , le" 'p' 

(**) Según esta relación. i'esul~a siempre, aunque, pequeño sea el valor de V, 
.In. expresión de M.AX,yE~L, \ 

J;'=2.D (D,=densidad de energía), 

para la presión P de luz reflejada perpendicularmente por nn espejo perfecto 
al reposo en _el medio, de 'ac)lerdo con la electro(linámic:L Efectivamente, inclu­
so en el caso V/e « 1"los corpúsculos asociados obedecen fórmulas rolativista's, 

" "í 11 e ' 
Pó= / .' . 1 l-~ r, c', 

v/e = e/V> 1 

cualquiera sea el valor de V. El Dr. Würschmidt, 1. c. pág. l:Í4 fórmula, (1,8), 
llega formalmente a una relación distinta, la de' NEWTON, porque define, en 
este, caso particular, otra densidad de energía, 'considerando, la ,energía: cméti-
ca 1J'/21n para partí(Julas de masa roal ?n. ' , 

, I ' 
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(5) t I kv' - p/. gep =----
ka;' , Pa;' 

án~ulo de 'dirección ~e movimiento. 

La transformación de' LOrentt para el cuadrivector de ener­
'gía-impulso nos da: 

. pa; = pi, Pr = pv', ,_ Po-~Pz: 
Po - Vl-r:l2 • 

\ Heemplazando en la fórmula (2) los valor~s anteriores ob­
tenidos de la transformaciól~ de Lor,enü, encon:tramos después 
de algunas simplificaciones el siguiente resultado: 

(6)' 

Por la~ f6rmulas (4)'y (5) tenemos: 

(7) 'Q I neos B'-~ . cos \!' = , 
V n2(1-~2 sen2 B}'-2n~ cbsH+~2 

ep' = ep •. 

Para defecto Dopplerobtenemos. inmediatamente: 

l-n[3 cos B/ 
.v' = y --===--

. El. impulso p'.es: 

p' = V p' 02 + ¡..t.2 C~ 

T'enlendo presente que /-lC = 1/ (n l~V)·:..- ('~v/ y 'el valor de' 

Po' determinado anteriormente,obtenemos: 

(9) 

Las·fórmulas (6).,- (9) presentan particular interés para 
1 - n~ cos& ---= O 

", 

/. 

1, 

" :¡' 

.' 1;: 

.. , 
'.1. 

.~. ", 
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(6') V'=o 

(7') - v-] 1- 2 
COS &' = ---.:. --~-

~ 11.2-1 

(8') 
I 

/ 

v'=0' 

(9') . p' = Po V n2 . 1. 

Concluímos que en S' la onda electrom~gnética tiene una ve­
locidad nula, a pesar que el observador se desplaza con respecto 
al sistema S en una direcció.n que forma un ángulo & con la 

- normal de la onda. Además, en el sistema S' se. anula la fne­
cuencia v' y, en consecuencia, la energía h. v'. No se anula, SID 

. embargo, el impulso p'. El cono, 

1 
cosB,=-' 

n~ 

sobre el cual se anula la velocidad V', determina la dirección de 
la radiación de Cherenkov emitida por un electrón en reposo en, 
este sistema, como se verá, más en detalle, en el parágrafo 4. 

Las fórmulas· (6), (7) Y (8) corresponden a las fórmulas 
'12,2) Y (2,5) dadas por el Prof. J.. Würschmidt, 1. c. pág. 55. 

I \ -

, § 3. Cála,ulo de la densidad, de energía e impulso de la ra­
, diación . ....:.. Un campo electromagnético caracterizado por las in':' 

~ ~ . 

tensidades E, H, por 'la densidad de carga p y por la densidad 
~ 

de corriente i, está completamente determinado por las ecua-
ciones de Maxwell-Lor.entz en un sistema S.C x, y, z, t) respecto 
al cual el medio está en reposo: 

(10) 

(11) 

(12) 

+ 
-+ ' 1 aD 41t-+ 

rotl! -- -=- i 
e at e' 

-+ 
,+ 1 dB 
rQtE+- - =0 

e al 
-+ 

divB=O , , 

, .,";';.'.' 



(13) 

(14) , 

(15) 

(16) 

-.,.133 .:..... 

-+ 
div D=41tp 

-+ -+ 
B =flH 
+ -+ 

D=EE 
-+ -+ 
i=pv. 

+ -+ 

. Multiplicando escalarmente (10) por E y (11) por H y 
simplificando tenemos: 

-+ -+ 

(17) 
1 -+ oB -+ oD 41t + -+ -+ -+ --(H. -+E .-)+div-· [E,H]+p .v.E~O; 

41t . ol (Jt e' 

El primer sumando de la ecuación (17) representa el cam­
bio de la energía electromagnética. Si consideramos variaciones 

-+ + 
de B y D infinitesimales, podemos escribir el incremento de la 
energía electromagnética por unidad de volum~n: 

1,-+ + -+-+ 
41t (H. dB + E . dD), 

o, 'en forma integral: 
.B D 

(18) -' H.dB+ E.dD. l' J-+ ,-+ J+ -+ 
41t . 

o o 

Por las relaciones (14),' (15) tenemos: 

Determinaremos, ahora, en forma breve, el impulso electro­
magnético. La fuerza que actúa sobre todas las cargas contenidas 
en el volumen -c se expresa por la' ecuación de Lorentz: 

(20) 
-+ J ~ 1 +-)-
F= p(E+ e [v,B])d-c. 
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v 
Reemplazando los valores de p y -; dados por (13) y. (10) 

se obtiene 

; ~J{E. div D +[rot ii, 8] -~ [~f¿, BJ} d.; 
4n C ot J 

't 

de las ecuaciones (11) - (i2) tenemos: 

J{ -+ -+ -+ -+ 1 [OB -+]) 
0= H: div B + [rot E, D] +~-g¡' D jel., 

't 

y sumando estas dos últimas ecuaciones:· 

1 ° ~-+} ---o [D,B] 
C' ot . 

La integral sobre los términos que contienen derivadas espa­

ciales corresponde a las tensiones de. lIfaxwell, J ¿fu; T . d., Y se 

. , . 1J-+-+ 
anula en eJ caso de un sistema finito. El valor de- [D, B] d. 

4nc 
't 

se interpreta como impulso electromagnético contenido en el vo­
lumen •. La densidad de impulso será entonces 

(22) 
-+ 1 -+.-+ 
g=--[D,B]. 

4nc 

_ Demostraremos, ahora, la' equivalencia entre la imag·encor­
puscular . adoptada y la imagen. OJ;ldulatoria clásica, Consideremos 
la propagación de una onda electromagnética plana~ que forma 
con ,el eje z un ángulo &. Admitamos .que el dieléctrico en el 
cual se propaga la perturbación electromagnética es homogéneo 
y que no contiene cargas libres. En estas condiciones, 8'e obl;ie~e 

'. , 
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-+ 
de las ecuaciones (LO) - (15) con un vector A convenientemente 
introducido: ' 

(11)' 

-+ 

-+ 
-+ A 
B= ,/­

ye 

-+-+ 
-+' [. A] 
H=+~ 

-Vil 
-+ -+-+ 

B= j- i¡'; [j, A], 

donde i es el versor de dirección. Si,en particular, el plano de 
. polarización de la' onda es (x - z), se tiene: 

(111) , 
ix=sen 3· 

Ax ' A. cos 3· 

iz=cos 3-

Az=-A. sen 3-

siendo A2=e (Ea;2 +Ei + Ez2) =1-" (Hx2 +Hi +Hz2). 
Las ,ecuaciones (11) se refieren al sistema S, fijo en el me­

dio material. Para el sistema S'gue se mueve respecto a S con 
velocidad constante u, los vectores eléctrico y magnético se trans-, 
!orman según:' 

(IV) 

B' _ Bx+~Ey 
x- VI ~2 

13', _ By-~Ex 
y- Vl-~2 

D( _ Dx-~FI. .. 
x- -Vl-~2 

D' _Dy+~Hx 
y- VI ~2 

JI' = Hx+~Dy 
x Vl-~2 

H',\,= Hy-~Dx 
, VI ~2 

'" 
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Reemplazando en (IV) las respectivas componentes dadas 
por las relaciones (11)-(111), obtenemos las componentes de 
la densidad de impulso electromagnético transform,ada 

, 1 -+ -+ Al! 
g'a;=-[D',B']a;= 4 / (n-~cosa') . sen & 

. 4rto' ,rtO 11-~2 ' 

l -+-+ 
g'y,= 4rtq [D',B']y= O 

l -+--+ A2 
g'z=-[D',B']z= (n-~cos&). (n.cos&-~) 

4rto 4rtcn(I-~2) 

~ , 

A2(1-- cos &) , 

g' =, 4rtO(I':'P2) V n2 
• (l - ~2 sen2 a-) - 2n~ cos & + ~l! 

y para la densidad de energía: 

A2 
W' 4 ( 2) (l-n~cosa') (n-~cosa') 

rt11; l-~ 

Si consideramos un volumen L de radiación y observando 
que: 

L'=-~ VI-~2 
, --'~~ --'--, 
l---cosa­n 

obtenemos para el impulso y la energía: 

't 

W' f ' 'd' Wl-n~cos& -- W L-
. -, . - VI-~2 

't 

con 

.' ' 

G R 
n VI 132 
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y mediante las ecuaciones (11)-(111): 

A2.1: 
W=--. 

4n 

Calculando, las mismas magnitudes por medio de la imagen 
corpuscular, adoptada anteriormente, tenemos para el sistema S': 

(según (9)) 

, . p Vn2(1-~2 sen2 B')-2n~ co~ B+~2 
p = n' Vl-~2 

(según (8) ) 

y para el sistema S: 

hv 
p=n-=G 

C; 

c. Po=h. v= W. 

G R 
--;;. Vl ~2 

Comparando, ,entonces, los resultados obtenidos para el im­
pulso electromagnético y la energía por medio de la imagen 
ondulatoria clásica y la corpuscular, observamos que existe iden­
tidad entre G' con p', y entre 'w' con c. p'o' Esto nos demuestra 
la compatibilidad entre las dos imágenes adoptadas. 

§ ·4. Cálculo del retroceso del electrón (2). - Admitiendo que 
que el electrón (bajo ciertas condiciones) emite espontáneamente 
un fotón, podemos calcular el ret.roceso que sufre a causa de la 
emisión, partiendo de las ecuaciones de' cons'ervación de energía 
y de impulso del electrón y del fotón.' En el sistema de re~e­
l1encia S', en el cual el electrón está inicialmente' en reposo, la 
conservación de energía e impulso se expresa respectivamerite 
por las, ecuaciones 
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m, e=P'o + p'o 

- P'2=p'2 

me2 

donde eP o' = ,1 Y epo' = hv' representan respectivamente la 
r1-~2 

energía del electrón y del fotón, después de la emisión, en el sis­
tema S' ,p' y p' representan los impulsos después de la emisión. 
Se o.bserva inmediatamente que las dos ecua~iones no pueden te­
ner solución si no podemos atribuir un valor negativo. a p' o' Tal 
signo de la energía puede o.currir solamente en un med.io mabe­
rial en las condiciones determinadas "por la relación (8), 

To.mando el cuadrado de la primera ecuación y restando. 
la segunda obtenemos fácilmente 

m2 e2 - 2 , m ,-e, Po' + PO'2 - p'2 = P 0'2 - P'2 = m2 e2 

-y dado que según ,(1 a), 

p'02 - p'2 = (1- n2) . P02 

( epo = ,energía del fotón en el sistema de reposo S del medio)., 
concluímos 

\ 

Hecordando que, según (8), 

1-n13 co,s 3-
p'o=Po -VI ~2 

o.btenemos la fórmula de Cox para el efecto de Cherenkov: 

1 ( 1) P -VI r.l2 cos3-==\-+ n---"-. o IJ. 
'n~ n 2m.~,e 

La .emisión espontánea del fotón se ef.ectúa, pues, en una, 
dirección muy próxima a la del cono de Cherenkov. El segundo 
término, que representa la corrección de. Cox, debido al retroceso. 
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del electrón, es prácticamente despreciable frente al primero, 
puesto que po/m. c=hv/mc2 «1 para fotónes de -luz visible. 

§ 5. Algunas observaciones sobre lcienergía. - La interpre­
tación de las expreslOnes, 

(23) r J + + + + 
8n (E . D + H . B) . d. 

(24) 1J+-+ -4 [D,B]d. 
ne 

como 'energía e irripulso, del sistema, se justifica por las relacio-
,nes (17) y (21), según las cuales la derivada de las cantidades 
mencionadas e.quivalen a la potencia y a la fuerza ejercidas por. 
e! sistema. Como observó R. Beclcer (3), no ,les unívoca si no 
fijamos simultáneamente las características termodinámicas del 

, medio material. Becker muestra, en el caso i:estringido de laelec­
tro y magnetostática, que las relaciones (17) Y (21) pueden ser 
aplicadas unívocamente sólo a procesos isotérmicos, es decir, que, 
la ,expresión (23) representa la energía libre del sistema, 

1J+-+ ++ ' - (E . D + H . B) . d. = U - TS= F 
8n 

(U = 'energía interna, T'= temperatura absoluta, S = entropía). 
Los prooesos que hemos discutido más arriba,permiten añ-a­

oir que l,ln fotón que entra en un medio material, cambia en, 
g,eneral su energía y su impulso (*) e intercambia, pues, energí1li 
e impulso con el medio. Luego las expresiones (23) y (24) no 
vepresentan la energía y el iID;pulso total del sistema y tienen, 
más bien, que ser interpretadas como generalizaciones relativistas 
de la energía libre. " 

Notamos, ,en ,particular, que el tensor de energía e impulso 
'«libre» deja de ser simétrico y que el flujo de energía libre no 
es igual al «impulso libre». ' 

(*) En el caso particular de un medio material en reposo, la energía y la 
frecuencia del fotón no sufren cambio, sin embargo el impulso aumenta en 
un factor n. . 
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hv 
Concluímos, entonoes, que la energía hv y el impulso n .. -, . o· 

que tenemos que atribuir a un fotón en un medio material, no 
representan-ia energía y el' impulso total, sino energía e impulso 
«~ibre» del sistema'. Este resultado aclara el hecho, a primera 
vista sorprendente, que tenemos que atribuir, en cierlos casos, a 
un campo electromagnético en un medio material valores negati­
vos de la energía (libre). 

CONCLUSIONES 

1. - El movimiento de una partícula material, de un fotón 
en e 1 vaCÍo y de un fotón en un medio material, pueden ser con ... 
siderados desde un punto de vista uniforme, corr,~pondiendo 

respectivamente a una masa positiva, cero e imaginaria. 

2 .. - Las fórmulas de transformación de Lorentz aplicadas a 
los cuadrivectores de onda y de energía-impulso, nos conduoen in­
mediatamente a las fórmulas del efecto Dopp;ler, de la aberra­
ción y del impulso de. la radiación. - Estas fórmulas han sido, 
obtenidas recientemente por el Prof. J. Würschmidt. 

3. - Aplicados a ondas ,emitidas por una carga en movimiento 
rápido u> V, los fotones definidos anteriormente permiten dar 
una interpretación corpuscular del efecto de Cherenkov y tener 
en cuenta, además, el retroceso del electrón emisor (Cox). 

4. - Las cantidades de energía e impulso atribuídas a los fo­
tones en un medio matedal, se refieren a la energía e impulso 
«libre» y no a la energía e impulso total. ' 
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