SOBRE UN PROBLEMA DE JUAN BERNOULLI

(Primera Parte)
1

por J. V. USPENSEY

1. — Juan Bernoulli referido en el titulo no era aquel ma-
temético famoso que tanto contribuyé al desarrollo del calculo
infinitesimal, sino su nieto Juan Bernoulli IIT (1744-1807), so-
cio de la Real Academia-de Berlin en catedra de Astromomfa.
Enel afio 1772 él publicé un libro, Recueil pour les Astronomes,
donde se trata principalmente de cuestiones astronémicas. Lo
que nos interesa particularmente es el capitulo Sur une nouvelle
espéce de calcul, donde encontramos un problema matemaético .
muy curioso y util.

Sea & un numero real y positivo. Muy a menudo se nece-
sita construir una tabla de los enteros préximos a miltiplos de z:

z, 2z, 3z, 4o,

Llamando a a la parte entera de x se ve ficilmente que al
pasar de un miiltiplo al multiplo siguiente el aumento del entero
préximo es @ o a+41. Si tuviéramos reglas expeditas para
juzgar cuinde ¢l tal aumento es a o @+ 1, podriamos cons-
truir rapidamente la tabla requerida empleando s6lo adiciones.
Con tal objeto Juan Bernoulli propone, sélo para z racional,
reglas muy cémodas, pero sin demostracién. La demostracién
de estas réglas con algunas consideraciones generales y muy
importantes sobre el problema de Bernoulli se halla en un ar-
ticulo interesante de A. Markoff: Sur une guestion de Jean
Bernoulli (*), el unico trabajo sobre dicho problema que co-
nocemos. Como la solucién del problema de Bernoulli propor-
ciona' una aplicacién hermosa de las fracciones continuas no
juzgamos sin interés presentar en este articulo la solucion
detallada principalmente interesante en caso de x irracional o
racional, pero expresado como razon de grandes nimeros.

\

(*) 'Mathematische Annalen 19 (1882), p. 26-36.
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2. —Segtn costumbre designaremos con [£] la parte entera
de un nimero real §, es decir el tnico entero tal que

[E]=E<[E]+1. ' (

El entero préximo.a E, para lo cual emplearemos el signo
[€], estd Gnicamente determinado por dos desigualdades

B—p <E<f+3

de donde sigue que “siempre Lo o

a=lerg]

Consideremos ahoi‘a la funcién lineal
mz-b

de un entero variable m, donde x y b son ntimeros reales dados.
"Tenemos ‘

mz +b=[mz+b]+%
donde oy
0=9%<1.

Llamando a a la parte entera de x tenemos también

Cz=a+o, 0<oXl.

Puesto que | - o
(m+1)z+b=[mz+b] +a+¥+o

.y la parte enter;’e; de 9+ o, por ser ‘ o

O§&+m:<2,

no tiene otro valor sino 0 o 1, concluimos que la icantidad
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Kyp=[(m+1) x—{—b]—[mw—[—B]
tiene uno de dos valores: a o a-41. A la serie
| K, K, K, ..

compuesta s6lo de niimeros a o a1 llamaremos en lo sucesivo
serie de Bernoulli (x,b).
Ganaremos en simplicidad de escritura sin ‘perder nada en
generalidad suponiendo de ahora en adelante que
o<z,
Entonces la serie de Bernoulli (z,b)

K, K, K, ...

aparece como una sucesién déterminada de ceros y unidades.
Puede ser que cero se repite sucesivamente, por ejemplo, 7
veoes. En vez de escribirlo 7 veces, escribiremos 07 y lo mismo
haremos con unidades que ocurren en sucesién. También puede
ser que un grupo de ceros y unidades se repite sucesivamente,
por ejemplo el grupo 031021 se repite tres veces. En {al
caso en vez de escribir _
0810210%810210%1021 '

escribiremos

(081021)8,

Con tal convenio presentaremos la estructura de una serie
de Bernoulli con mayor simplicidad. Por ejemplo

021 (01)2 (021 (01)8)

19
representa 43 términos de la serie de Bernoulli (4—3,0)-

8. —Para z racional representado por una fraccién irredu-

cible %— la serie de Bernoulli (»,b) tiene algunas propiedades

que vale la pena de mencionar.
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P
i 1. La serie (61)) es periédica y su periodo consta de Q
términos

Ky Ky, ..., Koy
En efecto, para cada valor entero de m tenemos

P ‘
—+4b]+P,
o I

[m+®§+m=w

de lo que sigue
Kopg=K,; m=0, 1,2, ...
20, En el periodo
Ky, K, ..., Ko,

hay siempre P unidades y, por consiguiente, Q — P ceros, pues
de la definicién misma de K, se deduce
/

%—]—b]—[b]—_—P. i

30. Sea p la parte entera de Qb de modo que

Ko+ Ky +...+Ko_y=[0.

Entonces
' P o &
____I_b___. —_—
"oTTTeT e e

y como S

| P »p P p. 1y
m——+-—=m—+—|+ -
oto=I"gtolt

donde
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Oérméo"“l,
tendremos
P p P r_+9%
m—-+b= [m——l—-—]—!— .,
Q Q Q Q
Pero siempre ‘
.y .Oél‘m-{—&<Q

Y por consiguiente

gl

para cada valor entero de m, y ello significa que la serie

p p
(6, b) dualquiera que sea b es idéntica con alguna serie (6 ,—5—)
donde el entero p estid convenientemente elegido.

40, Sea !

Co, 01, ey 00_1

el periodo de la serie de Bernoulli (E,O)que debe considerarse

Q
como més sencilla. Una vez conocido este periodo el periodo
p . .
de cada serie (6 ,%) se hallara casi inmediatamente. En efecto,

sea v el mimero no negativo y menor de Q 'Ghicamente deter-
minado por la congruencia

Pyv=p (mod Q).

Entonces

Poo_ i nE
me o=t

con h cierto entero fijo y por consiguiente
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gl o]

de donde resulta

K= Cmtv

y ello quiere decir que el periodo de la serie (

:%) sera

D~

i

cv, c’V‘I‘i’ . e CQ__l, Co, Cl,' ey Oyq

Yy se obtiene del periodo

00, 01, s ey CV—l’ C‘V’ .oy 00_1

trasponiendo v primeros términos a la derecha sin alterar su
orden.

5o. El perfodo
Co, fC]_, ooy 00_1

de la serie ( ,0) se empieza en O y se acaba en 1 y la parte

Q
. Ciy Cyy +vvy CO_gy

que existe sélo cuando Q>2, es simétrica, es decir

€Q—1—p= Cp

para p=1, 2, ..., Q—2. En efecto, tenemos primero

P P
o= [@—]:0 por ser O<Z)—<1v

00;1:[%,P]~ [(Q——l)%}:P-(P-D:i.

I



Luego
=715
—p)—=|=P—|o—]|-1.
[(e-0)5 °
P P.
—1— —]:P—[ —{-1—] -1
[(Q 20 (P15
por r.10 ser ninguno de los dos ntimeros
- P P
el 1) —
&0 (p+1) 0
entero, de donde ‘ _ '.

co-i-p-—[(Q P)Q] [Q-—l—P) ]

P
-feenB]-f 5]
[(P ol T [P gl=0%
lo’ que queriamos demostrar.

4. —Para investigar la estructura del periodo’ de la serie
P
(b—,O)empecemos con el caso mas sencillo P=1, Q=s. En-

tonces

: e
para m=0, 1, 2, ..., s—1, pero [;] =1 y por tanto el pe-

riodo buscado sera
011

Sea luego P>1; siendo s la parte entera del cociente %
L /
poderhos escribir ' : '
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P '1

0] st

donde 0<a’<1. El nimero racional «’ tendrd P por denomi-
" nador como se ve ficilmente y el periodo de la serie (',0):

Co €4y ovuy C'py
constard de P térnlinos. Vamos a ver cémo, (conociendo este

periodo, se halla el de la serie (x,0). Al variar m.de 0 a Q —1
la parte. entera de

toma valores’ 0, 1, 2, ..., P—1. Sea h uno de :estos niimeros
y m; el miximo entero tal que todavia tenemos

P
' [,m,, 6] =h.
Conociendo la sucesién '
mg, My, ..., Mp_y

conoceremos inmediatamente el periodo de la serie (z,0) el. cual
seré

Omo 1 Oml—mo—-l 1 07n2—m1—1 1 L Om p_1—Mp_g -1 1.
De la definicién de m,, sigue
myz<h+1, (my+1)z=h+1

de donde - i
" h41
m<——=(h+1)s+(h+1)a"

el

my, ZT —

1=(h+1)s+ (h+1)z' —1.
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'

El producto (h+1)2’ no es entero para h=0, 1, 2,
P —2 y entonces

my,=(h+1)s+[(h+1) 2]
de modo que ' oo
mp — mh—l —1l=s5-1 + [(h + 1) m,] - [hm’]
o bi_en

m,—my_y—1l=s—1+4¢

en tanto que h=1, 2, ..., P—2. Al contrario para h=P —1
tenemos : ‘

mp_,; =Ps +[Pz']—1
siendo Pz’ entero y
mp_y—mp_g—1=8s—2+4[Px']—[(P—1)2']=s—1.
Ademas o
| my=s+[z']=s '
y por lo tanto el periodo buscado de la serie (z,0) serd o
0°10°~then 1o ttenl, 00T r2 100 ] |
o bien i
0°10°~1+ep2100 s3], 001001
teniendo en cuenta la simetria del grupo

4 4
0«1, 0’2, Y CP___2-

Presentado el periodo buscado en segunda forma resulta,
como se ve ficilmente, del periodo de la serie (a’,0) segtn la
regla siguiente:

Siguiendo los términos del periodo ' S

? v v
c’o,. 0’1, .oy 02__1 o . L
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de derecha a izquierda se sustituye 01 para cada unidad y
0s~11 para cada cero y se escriben dichos grupos de 1zqu1erda
a derecha.

Sentado esto sea

1

fv=—+
s +_—
84 .. +'—

n

el desarrollo del niimero =z en una fraccion continua. Saliendo:

1
del perfodo correspondiente a — que es
n

°

0%'1
segin la regla hallamos el periodo correspondiente a

1 1
Sp—1 + ‘—s_
n

Més adelante, con ayuda de la misma regla encontraremos
el periodo correspondiente a

y asi sucesivamente hasta que Ilegamos al periodo buscado.

5. — Consideremos ahora algunos ejemplos numeéricos
Ejemplo 1. Encontrar el periodo de la serie (?;) O) Tene-

mos

sT_1 4
50 1+?+_i_

1
te4l
=g
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y haciendo uso de la regla se encuentra sucesivamente

Periodo "~ correspondiente a
01 3
2
1 .
051041 , B+l
2
1.1
5016 14—
015016 | 5 +_L
2
S
(021)601(021)501 SR T
5+— ’
2
LR
1 "—T ’ ]_
012(018)5012(018)¢ 2 +—1—|--1— .
, b +—
+ 2
de modo que
012 (018)5012 (018)

es el periodo buscado.

.Ejemplo 2. Deseamos construir la tabla de enteros préximos

a los muiltiplos del numero % Busquemos en primer lugar el

13
periodo de la serie (ﬁ, 0). Tenemos

13 1

Z== 1
17 1 4+~— -
3 +-i—
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y hallamos sucésivamente
01
031 (021)3
(018)301¢4 .
lo que es el periodo deseado. Ahora debemos buscar el periodo
L (183 1y
de la serie (ﬁ: E) Tenemos

e=[3]=s

=~

13v=8 (mod17)
donde . o

vE—=—==—2=15 (mod17).

Separando en
(018)301¢

1€ primeros términos (018)3012 y escribiéndolos detras de dos
términos 12 que quedan logramos por fin el periodo deseado

12(018)3012

y la tabla de enteros préximos se construye empleando sélo adi-
ciones como se ve:

m=01234567891011121314151617
1101110111 011101 1 o

| ‘{%m}:o,‘l, 2,2,8,4,5,5,6,7,8,8,9,10, 11,'11, 12, 13-

6. ——La solucién expuesta del problema de Bernoulli es
bastante sencilla y cémoda si deseamos hallar el periodo com-
pleto. Pero, aunque sea 2 racional, puede ser que necesitamos
mucho menos términos de lo que contiene este periodo. En tal
caso y atin en caso de x irracional ‘el problema debe plantearse
de otro modo. En aplicaciones précticas el niimero de términos
que es preciso encontrar es siempre dado de antemano, sea NN.
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Entonces necesitamos buscar medios mas expeditos para hallar
N términos

I(o, I{ 3 e ey I(N—].

de la propuesta serie de Bernoulli (z, b) Con tal proposito in-
troducimos ‘el concepto del periodo minimo de la dada seccién

K, Ky, ..., K,

de la serie de Bernoulli. Llamamos el periodo minimo a la mas
corta parte de ella

K, Kppy . K

w

que, repetida periédicamente, cubre todos los términos K,,
Kyiyp -.. K. '

Una vez que tengamos reglas para hallar el periodo minimo
de la seccion

I(o, I{l’ DY) I(N-—l

el problema planteado estard resuelto. En el estudio de propie-
dades del periodo minimo podemos limitarnos al caso de z
racional. En efecto, sea z irracional, b6 un ndmero real cual-
quiera y : '

mz 4+ b=[mz+ b]+ 9,
donde 0<9,,<1. Sea ® el méximo de los ndmeros %, 9,

, Oy y ﬂuna convergente (*) del orden parala fraccién con-

Q

tinua
XT=—
s +—1— 1
8y +—
52
de modo que
P
—=rt—, 0<e<l.

Q Q‘)J

(*5 El autor llama convergente prinecipal y convergente intermedia a la re-
ducida prineipal y reducida intercalada, respectivamente.

\




— 154 — .

Entonces

P me
m—-+b=[mz+b]+%,+ ~
0 [ ] -I-QH

Pero ! !

e mi
O + <

] @:m-l—@

y eligiendo Q bastante largo para que sea o

tendremos o

[m—% + b]=[mz + b]

para m=0, 1, .., ¥ de modo que N términos de ambas

series (x,b) y ( )son idénticos. La tltima serie serd idén-

tica con la serie

,LTZ;,’OW-.“’

%) donde p estd convenientemente elegido
o con la serie

(5 25

Q 20
. por ser
. P p . P p 1
[m.,——l———] [m6 6_]_@]

para cada valor de m. Por razones tedricas conviene considerar

. (P 2p+1
la serie (6, 20,

)en vez de ( porque nunca

0
mP—I- +——
Q020

es un numero entero. i



