SOBRE UN PROBLEMA DE JUAN BERNOULLI

(Tercera Parte)

por J. V. USPENSKY
12. — Examinemos ahora convergentes intermedias y sea pri-
mero n impar. Sea
mR=r, (modS), 0=<r,<S

y sea K ajustado de manera que

o

Entonces tenemos que satisfacer condiciones

'ls-“m} s 5.

para ﬁz:l,, 2, ..., S, donde

- Tp—p
W= T~
S(Qnm:n‘l'Qn—l)
Ya que la parte izquierda sea negativa mientras la parte
derecha nula para m=S concluimos que la convergente in-

termedia —S— no es aproximaciéon optima en caso de n impar.

Sea ahora n par. Entonces debe ser

[m mw] [7m K]

'S “ TS
para m=1, 2, ..., S mientras
K
l?]:a

Sea r,=S—1 o
mR==—1 (modS)
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Ya que l ' ' |
‘ ' Q,R=—1 (modS) '
sigue .
-m=Q, (mod 8S).
Tomando por consiguiente m=0Q, y considerando que
Qn(wn_P') 1
=< e
O S Quant Oy~ S
tenemos
[Tm
|-§ -+ mow ] =0;
luego
K—1
E g =0

lo que necesita K <1 y ya que por otra parte K =0 resulta K=0.
Veamos ahora cuil es el' minimo m tal que no se verifique

[rg —}-mw]:O

o, lo que es lo mismo, \ ' .o Vo

Puesto r,=S—1i; i=1, 2, ..., S resulta
mR=—1i (modS)
Q,R=—1 (modS)
y pdr tanto .
N m=iQ,. (modS) Lo
o bien
m=hS +1iQ,. n

La d-esigual&ad que deseamos satisfacer equivale a
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(S +1Q,) (30— k) 21 (Qn(@s — 1) +5)

i

hz

Vo ] Tp—p

- El minimo m corresponde a i=1, h=1 por ser 'z, —p>1
y vale

m=S+0Q, , ¢

de modo que

[

[z me]=o
E—I—mm]_

para m < S+ Q, pero esto no serd cierto tomando m~S + Q,.
Luego el punto de divergencia de la serie

(%-.0)

correspondiente a la convergente intermedia en caso de que sea

n par serd Q,+S.

. De lo expuesto sigue que todas las aproximaciones 6ptimas

se encuentran entre convergentes principales =~ de indice impar
‘n ’ .

Il

y converg-enfes intermedias (si las' hay) .

l R "’LI n+pn-1
WOt Qns

~ correspondientes a indices n pares. 'Y como se ve ficilmente que
los puntos de divergencia crecen con los denominadores seran efec-
tivamente todas las fracciones mencionadas aproximaciones o6pti-
mas. En el sentido de § 10 ¢l problema de Bernoulli esti resuelto pa-
ra la serie (x,0). Puesto que las series (z,0)y (z,x) son esen-

cialmente idénticas y por otra parte siendo n par, el punto de .
)

divergencia correspond1ente a la convergente principal —* sobre-
n
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pasa el max1mo de los puntos de dlvergenc:la que corresponden
I
Intl

o

modo analogo convergentes mtermedlas pa,;'z: 1, impar, que las
uproximaciones Optimas para la serie (z,z) son sélo convergen-
tes principales lo que proporcionara la més expedita solucién
del problema de Bernoulli en el caso que consideramos.

u las convergentes intermedias entre se ve, tratando de

.

1

13. —Queda que estudiemos el caso b:—z— de enteros pro-

{

p .
ximos. Examinemos convergentes p.rmc:lpales—Ql y limitémonos

n
a valores de n impares. El caso de n par se trata del modo
en todo anilogo. Puesto que Q, es par tenemos

[ 11 - mPn+ ' :
rl — = —
) [mx, 2| [ 0. |—mco]
y para Q, impar
1.—1
11 mP 1
\ ma -+ -2—}-——[ o, +2Qn+m®]

la podemos exhibir para con-

P,
Q Qll )

En ‘cuanto a la sene(

veniencia ora en forma

P [‘- + Qn
(Qn Qn o)

si Q, es par, ora en forma :

P K 4. W Qn—-—l

X

Qu Qn

si Q, es impar con cierto entero K. Sea primero Q, par. Para
p . . -

que sea —*. aproximacién dplima es preciso que tengamos

n



mP+ L mP, 4+ &
s W ke 2 4
Qn Qn Qn

para m=0, 1, 2, ..., Q,, siendo K ajustado propiamente, obien

[rm +m ] [rm. + K ] ' ' ‘ ' \'/‘«"1
—_— (44} —_— _ — - -
Q. Q0 Oy , B

donde r,, esti definido por la congruencia A

mP, -+ %’1 =rp (modQ,); 0=, <O.

En particular para r,=0 y r,=0Q,—1 tenemos condicio-
nes '

S S U S S

[~]=o, [1—&4—%}:0

1
pues mw<—— para m=0, 1, 2, ..., Q,—1, de las cuales

n ! .
‘decucimos K=0 y entonces

15 ‘ ’
—'l—}—moa]—_—() ) i
[Q,, o

hasta el punto de divergencia el cual serd el minimo entero m
tal que '

I'm i
—+mo=1.
n

Sea r,=Q,—1 de modo que l

mP, =— %—i (mod Q,)

Q-1 Pp=—1 (mOd Qn) | !” i : '



— 244 —

de donde g ‘ b !‘

m==10,_,+ % (mod Q)

o_

-

m=h Oy +iQut Q"

Entonces la desigualdad

' r
’ : L tmo=1
n

se reduce a L

Lo : 1
i Rl —

v

L&y,

Claro que el minimo m corresponde a i=1 y al minimo
entero h tal que

1

h+ Eg =a,+9%; 0<O<I(¥).

3 , 1 o
W Sea primero 9> 3 | lo que corresponde a an+1:1; sera en-
1
- tonces ‘h=a,+1. Segundo si 3<§ y por tanto a,i;>1 es
prec1so que sea h__a Luego el punto de d1vergwen01a sera

S | : 1

P Qngs + 5 Q,, en caso Qpip> Qujy+ On

y Qi+ Qn en €aso ‘Qpiz = Qnts + Qn.

Sea ahora Q, impar: Entonces poniendo

; \

(*) En caso de 2 racional sxemple desa,lrollé.moslo en fraceién continua con
. nfimero de élemontos impar.
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1
mP, -+ Q"9 =r, (modQ,), 0=r, <0,

tenemos

5 * 2Qn ~mo | = [Q 'Fé;}

para m=0, 1, 2, ..‘., Q,—1 con K propiamente ajustado y
de estas condiciones deduciremos el valor de K. Busquemos pri-
mero el minimo m tal que

Im 4 1 +mo=1

20,

"o, poniendo r,=Q,—1i,

N
.

o en otra forma ‘

.21 %1 ' 2i-1 0
m:= (Qn z, + Qn—l) =5 Qn&l—l + 2 T .
“ -l
Ya que

mP,==— —i (mod Q)

Qn—l . !
2‘

<

Qng1 Pp=—1 (mod Q)

sigue

-1 . :
m=0Q,.; (Q"O— +L) (mod Q,,).
Alhora es preciso distinguir dos casos: Qnyy par y Q,,; im-

" par. :
1o, Sea Q,.; par. Entonces
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21—1 |
2 Qn_—}-i .(mOd Qn)

m==

2i—1
' Qn;{;l .

y la desigualdad para m se reduce a

Claro que el minimo m corresponde a i=1, h=1 y vale

1
m= Qn + -2_ Qn—j—l-

Para r,,=0 y r,=0,—1, siendo m < Q,, tenemos condi-
ciones

5J-s [grgleo

y resulta K=0. Ademés el punto de divergencia que corres-

P, ,
ponde a =% sera

0 -

- 1
m=Q,+ ?Qnﬂ-r

20, Séa Qi impar. Entonces

Qn+(2i—1) Qn+1

m:hQn+

2
y
1 2i—1
h+t—= .
2 7 2m,4

i

El minimo m corresponde a i=1, h=0y vale
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— Qn+Qn+1

5 > On

Considerando otra vez rn=0y rp=0,—1, siendo m<Q,,
hallamos de la misma manera que-antes KX =0. El punto de di-

P
vergencm que corresponde a —* sera

n

_ %‘Qn+1 .
B 2

En caso particular cuando

an—l _ Qn + Qn—l

sera Qn_1 par y el punto de divergencia correspondlente a

Qn—l
3 .
Qn o ? Qn--l
sobrepasa

Qn+ sz+;t

4

1
- Qn '1""2— Qn—l

: P e,
de modo que en este caso - por cierto no es aproximaciéon 6p-
n
tima. El caso de n par se trata del modo en todo anélogo y lle-

gamos a las mismas conclusiones excepto que K=—1 en caso

de Q, par.

14. —Exammemos ahora convergéntes intermedias y limi-
témonos a la discusién detallada sélo del caso de n par. Sea
primero :

’S:}LQH'{_Qn—l

impar. Si

rmEmR—I—S—;l(modS); 0o=r,<8 co
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para hallar K tenemos condiciones Co

ST S Y
s*zs“’““] s’*‘s]

para m=0, 1, 2, . S —1, donde

Lp—H

= S0t Quy)

(¢}

Puesto r,=8—1i y teniendo en cuenta congruencias

’ mR=— S;

o

Q,R=—1 (modS)

! —i (modS)

hallamos

‘m=0, (S—;l +i) (modS).

10, Sea Q, par; entonces resulta

m=hS + 21;1 0,

y la desigualdad

- ‘ %%‘—é—ﬁ—mm;l
exige que sea
2i—1 I

h= .
2 zp—p

- . ‘
Ya que z,—p=1 el minimo m- corresponde a i=1, h=1
y vale

1
m:S—{-;Qm

S
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BN

Péra/r,n:O yrm=S8—1 con m<S tenemos

-

1K
1‘?9'+—s—]._'0

y por tanto K=0. El punto de divergencia

. 1 . .
siendo menor que Q-+ —é—Qn, sigue que—- RO €s aproxima-

S
cion Optima. Teniendo en cuenta que con Q, par debe ser S
P
ny - ntl
——y
Qn+1
no se encuentran entre aproximaciones oplmms sin es par y lo
mismo vale para n impar. .

lmpar conclulmos que - convergentes intermedias entre

20. Sea Q, impar. Entonces \

m== (—&— -(mod S).

1

La desigualdad

(D0

tiene lugar si
2i—1=p.
Por otra parte con

_ (2=1)0S -
- 2

de la desigualdad

I'm 1
Ll — >
-+ S—i—mm_l‘

resulta



2 —1=<z,—p o 2A—1=<a,—p.’
Sea p €l méximo entero tal que
2p—1=p, 2p—1=a,—p.

Entonces para i=1, 2, ..., p y m<S tenemos
[S +2S+mw] =1
pero
[—-i— —}—mco] 0

para i=p~-1. En particular, tomando z=p y i=p+1, resulta

P e+l Ky o
[1_s+s] [1 S s]_o’

lo que necesita K =p. Veamos ahora cuil es el minimo/m tal que

S +2S+mw

siendo r,=8—i y i=p+1. Introduciendo

_ (2h—1)S+(2i—-1)Q,
o 2

esta desigualdad se reduce a

2i—1
Tp—

2h,

y m resultard minimo tomando i=p+1 y buscando el -minimo
h tal que '

2p+1
wn,_f""

2h—1=
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Claro que h=1 sélo si
- 20+1<a,—p
y ‘en el caso contrario serd h=2. En efecto
p—1=<z,—p, 2=2(x,—W)
de donde
20+1=<3(z,—m).
" Ya que, segin hipétesis
S=pQu+0ps=1 (mod2)
sigue
h=140, (mod2).
También . , . '

a4, = Qn:i—i + Qn—l (mOd 2)

de modo que a,—p serd par o impar, segin que sea Qi im-
par o par.

1o. Sea Q44 par. Sﬁponiendo p<a,—u tenemos
2p—1=p 20—1<a,—p
y por consiguiente
2p+l=a,—p
de modo que h=1y
’ 3420,
2
Si a, s par, p es impar y
20 —1=p, 20 +1=p+2<a,—p+2.
Luego’

m< (an—p-};Z) Qn+s — Qn +‘QL2+1 .

P | Lo
Pero Q,+ = Qpi1 s el punto de divergencia correspondiente
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a 6"; por tanto — Do es uma aproximacién Optima. Si a, es
n

impar, | es par y entonces

2 —1=p—1, 2p+l=p+1l<a,—p+1
, S
m< (an,—u42—1)Qn+S _ Qn+12+Qn <0+ _Qgﬂ
y g mo puede ser una aproximacién Optima. Sea ahora

pZd—n, e a,
Entonces
2p —1=a,—p,
luego 20+ 1=a,—p+2, h=2y

(a—p+2)Qut3S
: _

m—=

QﬁQL;‘JrS.

Queda por examinar si esta cantidad es efectivamente el

: punto de divergencia correspondiente a —-. Con tal objeto mos-

S

traremos que el minimo m que satisface la desigualdad

T 1 i
LLC >
s Ty Tme=2

L ‘. ) \ ’ 1
y corresponde a r, =S —1i con i< p serd mayor que Qn-l—E Quer
+ 8. En efecto, sustituyendo

\

 (2h—1)S+(2i-1)Q,
= 2

m

deducimos de la desiguaidad precedente
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\ |

Y

28+2i—1

Ty—p

2h—1=20, +

y para que resulta m minimo es preciso que i=1 y que sea
" 2h—1 el minimo entero impar tal que

ZS+1
n_'p‘

2h —1220,+

_ Pero. 2S+1>2u0,, z, —p=p+9, 0<3<1 luego

28+1_ 210,
T,—p pt

> Qn

2h—1>380,,

- es decir 2h—1=230Q,+2 y

<2h—1)S+Qn - (3Qn+2>s_]‘TQn .
2 = 2

Comparando la pafte derecha con

L Qn Ollj—l S ‘ ,
basta mostrar que '
[ ' SQn S‘> Qn + Qn+.1'-

Pero

= 3!“‘ Qn + SQn—l’ Qn. + Qn,+1 =
(an + 1) Qn"l' Qn-.—i = (2M + 1) Qn + Qn—i‘

y ya que o ‘ .
3”’ Qn + 3Qn—-1 > (2” -I_ 1) Qn + Qn-—l

la desigualdad queda demostrada.
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" 20, Sea ahora Q. impar y luegodn—p par. Sea primero
p<d,—p y B par. :
Entonces

2p—1l=p—1, 2p+ l=p+l<a,—p,
luego h=1y , ’ , )

e SHE0 (0= H0HS_ Qs

Sea p impar y p+1<a,—p. ‘Entonces

2p—1=p, 2p+1l=p+2<a,—p

luego h=1y
m = (‘an "" H’)Qn“l‘s — Qn;_l-l .
2 -_ 2
‘Por ser
Qn+Qn+,1
2
. . . ' an, :
el punto de divergencia correspondiente a 0. en ambos casos
n
discutidos no puede ser—g' aproximaci6n optima. Si p+1=a,—u
tenemos : .
. 20+1=p+2>a,—H,
luego h=2y

(an—'l-‘-'l‘21>Qn+3S - Qn+19+Qn —[—S

m=

Sea finalmente p=a,— p. Entonces
2p—l=a,—p—1, 20+1>a,—p,

luego h=27y i



- 255—' \"~§ )

o (an—u+;)Qn+3S _ Qn+;+Qn LS.

Vamos a mostrar que en caso p+1=a,—p

/. QurtQu |

serd efectivamente el punto de divergencia que corresponde

R
a — .
S '
De la misma manera que antes basta mostrar que
Qnat0Qn _ (2h—1)8+0, g
F2 2
!
o bien "

_ (2]1—3)8 > Qui
donde 2h—1 es el minimo nimero impar tal que

98-+1 \

Tp—W

2h —1=20, -+

—

Ya que evidentemente 2h —1=20Q,+1 tenemos 2h — 3=
‘para, Q,=3. En caso Q,=1 por ser 2u+1=a, tenemos

2 41—2u+1420, ;> ut+8{1=2,—p,
luego )
2h—1>2+41=3,
es df;cir 2h—125 y 2h—38=3. Pero {
3S =31 Q, + 80,1 = (2 + 1)Q, + 3Qn_1 = Qs + 200
| y la desigualdad '
(2h—3)S> Qna

serd por cierto satisfecha.



