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SOBRE UN PROBLEMA DE JUAN BERNOULLI 
(Tercera Parte) 

por J. V. USPENSKY 

12. - Examinemos ahora convergentes intermedias y sea pri­
mero n impar. Sea 

mR == r ni' (mod S), O ~ rm < S 

Y sea [( ajustado de manera que 

[
F ¡~]=O. 

Entonces tenemos que. satisfacer condiciones 

para m=l, 2, ... , S, donde 

X/I-f.\-
co= . 

S( Qllx¡.¡+Qn-l) 

Ya que la parte izquierda sea negativ¡a mientras la parte 
derecha nula para m = S concluímos que la convergente in-

termedia··:- no es aproximación óptima en caso ele n impar. 

Sea ahora n par. Entonces debe ser 

para m=1,2, ... , S mientras 

l ~] =0. 

Sea 1"m = S - 1 o 

mR == -1 (mod S) 
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I 

. Ya que 

sigue 

m=Qn (mod S). 

Tomando por consiguiente m = Qn y consiclerando que 

tenemos 

luego 

[ 
[(-1] 

1+-8 =0 

lo que necesita [( < 1 Y 'Ya que por otra parte [( > ,O r,esulta [( = O. 
Veamos ahora cuál es el' mínimo m tal que no ·,se verifique 

o, lo que es lo mismo, 

I . S-r > __ m_ 
mro,= S . 

Puesto rm=S~i; i=l, 2" ... , S resulta 

y por tanto 

o bien 

mR=- i (modS) 

QnR=-l (modS) 

m=iQ¡¡. (modS) 

m=.hS+iQn· 

, , 

La desigualdad que dese.amos satisfacer ,equivale a 

. . ( 
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.0 

El mínimo m corresponde a i _, 1, h = 1 por ser 'xn - P >-1 
Y vale 

m=S+Qn l' 

de modo que 

para: m < S + Qn pero esto no será cierto tomando m = S +- Qn' 
Luego 'el punto de divergencia de la serie 

(~ .0) 

correspondiente a hl converg(lnte intermedia en caso de que sea 
n par será Qn + S. 

, De lo ,expuesto sigue que todas las aproximaciones óptimas 

. . 1 Pn d l' . se ,encuentran entre convergentes p.rmcIpa es rT e ínc ICe Impar 

y converg,entes intermedias (si las' ha.y) , 
, I 

R . ¡.tPn+Pn-l 
-g- fl9n+Qn-l 

.n 

" correspondientes a índices n pares. "Y como se ve fácilmente que 
los puntos de divergencia crecen con los denominadores serán efec­
tivamente todas las· fracciones mencionadas aproximacion.es ópti­
mas. End sentido de'§ 10el problema de Bernoulli está resuelto pa­
ra la serie (x, O). Puesto que las series (x, O) y (x, x) son esen­
cialmente "idénticas y por otra parte, sie1fdo n par, el punto de 

, p 
e:livergenciacorrespondiente a la convergente principal ~ sobre­

Qn 

,l." " 

.. ,; 

, '. 
,1' 
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pasa el máximo de los puntos de divergencia que corresponden 
• :1 • P n l}n-Ll l' 

~I las converg,entes intermediasenlre -() y -Q '. se ve, tratando de 
. . ./1 n1'1. 

lllOdo análogo converg,entes intermedias para 11. impar, que las 
aproximaciones óptimas para la serie (x, x) son sólo convergen­
tes principales lo que proporcionará la más ,expedita solución 
del problema de Bernoulli en el caso que consideramos. 

~ 1 
13. - Queda que estuchemos el caso b = 2' de enleros pró-

E . . 1 Pn l' ximos. xaminemos convergentes ppnclpa es Q/I y imüémonos' 

a valores de n impares. El caso de n par se trata elel modo 
en tocIo análogo. Puesto que· Qn es par tenemos 

y para Qn impar 

[ mX-L~] ...;.... 
I 2 

P Q>t-l 

[
m .. /1+-')- l' ] 

---::-"'- + -- + meo 
Qn .2Qn 

En, cuanto a la serie (PQn , .Ql ). la podemos exhibir para con-
/1 11 

veniencia ora en· forma 

si Qn es par, ora en forma 

J( + Qn-l 

(Pn , 2) 
Q/¡ Qn 

si Qn es inwar ,con derto entero K. Sea primero Q/1par. Para 
P

n 
. 

que se~ Qn' aproximación óptima es preciso que tengamos 
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para m=O, 1, 2, ... , Qn' siendo [( ajustado propiamente, obi~n 

donde r m está definido por la congruencia 

En particular para T m = ° y l'm = Qn -1 tenemos conc1icio-
nes 

[K] [ 1 J{l. '- -01--+- =0 
Qn.- , Qn QIIJ 

1 
pues meo < Qn para 11'1, = 0, 1, 2, ... , Qn -1, de las cuales 

'deducimos [( = ° y entonces 

[
1'1ll ] -+meo =0 
QII 

hasta el punto de divergencia el cual será el mínimo entero' rn 

tal que 

1'111 . 
-Q +meo>l. 

11 

Sea 1'm = Qn - i de modo que 

, i 

1 ! ,1.,1! ., t 

. " 
,''.-, 
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de donde 

d 

m=hQ +iQ 1+ Qn. n, n- '2 

Entonces la desigualdad 

"-

se reduce a 

h 
1 . ,t ->zx 2 = no 

Claro que el mínimo m corresponde a i = 1 Y al mínimo 
entero h tal que 

1 
Sea primero 3, > 2" ~o que corresponde a an+1 = 1; será en-

1 
tonces . h = Gn + 1. ~egundo si -& < 2" y por tanto Gn+l> 1 es 

preciso que sea h = an' Luego el punto de diverg;encia setá 

Sea ahora Qn impar: Entonces poniendo 

\ 
(*) En caso de ro racional siempre desarrollámoslo en fracción continua con 

número de elementos impar. ' 

, ' 
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tenemos 

.para m=ü, 1, 2, ... , Qn -1, con [( propiamente ajustado y 
de estas condiciones deducir,emos d valor de "re Busquemos pri­
mero el mínimo m tal que 

o, poniendo rm = Qn '-- i, 

2i-1 1 
mro>--

,- 2 Qn 

o en otra forma 

Ya que 

Ahora es preciso distinguir dos caSios :Qn:h1 par Y QnTl im­
par. 

10. Sea Qn±:l par. Entonces 

t. 

<.', 

:' ." 

, I 
." . 

.. , 

, 
. " 

'. , 
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o 

y la desigualdad· para· m se reduce a 

2i-1 
h>--. 
=') 

.... xl!~l 

Claro que el mínimo m corresponde a i = 1, h = 1 Y vale 

Para r¡n=O y. rm=Qn-1,. siend.o m<;Qn, tenemos condi­
ciones 

y resulta [( = O. Además el punto de divergencia que corres­
p 

ponde a Q: será 

2°. Sea Qn:ú impar. Entonces. 

hQ Qn+(2i-1)Qn+1 
m= Il+ 2 

y 

El mínimo m corresponde. a i = 1, 11. = O Y vale 
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Considerando otra vez r m = O Y r m = Qn ----: 1, siendo m < Q n.' 

h~llamos de la misma manera que· antes [( = o. El punto de di­
p , 

vergencia que corresponde a Q: sera 

En caso particular cuando 

Q l . d· Pn- 1 será n-l par Y e punto de divergencIa corr.espon lente a--
QI~-l 

sobrepasa 

. p . 
de modo que en este caso Q: por. cierto no es aproximación óp"'" 

tima. El caso de n par se trata del modo en todo análogo y ·lle­
gamos a las mismas conclusiones excepto que [( = -1 en C!lSO 

It 
de Qn par. 

14,. - Examinemos ahora convergentes intermedias y limi-. 
témonos a la discusión detallada sólo del caso de n par: Sea 
primero 

I S=p. Qn + Qn-l 
impar. Si 

S-l 
rm=mR+ -2- (modS); O<rm~S 

, \ 
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para hallar [( tenemos condiciones 

para m=ü, 1, 2, o •• , s -:¡., donde 

Puesto r m '= S - i Y teniendo en cuenta congruencias 

S-l . 
mR:.:::= - -<)- - ~ (mod S), 

.... ' 

Q¡¡ fI. == --1 (mod S) 

hallamos 

r - (S-l .) 
'7n==IQn 2 + ~ (mod S). 

10. Sea Q¡¡ par; eI~tonces' resulta 

y la desigúaldad 

., 
exige que sea 

2i-1 ' 
m=hS+-

2
-Q¡¡ 

, 
rm + 1 --' - -1- m,ro > 1 
S 2S -

I I 

Ya que X¡¡ -./-1< ~ 1el mínimo In-corresponde a i = 1, 11. = 1 
Y vale 

/ . 
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Para, rm=O y,rm=S'-l con m<S tenemos 

y por tanto I( =0. El punto de divergencia 

si~ndo menor que Qn:l-l + ~ Qn' sigue que: no es aproxnua­

ción óptima. Teniendo en cuenta que con' Qn par debe ser S 
Pn PnH impar concluimos q~e· conver,gentes intermedias entre - y -'­
QIl QI1H 

no se rencmintran entre aproximaciones óptimas SI n es par y lo 
mismo vale para n 'impar. 

2°. Sea Qn impar. Entonces 

(2i-l)Q +8 
rn === n -(mod S) . 

I 2 

La d~sigualdad 

tiene lugar SI 

(2i-l)Qn+S , S 
2 < 

2i-l<¡..t.. 

Pór otra parte con 

de la desigualdad 

resulta 

(2i"':""1) Qn+S 
m, = -'----'--'----

2 ' 

r m 1 
--+-+mOJ>l 
S 2S -. 

\ 
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2i -1 < xn - ¡..t o 2i - i < an - ¡..t.' 

Sea p el máximo entero tal que 

Entonces para i = 1, 2, ... , p y m < S tenemos 

para i > p+ 1. En particular, tomando i = p y i = p + 1, resulta' 

[ l_L+~l =1 [l_P+l + [()=o' 
S s1 " S S',' 

lo que necesita [( , p. Veamos ahora cuál ese!. mínimo/,m tal que 

r m 1 
-+-+mco>l 
S 2S -

siendo r m = S ....,.... i Y i > p + 1. Introduciendo 

(2h-1)S+(2i-1)Qn m= ~~,-~-~~ 

2 

esta desigualdad ~e reduce a 

,2i-l 
2h-12:: --

, '-xll-¡..t 

y m resultará mínimo tomando i = p + 1 Y buscando el, mínimo 
h tal ,que 

, \ 2p+l 
2h-12:: -- . 

-xll-¡..t 

'.'--

" " 
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Claro que h = 1 sólo si 

2p + l' < an - r' 

y 'en el caso contrario será h=2. En efecto 

2p -1 < Xn - /-1-, 2::;; 2( xn - "",) 

de donde 

2p + 1 <3(xn -/-1-). 

Ya que, según hipótesis 

S=/-I-Qn+Qn-l=l (mod2) 

sigue 

También 

anl=Qn:i-l + Qn-l (mod2) 

de modo que an -/-1- será par o impar, según que sea Qn+l im­
par o par. 

10. Sea Qn:l-1 par. Suponiendo /-I-<,an -/-1- tenemos 

2p-l</-I-, 2p---,;1<an-/-I-

y por consiguiente, 

de modo que h=l y 

.. S+(2p+l)Qn 
m,= . 

2 

Si an es par, /-1- es impar y 
, I 

2p.-:..1=/-I-, 2p + 1 = /-1- + 2 < an - /-1- + 2. 

Luego 

Pero Qn + ~ QnH ,es el punto 'de divergencia correspondiente 
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Pn R 
a Qn;' por tanto S no es una aproximación óptima. Si an es 

impar, ~t es. par y@tonces 

2p-l=~-1, 2P.-t i = ~ + 1 <an - ~ + 1 

y 

R -
y S no puede ser una aproximación óptima. Sea ahora 

Entonces 

2p -l=an -~, 

luego 2p+l=an-~+2, h=2 y 

Queda por 'examinar si esta cantidad e~ efectivamente el 

punto de divergencia correspondiente a ~. Con tal objeto mds­

traremos que el mínimQ m que satisface la desigualdad 

'rm 1 
-+-+mro >2 8 28 .-

'. ,\'. 1 
Y corresponde a rm =8-i co.n i~p ~erá mayor que Qn+"2 Qn~.1' 

+ S. En ef'ecto, sustituyendo 

(2h-l)S+(2i-l)Qn 
TI't = -'------"---'---~"""-

2 

deduciinos de la desigualdad precedente 



. -253-

y para que resulta m muumo es. preciso que i = 1 Y que sea 
2h - 1 el mínimo entero impar tal que 

y 

2h-1>3QIl' 

es elecir 2h - 1 > 3QIl + 2 Y . 

Comparando la parte derecha con 

Q + Qn+1+S 
n 2 

, 
basta mostrar que 

Pero 

. 3S = 3~ Qn + 3QIl-1> Qn + Qn+l = 
(an + 1) QIl+ Qn.,-l < (2¡¡ + 1) QIl + QIl-l' 

y ya que 

3¡¡ Qn + 3QIl-l > (2¡¡ + 1) Qn + Qn-l 

la desigualdad q~eda demostrada. 
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. 2°. Sea ahora Qntl impar y luego an - ¡.t par. Sea primero 
¡.t<an-¡.t y j.¡. par. 

Entonces 

2p-1.=¡.t-1, 2p+ 1=¡.t+1<an-¡.t, 

luego h=l y I 

Sea ¡.t impar y ¡.t + 1 < an - ¡.t. Entonces 

2p -1=¡.t, 2p+1= ¡.t+2<an-¡.t 

luego h=l Y 

,Por ser 

1 
'Pn 

e punto· de divergencia correspondiente a - en ambos casos 
. ,Qn . 

, . R. . 
discutidos ,nf) pU,ede serS aproximación óptima. Si ¡.t + 1 = an-¡.t 

tenemos 

2p +1=¡.t+2>an"":"" ¡.i, 

luego h=2 Y. 

In= (an--.:...¡.t+1)Qn+3S = Qn+1+Qn +'S. 
. 2 , 2 

Sea finalmente ¡.t > an -y. Entonces 

2p ,- 1 = an - ~L -1, 2p + 1 > an - ¡.t, 

luego h=2 'y 

. , 

, 
, , 



-255-

Vamos a mostrar que en caso f-t + 1 > an -,- f-t 

l. 

será ,efectivamente d punto de divergencia que corresponde 
R 

aS· 
,D'e, la misma manera que antes basta mostrar que 

Q'n+l+Qn < (2h-1)8+Qn, _ 8 
, 2 2 

o bien 

donde 2h -les el mínimo número impar tal que 

28+1· 
2h-1>20 +-­- ~n Xá-f-t 

\ 

Ya que evidentemente 2h -1 > 2Qn + 1 tenemos 2h - 3 > 5 
. para 'Qn > 3. En caso Qn= 1 por ser 2¡.~ + 1 >an tenemos 

28+1=2f-t+1+2Qn_l> f-t+ B'f1>xn -f-t, 

luego 

217,-1 >2+1=3, 

es decir 217,-1>5 y 217,-3>3. pero 

38=3f-t Qn +3Qn-l > (2f-t+ l)Qo+ 3Qn-l >QlI:l-l +2Qn-l 

y la ~esigualdad 

(217, - 3)S > Qn+1 

será por cierto satisfecha. 

, \ 


