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PARA LA GEOMETRIA DE LOS POLINOMIOS
. MONODIFRICOS (*)

por ALETANDRO TERRACINI
(Universidad Nacional de Tucumén)

Ha sido: estudiada recientemente por el sefior Rufus P.
Isaacs (1) una clase de funciones f(z) de una variable compleja ¢z,
que él llamé monodifricas, las cuales constituyen algo anilogo a
Tas funciones analiticas, en cuanto se reemplace la unicidad de la
‘derivada por la igualdad de las razones incrementales correspon-
dientes a incrementos unitarios en las d1recc1ones positivas, real ¢
imaginaria pura, del plano de Gauss:

1) — () =TT pyey),

Si en lugar de los incrementos 1 e i se tomaran & e ih, siendo
h una constante compleja arbitraria, que puede: llamarse abertura,
se obtendrian las funciones h-monodifricas, cuya teoria se reduce
a la de las, funciones monodifricas mediante un cambio de va-
riable. N

En particular pueden considerarse. polmomu\)s monodifricos.
El seiior Isaacs ha dado a conocer la forma més general de un
polinomio monodifrico de grado n, a saber:

ag2m +a, 2+ ta,  2ta,.

(*) Trabajo presentado en las -Primeras Jornadas Matemdtioas Argentinas,
realizadas en Buenos Aires y La Plata del 27 al 29 de julio de 1945.

(*) 4 Iinite Difference Function Theory, Rev. de Mat. y Fis. teor. de la
Universidad Nacional de Tucumén, vol. 2, 1941, '
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Las ag,4a,,...,a, indican constantes complejas arbitrarias (la
primera no nula, si el polmomlo debe tener efectivamente grado
n). En cuanto a z(®), que desempefia un papel anilogo al de la
la potencm n-ésima de z, y puede por eJemplo definirse por
recurrencia por las condiciones

Aem)=nzn"1)  (nz1); 20=1; (=0 (n=1),

-~

su expresion explicita es o

$23

n .‘ .
.‘z(")—]:d(j) irix(z—1)...
(=i +1)yy=1) ... (y=n+j+1)

No es dificil demostrar que una ecuacién monodifrica de
grado n siempre admite cierfo numero ¢ de raices complejas;
no menos que n, Pero a veces més: y precisamente,’ -

/

n<o<n?

Es éste un ejemplo de las distorsiones que sufre la teoria de
las funciones analiticas al pasar a la’ de las monodifricas. Creo
que el estudio de las ecuaciones monodifricas puede dar lugar a
algunos resultados interesantes. Expondré brevemente a continua-
cién algunos de los méas elementalés (1).

Aunque se trate de cosas muy elementales, mi curloSLdad
geométrica ha sido estimulada en primer término por el deseo
de darme cuenta de qué son y de cémo estin distribuidos en el
plano de Gauss los grupos G, de cuatro puntos representativos de
una ecuacién monodifrica de segundo grado ~

’

224 Bzy=0, (L)

) .
en cuanto por supuesto se trate de una ecuacién que admite efec-
tivamente cuatro raices. La expresion explicita de 22 permite

(*) TUna exposicién més_completa de la mayor parte de los resultados que
exponemos a continuacién apareeerf, con el titulo ‘‘Un primer aporte a la
geometria de los polinomios monodifricos’’ en las Actas de ln Academia Na-
cional de Ciencias Exactas Fisicas y Naturales de Lima.
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sacar de inmediato. la conclusién que los cuatro puntos de cada G,
son siempre vértices de un cuadrangulo ortogonal (cuadringulo
completo ABCD, cuyos pares de lados opuestos son perpendicu-
lares, -es decir cuyos vértices son vérlices y ortocentro de un
tridngulo). Sin embargo los- cuadringulos ortogonales son o6,
mientras que los G, son % De modo que se comprende que los
cuadréngulos ortogonales correspondientes a los G, cumplen con
clertas condiciones ulteriores. Pues bien, dichas condiciones ne-

cesarias y suficientes pueden expresarse en la forma siguiente. -

La primera condicién vincula, por decirlo asi, el tamafio de

los cuadrangulos ortogonales representativos, en el sentido de'que -

para cada uno de ellos el circulo circunscripto al tridngulo dia-

gonal, o circulo de Feuerbach, debe tener radio igual a V;/il'
en forma equivalente puede decirse que el circulo - cu'cunqcnpto
. p. e. al tridngulo ABC debe tener radio ]’[5/2 Es claro que esta
primera limitacién encuentra su razén de ser en la abertura, 1rrua1
a 1, de los polinomios monodifricos considerados.

La segunda limitacién, en cambio, tiene un alcance, diré asi.
angular, y depende en definitiva del papel privilegiado que desem-
peiia la direccién del eje = en la definicion de las funciones mo-
nodifricas. Para enunciarla, conviene partir de la observacién que
en cualquier cuadringulo ortegonal, si se llaman M 45, etc., los
puntos medios de los 6 lados, y se fija una recta orientada cual-
quiera r, las seis sumas'de angulos '

2(r, AB) + (r,Map Mop);  2(r, AC) + (r, Mac Mpp);
] 2(7‘,AD) + (7', M.AD ZMBC');

2(r, CD)+ (r,Mop Map) 5 2(r, BD) 4 (r,Mpp Mac); .
2(r, BC) + (r. Mo Mup)
son todos congruas entr(; si mod 360°: se entiende que la recta

M 5 Mcp se orienta desde el primer punto hacia el segundo, etc.
Rara entendernos, podemos llamar al valor comin de esas sumas

anomalia del cuadrdngulo ortogonal respecto al eje r. Pues bien,

la segunda condicién consiste en que, con respecto al eje x, cada

G, brinda un cuadringulo ortogonal cuya anomalia es constan-

temente de 1350,
N
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A la descripcién de nuestros ot cuadréngulos. ortogonales
puede darse una forma mas sintética, si para cada cuadringulo
ortogonal, se introduce la correspondiente hipocicloide trictspide
de Steiner (hipocicloide inscripta en el cuadringulo, es decir,
tangente a sus seis lados). Las hipocicloides de Steiner son o4
(lo .mismo como los tridngulos equilateros T integrados por sus
ctispides) y a cada una pueden circunscribirsele 2 cuadringulos
ortogonales. Pues bien, los cuadringulos orfogonales corrcspon-

“‘dientes a las ecuaciones monodifricas pueden caracterizarse en

base @nicamerite a sus hipocicloides de Steiner, en cuanto es nece-
sario y suficiente que el tridngulo equilitero T tenga cierto ta-
maiio bien determinado (el radio del circulo circunscripto debe

ser 3V2/4 ) ¥ esté colocado de manera que la semirecta que va
de su centro a un vértice tenga una anomalia de —1350. Se tienen
asi o2 h1pocwlmdes de Steiner ¢, que se deducen todas una de
otra por traslacién: sus cuadringulos ortogonales circunscriplos
son' los oo# representativos de las ecuaciones monodifricas. El
resultado es sencillo también desde el punto de vista algebraico,
debido a que las o2 hipocicloides ¢, como envolventes, integran
un sistema lineal.

También he conseguido algunos resultados relativos a las in-
voluciones cuadraticas monodifricas, logradas al combmar lineal~
mente la (1) y otra ecuacién ‘andloga:

A(2®+ Bz +7) + (2 + Biz +11) =

Una involucién I.es por lo tanto cierto conjunto o2 de

- cuadréngulos- ortogonales .(completado por los pares de punlos

representados por la ecuacién anterior, para los valores de A/p
que -llevan a dos solas raices). Prescindiendo del caso trivial en
el cual el punto impropio es punto base, se encuentran esencial-

-mente dos tipos de involuciones monodifricas. Hay un tipo. par-

ticular cuando, el punto impropio es unido: en tal caso los
cuadréngulos ortogonales que integran la involucién son los &ir-
cunscriptos a una misma hipocicloide ¢. En cambio, en el casd
general, cuadringulos distintos de la involucién llevan a hipoci-
cloides ¢ igualmente distintas. La posicién mutua de los cua-
dréngulos ortogonales - de la involucién puede describirse asi. En
general, dos "cuadrangulos ortogonales Q, Q' no circunscriptos a

=\
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una miisma  hipocicloide de Steiner dan lugar a un punto que
puede llamarse central, el cual resulta de la forma siguiente: dos
hipérbolas equilateras circunscriptas a Q, Q' y con asintotas pa-
ralelas, tienen en comun una cuerda propia, que al variar esas
asintotas, pasa por un punto fijo: es ése el punto que llamamos
central. Pues bien, los w2 cuadringulos de la involucién I tie-
nen, dos a dos, un mismo punto central. .
En una involucién cuadratica monodifrica I siempre exis-
ten ol Gy, cada uno de los cuales tiene un punto por lo menos
doble. En el caso que hemos llamado particular, el lugar de los
puntos dobles propios se reduce al circulo de Feuerbach comin
a los o2 cuadringulds ortogonales de la involucién. En cambio,
en el caso general ese lugar es una cuirtica E4 (con infinitos
puntos reales) bitangente a la recta impropia. Su género es ge-
neralmente igual a 3, aunque en casos especiales puede adquirir
valores menores, lo que ocurre en el ejemplo particularmente
sencillo brindado por una involucién cuadratica: monodifrica con’
un punto base O (es decir por el conjunto de los =2 G, enire
cuyos puntos figura el punto dado O). En este cago la curva Et
tiene un punto triple en O, y es la «rosa de tres hojas» que al
tomar O como polo tiene la ecuacién polar

| ) p:lfgsen3(75'°——8');
\ 0
esta curva, junto con su simétrica J4 respecto a O (la cual es el
lugar de los puntos ulteriores de los G, del plano de Gauss que
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aceptan. O como punto por lo menos doble), permite formarse
una idea de conjunto de la distribucién de las ternas de puntos
que, junto con O, integran los =2 G,. Considerando también el
circulo @, de centro O. circunscripto a las curvas Ety Jt, y lla-
mando, como en la fig. 1, Q,, Qy, €} los tres 6valos que integran
E4, Ay, Ay, A3 los que integran.J%, y v, la regién comprendida
entre ©, ) e A, ([,m=1,2,8; l7/=m), resulta que para cada
G, integrado por A y tres puntos ulteriores distintos de A y
entre si, dichos tres puntos ulteriores pueden dar lugar tnica-
mente a uno de los dos casos siguientes: a) un punto estA situadp

.
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dentro de un 6valo €, y los dos restantes. uno en cada uno de
. las regiones vy, adyacentes; b) los tres puntos estin situados
dentro de las tres regiones Ay, A,, Aj, uno en cada regién.
Terminaré con unos resultados sobre el niméro de las raices
n-ésimas monodifricas de un dado némero complejo M, es decir,
sobre las raices de la ecuaci6n |

z(n.) = M’

para n=2 o n=3. ¢Cémo depende de M el nimero o de esas
raices? Para n=2, resulta que cuando el punto M, en el plano

'
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de Gauss, es exterior a cierta hipocicloide de Steiner _perfecta-
mente determinada (de tamafio y posicién distintas de las hi-
pocicloides ¢ de las cuales he hablado anteriormente (1)), existen
tan s6lo dos raices cuadradas monodifricas de -M; cuando es in-
terior, existen cuatro distintas entre si. Para n=3, el resultado
depende de la posicién del punto M respecto a la  linea repre-
sentada en la figura 2, (en donde los numeros indican centégsi-
mos): la linea divide el plano de Gauss en ocho regiones: si el
punto M pertenece a la més interior, la que contiene el origen, se
tiene 6=9; para M comprendido dentro, cada una de las .4
regiones (rayadas) colindantes con la anterior s="7; en las dos
restanfes regiones no completamente exteriores respecto a la curva
se tiene o=>5; y finalmente en el exterior de la curva se tiene
6=3. | ‘ '

(*) Dicha hipocicloide es la que tiene sus cfspides en los puntos represen-
tativos de los valores & =i/2; &= (43)3—1)/16.

’



