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! ,. CARTOGRAFIA y CURVAS DE ESCALA 

por 

JOllN DE Creeo 

Department of Mathematics 
. Columbia Univ61'sity 

New York, New Yo~'k (U.S.A.) 

1. Introducción. -'- KASNER yel autor han estudiado la geo­
melría de las curvas de escala en una cartografía general. Vamos 

. a presentar ac{uÍ un resÚInen de nuestra obra precedente y de los 
nuevos resultados obtenidos sobre el mismo tema. Véase la biblio­
g'l'afía al findl del ,artículo . 

• Indicaremos ¡por (x, y) las coordenadas curvilíneas generales 
de un punto sobre una superficie ~ y también las coordenadas 
cartesianas sobre un plano 1t. El cuadrado del elemento lineal d.S 
de ~ es 

dS2:- E(x, y) dX2 + 2F(x, y) dx dy + G(x, y) dy2 (1) 

donde H2 = EG - F2> O Y el cuadrado del elemento lineal ds 
de 1t es ds2 • dx2 + dy2. Esto define una trimsformación T en­
tre los puntos de ~ y los de 1t tal que puntos corre~pondientes 
son aquellos y solamente aquellos representados' por las mismas 
coordenadas .. A toda rep:t;esentación particular de la superficie ~ 
sobre el plano 1t le llamaremos un cartograma. Por tanto, un 
cartograma depende no. sólo de la superficie ~ sino también 
de la transformaCión T. El cartograma se, dirá conforme o no ' 
conforme, segúl1 lo sea la transformación T. 

La función·de escala cJ = dslclS es la razón entre los ele-' 
menLos de arco de curvas correspondientes en 1t y en ~ respec-

l. 
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tivamente, respecto la transformación T. Está definida por, la 
fórmula 

(2) 

donde el apIce indica la derivada re,specto x, En general, (1 de'-
pende no s~lamerüe del punto (x, y) sino también ,de la pendiente 
y'. Unicamente es independiente de la dirección si T es conforme. ' 
La escala (1 se reduce a una constante únicamente en el caso en 
que. 4 es ,desarrollable y 'la, transformación T es el desarrollo' 
de ,4 sobre n seguido de una semejanza en n. 

Una curya de escala es un lugar de puntos 'de 4 o de n 
para los cuales la escala (1 toma un mismo valor. La totalidad 
de las curvas de escála para un cartogra.ma dado está d~finida 
por (1 = constante. Para un cartograma no conforme existen 002 

t.:Ul'vas de escala'. Para un cartograma conforme existen 00 1 curvas 
de escala, excepto en el caso de degeneración ya mencionado en 
qUf' cualquier curva es una curva de escala. En lo sucesivo omiti­
remos este caso degenerado,de, manera ,que supondremos que (1 

ce siempre una función no constaJ;lte. I 
, Este artículo se refiere al estudio de la geometría de las 

curvas de escala, en el plano n. Consideraremos teoreII:\as gen.eraies 
ref.erentes a, curvas de 'escala para los' dos casos de cartogramas 
conformes S no conformes. 

/ 

CARTOGRAMAS, NO, CONFORMES 

2. La ecuacwn diferencial de las 00 2 curvas de escala.­
Puesto \ que la 'representación T ele 4 sob~e n no es conforme,. 
se deduce que la función de 'escala (1 'es una función del elemento 
lineal (x, y, y'), donde y' está presente explícitamente. Por tanto,. 
en los cal'togramas no ,conformes hay siempre 00 2 . curvas de 
~oofu. ' 

Eliminando la constante (1 ele la ecuación (2) por derivaCión, 
encontramos que l~ ecuación diferencial de nuestras 00 2 ~urvas 
de escala ~s 

, 

," _ (1+y'2)[Ett+y'(E).+2Fa')+J"2(2F).+Gx )+y'3Gy] 

) - , , 2[-F+y'(E-G)+y'2F] . (3) 

, ' 



r ", 
, 

:'1 
,'(. 
"y. 

;'. !"" 

f,' 
';.', 
',' 1° 

,'o :., 
~', . 

- 64-':'" 

No todo sistema de 002 curvas-puede representar las curvas 
de ,escala' de un cartograma no 'conforme, puesto que según (3) 
debe existir una relación algebraica especial entre sus primeras 

, . \ 

derivadas. 
De (3) se observa que hay tres direcciones ele inflexión y 

dos dir,ecciones cusptdales para las curvaS de escala. Las direc­
ciones cuspidales son siempre ortogonales y coinciden con las 
,direcciones. canaclerísticas. Según un teorema de TISSOT . las di­
r,ecciones características son las de la única red ortogonal sobre 'lt 

que por una transformacióh no conforme T. se convierte en una 
red ortogonal sobre ~. 

1, ' 

3. Caracterizac'ión del sistema de 00 2 curvas -de escala. -­
Sean (,fr, Y) las coordenadas cartesianas relativas- al punto (x, y), 
del centro ele curvatura de una curva ,de escala en el pqnto (x, y). 
Para un punto fijo (x, y), los oentros de curvatura correspondien­
tes (lugar de 103. centros) de las 00 1 curvas de escala que pasan 
por -el punto fijo, describen la cúbica 

GyX3 - (2Fy + G,-¡;)X2Y + (Ey+2FxjXY2 -Eay3 
+2[-EX2+ (E-G)XY +FY2]=O .. (4) 

El lugar de los centr,os de curvatura (lug,ar de los cenlros) es 
una cúbica general qu,e tiene un 1todo en el punto fijo (x, y) y las 
dir,ecciones de las t'angentes en el nodo coinciden con las direc­
ciones caracterís ticas. 

Ei;;ta propiedad pertenece n~ solamente a toda familia de 00 2 

curvas de escala, sino también a familias más g!3nerales de cur­
vas. Si una familia de curvas posee la 'propiedad precedente, debe 
ser definida por una \3cuación diferencial de la forma . 

y" 
(1+y'2) ( a+~Y'+ly'2+b)"3) 

2( ~1'\+ey' +1'\y'2) (5) 

Esta familia representará curvas de escala únicamente si las 
seis funciones .a, (3, 1, b, ~e, '1 ele (x, y) satisfacen las dos ecua­
ciones diferenciales de segundo orden 

My=Nx 

ay+Na= bx + e;r.y + Nex+ eNx + M(b + ey + eN) (6) 

l' 

1, 
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donde M Y N están definidos por 
", 

(E2 + 4112) M = E( ex..~ 1) + 211(~ - l:» -411~x +2E11v - Ee~ - 211Ey, 

(E2 + 4112)N = - 211 ( ex. -1) + E(~ - l:» -2E11x - 41111r + 2118x -,EEr. 

(7) 
I 

Existen esencialmente 00 2 superficies, que poseen la misma 
familia ele 00 2 curvas de escala. Si la s~perficie ~ con el 013-

, mento Hn,eal (1) está representada sobre el plano 1t de manera 
que la ecuación diferencial (3)' representa las curvas d~ escala,. 
el elemento lineal dS' de cual.guier superficie ~, con las mismas 
curvas de escala debe estar dado por ' 

dS'2 = adS2 + bds2 • (8) 

donde a -¡-° y b son. copstantes. 

La clase de las curvas de escala es convertida en sí misma 
únicamente por el ,grupo conforme. 'Esto vale también para la3 
clases de curvas definidas por ecuaciones- dif'erenciales del ti-
pp (5). 

Obsérvese que los resultados de esta sección son válidos so­
lamente para el caso general en que la cúbica (4) no es degJ­
nerada. 

4. Curvas ele escala del tipo de velocidades. ,Si' las curvas 
pararriétricas de ~ no son or~ogonales, es decir, F :-j=- 0, la cúbica 
lugar geométrico (4) puede degenerar. en tres rectas, dos de las 
cuales son las tangentes a las curvas características corI'"e~pon­

dientes al .punto fijo y la otra, es la recta ,gen~r~l ' 

{9) 

" ' En esle caso las 00 2 , curvas de escala forman un sistema de 
velocidades. (Un sistema de velocidades se define en g(')neral por 
una ecuación diferencial de la forma y" = (1 + y'2) (lJl - y'(!») , 
donde <!> y lJl son funciones' arbitrarias de' x, y). Las 00 2 curvas 
de escala (3) forman un sistema de velocidades si y únicamente si 
se verifica 
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'Gy(E - G) =F(Ex+ Gx+2Fy) 

-Ex(E- G) =F(Ey+Gy+2Fx). 
(10). 

La 'ecuación diferencial de las 00 2 curvas de escala es en-
\ 

tonces 

(11) 

Si las curvas de escala forman úoo familia natl11'al, las cur­
vas característica~ constituyen ~na red isoterma. Si la familia 
de curvas de escala es un sistema completo de trayectorias iso­
gonales de una familia isoterma (conformal rectiliMar wex), las 
curvas E - G = constante y F = constante forman una red iso­
terma. 

, Un sistema de 00 2 curvas de escala puede ser del tipo cúbico 
(Lie-Liouv~lle) cuando y.únicamente cuando sea un sistema dé' 
velocidades. • I 

Si las curv~s paramétricas son ortogonales, o sea F = 0, 'la 
cúbica (4) únicamente puede deg,enerar si Oy=O o Ex=O. En 
tal caso la cúbica está formada por la tangente a una de las curvas 
características y por una cónica tangente a la otra curva caracte­
rística en el punto dado. Este caso puede también presentarse si 
,las curvas paramétricas no son ort,ogonales. 

Para -el caso en que F=O, las 00 2 curvas de escala forman 
un sistema de velocidades cuando Gv=Ex=O. La ecuación di­
ferencial (3) es entonces 

, 
1 i 

y" ,2(E-G) (l+y~) (Ey+y'G~). (12) 

En este cáso la cúbica (4) consta de las t~ngentes a las cur­
vas características correspondientes al punto fijo y de la recta 

(13) 

5. Cartogramas con escalas rectilíneas. - Vamos a determi­
nar la clase de superficies .:E para .las cua~es existe un mapa de 
.:E sobre el plano 1L tal que las curvas de escala coincidan con 
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la totalidad de las 00 2 rectas. Esta clase de superficies Z es 

dS2=ao(ydx-xdy)2+2(a1dx+bldy) (ydx-xdy) + 
+ a2dx2 + 2c2d:r;dy + b2dy2. (14) 

Para esta clase de superficies se encuentra 
, , 

H2 = (aOa2 - a12)x2 + 2( aOc2 - al bl)xy + (aOb2 - b12) y2 

+ 2( al c~ - a2bl )x + 2( al b2 - b1 c2) 'J' + ( a2b2 - C2
2 ). (15) 

La ?urvatl}.ra de Gauss G está dada por 

H4G=-2aoH2 +ao(c2
2 -a2b2) +a2b12 -2a1blc2+a12b2. (16) 

r por consiguiente, la curvatura de' Gauss G resulta se~ una función 
racional de x, y. 

En el caso general (14), las 00 1 rectas de escala correspon­
dientes a una escala dada son tangerites a una cónica. Variando 
es se encuentra que estas cónicas forman un sistema de cónicas 
homofocales, compuesto por cónicas c?n centro o por parábolas. 
según que :lea ao ~/= O, o ao = O. 
, Si la curvatura de Gauss G es constante, ella debe ser cero. 
En tal caso 'es ao = a~ = b1 = o. Esto significa que si la superficie 

I Z 'es de curvatura constante y las curvas de esca,Ia son todas lí­
neas rectas, Z es una superficie desarrollable y la repres-entación 
de ~ sobre 1t es el desarrollo de Z sobre 1t seguido de una 
transformación afín: A una escala dada es corresponde un haz de 
r,ectas paralelas. 

Por consiguiente, no 'existe UM representaci6n no conforme 
de la esfera o pseudo esfera sobre un plano tal que. las curvas de 
escala, coincidan con la totalidad de las 00 2 rectas del plano. De 
aquí se deduce que el único mapa, conforme o no, de una esfera 
sobre un plano tal que las curvas de escala sean líneas rectas en 
la proy,ección de Mercator en cuyo caso se tiene 'una simple in­
fi~idad de rectas paralelas como curvas de escala. 

CARTOGRAMAS CONFORMES 

6. Familias casi-isotermas. - Si el mapa T de Z sobre el 
plano 1t es conforme, se obtiene que la función de escala es es una 
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función elel punto x, y únicamente .. El cuaelraelo elel elemento li­
neal dS ele Z es ele la forma 

(17) 

La función ele escala () = dsjdS está elaela por () = e-'A(x,y). 
La curvatura ele Gauss G ele Z vale 

y la curvatura geoelésica Icele, una curva ele Z es 

le = y"-(1+y'2)(A'I'-y'Aa,). 

e'A(1+y'2) 3/2 

(18) 

(19). 

Como () se supone que no es una constante, se eleeluc;:e que 
en los carlogramas conformes hay siempre 00 1, curvas de escala. 

Toda 'familia ele 00 1 curvas en 'l! o en Z puede representar 
las curvas ele escala de un mapa conformeT sobre el plano 'l!' 

de cualquier superficie Z' ele una cierta clase. Diremos que lUla 
familia de 00 1 curv~s es casi-isoterma si ella re,presenta las cur­
vas de escala de un mapa' conforme de, una superficie Z sobre 
un plano 'l! de manera que la curvatura de Gauss G sea constant-e 
a lo largo ele las curvas de escala. 

Una familia de curvas f(x, y) , cte. es casi isoterma' si y 
solamente si f satisface la ecuación en derivadas parciales de 
cuarloorden 

( f,~-I ~)[(f,ix-f"f,¡)(f,,"+f,,) l] ~O. 
, , ax x ay (f D f D) ((1 2 + f 2) ) 

, '1' Da:; - x Dy x "( , 

(20) 

En este caso es posible encontrar' una función A = A(I) tal 
que ~ satisfaga a una ecuación en derivadas parciales de s~gundo 
orden de la forma 

(21) 

lo cual justifica el nombre adoptado de familias casi-isotermas. 
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El, logaritmo de la función de escala c5 satisface también a una, 
ecuación diferencial de la misma forma. 

Si 'A satisface a una eeuación diferencial de la ,forma (21), 
'A(x,y)=c define, una familia casi-isotermá' de curvas y e se 
llama ,el 'parámetro álsi~isotermo. 

7. Familias isotermas y familias paralelas de tipo casi­
isotérmico. Toda familia isoterma es casi-isoterma; pero no toda 
familia ca~i-isoterma es isoterma. Por ejemplo' la familia de 
elipses semejantes x2 + 2y2 = cl'e. es casi-isoterma, pero no es 
isoterma. 

Si las,ool curvas de escala de un mapa conforme de u/w 
superfic'iB ,S sobre un plclIlo 1t fo'l'ma un sistema isotermo tal gue 
la cu/;vatura de Gauss G g;ea constante a lo largo de toda curva 
de escala, ;E es o bien desarrollable} o bien aplicable sobre una 
superfidi~ de revolución. 

.. En el primer caso las curvas de escala pueden ser cualquier 
familia isoterma (y -el mapa ,conforme es de carácter perfecta­
mente genéral), mientras qUG en -el segundo caso las curvas de 
escala. deben ser o rectas .paralelas o círculos ~oncéntricos (y el 
mapa conforme es de carácter especial). 

Una familia casi-isoterma en el. plano 1t está formada por 
'curvas paralelas únicamente cuando consiste en rectas paralelas o 
en círculos concéntrjcos. La superficie asociada ;E debe ser o 
desarrollable .o aplicable sobre una superficie de revolución. 

Si una superficie desarrollable ;E está representada confor­
memente sobre un plano 1t con curvas de escala paralelas, la re-o 
presentación o mapa T es igual al producto del desarrollo de 
;E sobre 1t por una de, las transformaciones U = un, U = log U" 

U=,eu (donde u=x+iy, v--.:..x-iy son las coordenadas míni­
mas de un punto), seguido de una semejanza. Esto es completa-' 
mente diferente a lo que ocurre en el caso isotermo donde la 

,representación conforme es compJ.etamente arbitraria. 
Si una superficie ;E de curvatura de Gauss G constante, dis­

tinta de cero, está representada conformemente sobre el plano 1t ' 

con curvas de escala isotermas o paralelas, estas curvas de escala 
, deben ,ser rectas paralelas o círculos concéntricos. Por tanto los 

únicos mapas conformes de la esfera sobre un piano con curvas ' 
de escala paralelas ó' isotermas son la proyección de M ercat.o" 
(con curvas' de escala rectilíneas), y las proyecciones estel'eogl'lÍ- ¡ 
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ficas y de Lambert (con escalas pirculares) seguidas de una se­
mejanza. 

8. Representaciá.n conforme parcialmente geodésica. - Un fa­
moso teorema de Beltrarili establece ,que si una superficie ..s se 
puede representar blunívocamente sobre un plano de manera que 
sus 00 2 geodésicas se r~presenten sobre las 00 2 rectas del plano, 
la superficie ..s tiene curvatura de Gauss constante. Vamos. ahorá. . 
a 'estudiar lo que ocurre cuando no todas las geodésicas e~tán re­
presentadas por rectas. 

KASNER ha demostrado que en cualquier' representación b~u­
nívoca de una superficie ~ sobre un plano 1t (o, más generalmen­
te, sobre otra superficie ..s'), existen a lo l?umo 3 00 1 geodésicas 
que es tén representadas por r·ectas (o por geodésicas de ..s'), a 
no ser que lo estén todas. 

En una representación o mapa conforme, haya lo sumo 
00 1 geodésicas de..s a las que corresponden rectas de 1t (puesto 
que a las 2 00 1 líneas mínimas de ..s ya corresponden las 2 00 1 

líneas mínimas de 1t). KASNER ha demostrado que un mapa con­
forme transforma exactamente 00 1 geodésicas de ..s en rectas de 
1t, las curvas de escala de la representación deben formar una 
familia de curvas paralelas y la familia de sus curvas ortogonales. 
es la familia de geodésicas mencionada. . 

Si una superficie ..s de curvatura de qatiss constante está 
'representada conformemente sobre un plano 1t de '. manera que 

00 1 g.eodésicas de ~ estéli represiJIvtadas por l1eclas de 1t, lal!t 
curvas de escala son rectas paralelas o círculos concéntricos. 

Para 'el caso de Una superficie desarrollable o de una esfera, 
estos mapas son los descritos en el n. o 7. 

Es imposible representar conformemente una esfera sobre un 
plano ele manera que los 00 2 círculos máximos se transformeñ 
-en rectas. Las tres representaciones clásicas, ,estereográfica (de 
Ptolomeo), Mercator y de Lambert son las' únicas representacio~ 
nes conformes que transforman el máximo número posible (00 1 } 

de geodésicas en líneas rectas. 

9. ,Familids casi-isotermas de reCtas y círculos. - Lagrange,> 
demostró que las únicas familias de 00 1 rectás o círculos que. SÓl~ 
isotermas ·son los haces. Nuestra generalización de este resultado 
es la siguiente: . 
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Las únicas familias de 00 1 rectas, o 00 1 círculos, que son 
de tipo cas~-isotermo son los haces. La superficie 'asociada '.:E 
debe ser o desarrollable 10 aplicable sobre una superficie de re­
volución. 

I Si una superficie desarrollable .:E' está representada confor­
memente sobre un plano 1t de manera .. que las curvas de escala 
sean rectas o círculos, la representación es el producto de un 
desarrollo de ..:s sobre 1t seguido de una de las transformacio­
nes U = un, U = log u, U =eU y de unasemej.anza. 

El único mapa conforme de la esfera sobre el plano cuyas 
curvas de escala son rectas, es la proye(:ciónde Meroator (segui­
da de una semejanza). Los mapas conformes de la esfera sobre\ el 
plano con curuas de escala circulares son la proyección, estereo­
gráfica (Ptolomeo) y ¿a,de Lambert (seguidas de una 'semejanza). 

10. Caracterización de lás superficies aplicables sobre su­
perficies de revolución. - Puesto que vamos a ocuparnos ahora 

, principalmente de las superficies de revolución, es convenietite 
introducir la siguiente terminología. Una superficie esferiforme 
(sphere-lilce surfae,.e) ' será una superficie ele curvatura de Gauss 
constante, diferente de oero. Una superficie vasiforme (vase-lilce 
surf,ace) será cualquier s~perficie aplicable sobre una superficie 
de revolución con curvatura de Gauss variable. Por tanto, toda 
superficie aplicable sobre una superficie de revolución puede ser 
desarrollable, esferiforme o vasiforme. Estas tres clases se ex­
cluyen mutuamente. 

Adoptando coordenadas mínimas u = x + i y, v = x - i y, se 
ve fácilmente que si una superficie .:E está representada confor­
memente sobre un plano 1t, el. cuadrado de su elemento lineal es­
tá dado por ll' 

dS2 = 2e).,(u,v) du dv.' (22) 

La ,escala o=ds/dS está dada por o=e-).,/2/ Y2 y la curva-
l -~rn~G~~v~ , , 

(23) 

La condición para que la superficie sea desarrollable es 

. ' 
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AUV =0 y las co.ndicio.nes para que sea esferifo.rme so.n Auuv­

Au A¡¡v = O Y Auvv - Av A'uv = O. 
Una superficie ·Z can el elemento lineal (22) es vasiforme 

cuando y únicamente cuando se. satisfabe idénticamente el si­
guiente sistein.a de dos. ecuaciones en derivadas parciales de cuar­
to orden. 

Esta es,esencialmente, la fo.rma analítica de un teo.rema de 
KASNER que afirma que las única's superficies co.n un sistema iso.­
termo. de geo.dé~icas so.n aquellas aplicables so.bre una superficie 
de revo.luciÓn. En tal caso., el sistema iso.termo. de geo.désicas es 
v'=Gu/Gv• '. 

En toda superficie vasiforme Z representCf-da confarmemente 
sobr,e un plano 1t, si las curvas de escala A= cte. coinciden con la 
faTJLilia G = cte., las curvas de escala son rectas paralelas o círcu­
los concéntricas~ Si las curvas' G=cte. famwn una faT~nilia de 
curvas paralelas del plano 1t, ellas coinciden con las éurvas de es­
cala A = cte. y por cansiguiente san líneas reotas· o círculos con-
céntricos.' . I 

Este teorema es una consecuencia de las condicio.nes (24) 
(lara superficies vasifo.rmes y de los teoremas mencionado.s en 
el n. 7. 

11. Superficies' vasiformes para las cuales existen m,apas 
canfarme!! tales, que las CU1'vas de escala formas sistemas isater­
mos que no son ni rectas paralelas ni círculas concéntricos.­
Las razo.nes po.r las cuales no.s vamos a restringir a superficies 
vasifo.rmes son las sigui~htes. Sea ~ una superficie aplicable So.­
bre una superficie de re~olución; ella será desarrollable, esferi-
fo.rme o. vasifo.rme.' . 

Si Zes desarrollable, en cualquier mapa de la misma so.­
bre un plano. las curvas de escala fo.rman una familia iso.terma. 
Inversamente, cualquier sistema iso.termo. de curvas puede servir 
co.mo. sistema de curvas de escala de un mapa co.nfo.rme de al­
guna superficie desarro.llable sobre un plano.. 
. Hem,os demostrado que si una superficie esferifo.rme está 

representada co.nformemente so.bre un plano de manera que las 
, . 

.. 
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curvas de escala formen una familia isoterma, estas Cill'vas de 
escala deben ser o rectas paralelas o círculos concéntricos. 

Queda así justificada nuestra limitación a superficies vasi­
formes. El sistema isotermo de las curvas de escala no debe con­
sistir 'en rectas paralelas ni ,en círculos concéntricos, pues es bien! 
conocido qUe toda superficie aplicable sobre una superficie de 
r,evolución puede representarse conformemente sobre un plano 
de manera que las curvas de escala sean rectas paralelas o círcu­
los eoncéntri90s. 

Los. dementos lineales d3 todas las superficies vasiformes 
pam las cuales ,existen mapas de las mismas tales que las curvas 
de escq.la formen sistemas' isoterlYws que no sean rectas para'lelas 
ni círculos concéntricos~ pueden ser reducidos, mediante conve-
nientes transformaciones; a los siguientes. tipos: ' 

ceUV 

dS2=--dudv 
(uv)n 

2ef(u)tg(v) 

dS2 = ( )2 dudv u+v 
/ 

tlS2 = [( lzu+b ) ( cv+d) JC n-2) du dv, 'donde 11, ,-/= 0,2 
. (u+v)'n • 

c(uv)Cn-2)f2 ' 
dS2= , ) du dv, donde n -/=0,2 

, (U+1) /1 

dS2= c(uv)" dudv, donde lé,-/=o, n-2, 
(uv-1)n 

c[ u 1+ib v1-ib yn-2,'/2 
dS2 . . dudv, donde b ,-/= ° ' . (u+v)n 

,(25.,1) 

(25.2) 

(25,3) 

(25.4) 

(25.5) 

(25.6) 

(25.7) 

En el campo real hay esencialmente siete tipos de tales su­
perficies vasiformes, pero en el campo imaginario únicamente hay 

."" 
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seis tipos : los dos últimos (25.6) y (25.7) son equivalentes por 
una transformación conforme imaginaria. 

Columbia University 
New York, New York (U. S" A.) 
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