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1. Introduccién. — KASNER y el autor han estudiado la geo-
melria de las curvas de escala en una cartografia general. Vamos

S, , P
a presentar aqui un resimen de nuestra obra precedente y de los
nuevos resultados obtenidos sobre el mismo tema. Véase la biblio-

grafia al findl del articulo. ’ ‘

Indicaremos por (x,y) las coordenadas curvilineas generales
de un punto sobre una superficie & y también las coordenadas
cartesianas sobre un plano =n. El cuadrado del elemento lineal dS

de X es
dS2 = E(z, y) do? - 2F(z, y) dody + Gz, y) dy® (1)

‘donde H2=FEG—F2>01y el cuadrado del elemento lineal ds
de 7 es ds?=dx2+4dy2. Esto define una transformacién T en-
tre los puntos de & y los de = tal que puntos correspondientes
son aquellos y solamente aquellos representados por las mismas
coordenadas: A toda representacion particular de la superficie X
sobre el plano n le llamaremos un cartograma. Por tanto, un
" cartograma depende no sélo de la superficie X sino también
de la transformacién T. El cartograma se_dird conforme o no -
conforme, segun lo sea la transformacién T.

La funcidn -de escala 6=ds/dS es la razén entre los ele-
mentos de arco de curvas correspondientes en’ 7 y en X respec-
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tivamente, respecto la transformacién T. Esta definida por la
foérmula

62 — (ﬁ)g_% o ()
- "~ E4+2Fy Gy - s
donde el &pice indica la derivada respecto z. En general, ¢ de-
pende no solamente del punto (z, y) sino también de la pendiente
y'. Unicamente es independiente de la direccién si T es conforme. . -
La escala o se reduce a una constante Gnicamente en el caso en
que & es desarrollable y'la transformacién T es el desarrollo
de .2 sobre 7 seguido de una semejanza en . -

Una curva de escala es un lugar de puntos de X o de =
para los cuales la escala o toma un mismo valor. La totalidad
de las curvas de escala para un cartograma dado estd definida
por c=constante. Para un cartograma no conforme existen o2
curvas de escala. Para un cartograma conforme existen ! curvas
de escala, excepto en el caso de degeneracion ya mencionado en
que cualquier curva es una curva de escala. En lo sucesivo omiti-
remos este caso degenerado, de manera que Supondremos que G
ec siempre una funcién no constante. . !

Este articulo se refiere al estudio de la geometria de las

, curvas de escala en el plano n. Consideraremos teoremas generales

referentes a curvas de escala para los dos casos de carlogramas
conformes .y no conformes

CARTOGRAMAS . NO . CONFORMES

2. La ecuacion diferencial de las =2 curvas de escala. —
Puesto 'que la representacion T de X sobre = no es conforme,
se deduce que la funcién de escala ¢ es una funcién del elemento
lineal (z,y,y’), donde y’ estd presente exphmtamente Por tanto,
en los cartogramas no conformes hay szempre o2 curvas de
escala.

Eliminando la constante o de la ecuacién (2) por derivacién,
encontramos que la ecuacién diferencial de nuestras o2 curvas
de ‘escala es )

o,":<1+y’2>fEm+y'<Es'+2Fm>+y'2<2Fy+Gw>+.y'3Gy], 3)

2[—F+y (E—G)+yF] ,
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No todo sistema de 2 curvas puede representar las curvas
de escala ‘de un cartograma no 'conforme, puesto que segtn (3)
debe existir una relac1on algcbrmca especial entre sus primeras
derivadas.

De (3) se observa que hay tres direcciones de inflexidn y
dos direcciones casplclales para las curvas de escala. Las direc-
ciones cuspidales son siempre orlogonales y coinciden con las
direcciones. caracteristicas. Segtin un teorema de TISSOT las di-
recciones caracleristicas son las de la anica red ortogonal sobre =
que por una transformacion no conforme T se convierte en una
red‘ ortogonal sobre X.

8. Caracterizacion del sistema de «? curvas de escala. —-
Sean (X,Y) las coordenadas cartesianas relativas-al punto {z,y),
del centro de curvatura de una curva de escala en el punto (z,y).
Para un punto fijo (x, y), los centros de curvatura correspondien-'
tes (lugar de los centros) de las ! curvas de escala que pasan
por el punto fijo, describen la cibica ’
G, X8 — (2F,+ G,)X?Y + (E,+ 2F.)XY? —E, Y3

+2[—FX2 4+ (E— G)XY 4 FY?]=0. x (4)

El lugar de los centros de curvatura (lugar de los cenlros) es
una cibica general que tiene un podo en el punto fijo (x,v) y las
direcciones de las tangentes en el nodo coinciden con las direc-
ciones caracteristicas.

Esta propiedad pertencce no solamente a toda familia de o2
curvas de escala, sino también a familias mas generales ds cur-
vas. Si una familia de curvas posee la prop1edad prececlente, debe
ser definida por una tcuacién diferencial de la forma

gr = (LAY (et By byt )
2(—n+-ey'+ny’?)
Esta familia representard curvas de escala unicamente si las

seis funciones «, B, v, d,.¢, n de (x,y) satisfacen las dos ecua-
ciones dlferencmles de segundo orden

M,=N,
+Nu—6 +ely+Ne +eN, +M(6+8y+sN) (6)
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donde M y N estan definidos por

(52 + 4"12)M = E(“‘_ 'Y) + 271([3 —9) —4nn, +2en, — g€p— 2ney,
(e2 +4n2)N = — 2n(a — ) +&(B — 8) —2en, — 4nn, +2ne, —8e,.
M
)

Ezisten esencialmente o2 superficies que poseen la misma
familia de oo® curvas de escala. Si la superficie X con el ele-
" mento lineal (1) estd representada sobre el plano = de manera
que la ecuacién diferencial (3) representa las curvas de escala,
el elemento lineal dS’ de cualguier superficie £’ con las misnas
curvas de escala debe estar dado por

dS2 = adS? + bds? " ‘ (8)

donde a*/-0 y b son constanles.

La clase de las curvas de escala es convertida en si misma
tnicamente por el grupo conforme. -Esto vale también para las
clases de curvas definidas por ecuaciones diferenciales del ti-
po (5).

Obsérvese que los resultados de esta seccidén son validos so-
lamente para el caso- general en que la.ctubica (4) no es dege-
nerada.

4. Curvas de escala del tipo de velocidades. Si'las curvas
pararriétficas de X no son ortogonales, es decir, F /=0, la cibica
lugar geoméirico (4) puede degenerar en tres rectas, dos de las
cuales son las tangentes a las curvas caracteristicas correspon-
dientes al punto fijo y la otra es la recta general

G, X + E-Y — 2F =0. . {9)

- "En esle caso las =2 curvas de escala forman un sistema de
velocidadés. (Un sistema de velocidades se define en general por
una ecuacién diferencial de la forma y”= (14 y2) (b —y'D),
donde ¢ y ¥ son funciones arbitrarias de x,y). Las 2 curvas
de escala (3) forman un sistema de veloc1dades Sl y unicamente si

- se verifica
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G(E— G)=F(E,+G,+2F,)

, (10).
——Ez(E——G,)zF(EY—l—Gy—l—ZFm)._ ‘
La -ecuagién diferencial de las o2 curvas de escala es en-

tonces
. §

1,. . A N
" — ﬁ (1 + y'2) (—Em + y'Gy). (11)

Si las curvas de escala forman una familia natural, las cur-
vas caracleristicas constituyen una red isoterma. Si la familia
de curvas de escala es un sistema completo de trayectorias iso-
gonales de una familia isoterma (conformal rectilinear wex), las
curvas F — G=constante y F =constante forman una red iso-
terma. ~ :

~ Un sistema de o2 curvas de escala puede ser del tipo cibico
(Lie-Liouville) cuando y unicamente cuando sea un sistema dé’
velocidades. . ,

Si las curvas paramétricas son ortogonales, o sea F =0, la
ctbica (4) unicamente puede degenerar si G,=0 o Ez=0. En
tal caso la ctibica estd formada por la tangente a una de las curvas
caracteristicas y por una cénica tangente a la otra curva caracte-
ristica en el punto dado. Este caso puede también presentarse si
las curvas paramétricas no son ortogonales.

Para el caso en que =0, las o2 curvas de escala forman
un sistema de velocidades cuando G,=E;=0. La ecuaci6n di-
ferencial (3) es entonces

N
'
. \

1 \
' L — 2 ) Y. (12
y 2(E—G) (1+y%) (By+yGz)- (12)
En este caso la ctibica (4) consta de las tangentes a las cur-
vas caracteristicas correspondientes al punto fijo y de la recta

—GX+EY+2E—=G)=0. - (13)

5. Cartogramas con escalas rectilineas. — Vamos a determi-
nar la clase de superficies & para.las cuales existe un mapa de
2 sobre el plano = tal que las curvas de escala coincidan con
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la totalidad de las o2 rectas. Esta clase de superficies X es

dS? = ag(ydz — zdy)? + 2(ayde+ bydy) (ydz — ady) +
+ a,dx? + 2codady + bydy?. (14)

Para esta clase de superficies se encuentra

H? = (ay0, — a,2)x? + 2(aocy —asby)zy ‘+ (agbs — by2)y?

+ 2((110'2 — azbl)m + 2(a1b2 —_ blcz)y + (a2b2 —_— 022)\. (15)

La curvatura de Gauss G estd dada por

H4G = 2a0H2 + 00(022 - a2b2) “I‘ agblz - 2alblc2'+ alzbz. (16)

por consiguiente, la curvatura de Gauss G resulta ser una funcién
racional de x,y. | .

En el caso general (14), las o1 rectas de escala correspon-

dientes a una escala dada son tangentes a una conica. Variando
¢ se encuentra que estas conicas forman un sistema de cbnicas
homofocales, compuesto por cénicas con centro o por paréibolas,
segin que sea a,-/=0, 0 ay=0.
. Si'la curvatura de Gauss G es eonstante, ella debe ser cero.
En tal caso es ay=a;=>0,=0. Esto significa que si la superficie
= es de curvatura constante y las curvas de escala son todas li-
neas rectas, X es una superficie desarrollable y la representacién
de X sobre w es el desarrollo de = sobre = seguido de una
transformaci6n afin. A una escala dada o corresponde un haz de
rectas paralelas. .

Por consiguiente, no existe una representacién no conforme
de la esfera o pseudoesfera sobre un plano tal que. las curvas de
escala. coincidan con la totalidad de las 2 rectas del plano. De
aqui se deduce que el tnico mapa, conforme o no, de una esfera
sobre un plano tal que las curvas de escala sean lineas rectas en
la proyeccién de Mercator en cuyo caso se tiene una simple in-
finidad de rectas paralelas como curvas de escala.

CARTOGRAMAS CONFORMES

6. Familios casi-isotermas. —Si el mapa T de X sobre el
plano 7 es conforme, se obtiene que la funcidn de escala o es una
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funcién del punto z,y tnicamente. El cuadrado del elemento li-
neal dS de X es de la forma

dS2 = eNey) (dz? + dy?). (17)

La funcién de escala s =ds/dS est4d dada por o=eXNzy),
La curvatura de Gauss G de X vale

G=—e 2@ (\p+\yy) ' (18)

y la curvatura geodésica & de una curva de = es

. y”—(l—i—y’2) ()‘ ”—y')‘m) \
- ex(1+y'2)va/2 ) (19)

Como o se supone que no es una constante, se deduce que
en los cartogramas conformes hay siempre ot curvas de escala.

Toda familia de ! curvas en © o en. & puede representar
las curvas de escala de un mapa conforme T sobre el plano =
de cualquier superficie =" de una cierta clase. Diremos que una
familia de ool curvas es casi-isolerma si ella representa las cur-
vas de escala de un mapa conforme de.una superficie = sobre
un plano = de manera ‘jue la curvatura de Gauss G sea constante
a lo largo de las curvas de escala:

Una famzlza de curvas f(=, y)_ctv es casi isolerma si y
solamente si f satisface la ecuacion en derivadas parciales de
cuarto orden

(Fras — o) ((Fazt 1) )
(Fvas —foz) ((Fa2 1))

) y
(Frg—te 3) =0.  (20)

En este caso es posible encontrar una funcién X=X\(f) tal
que \ satisfaga a una ecuacién en derlvadas parciales de segundo
orden de la forma

o A0, (21)

’

lo cual justifica el nombre adoptado de familias casi-isotermas.
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E} logaritmo de la funcién de escala o satisface también a una

ecuacion diferencial de la misma forma.

Si X satisface a una ecuacién diferencial de la -forma (21),

X z,y)=c define una familia casi-isoterma de curvas y ¢ se
- llama el pardmetro casi-isotermo.
7. Familias. isotermas y familias paralelas de tipo casi-
isotérmico. Toda familia isoterma es casi-isoterma, pero no toda
familia casi-isoterma es isoterma. Por ejemplo la familia de
elipses semejantes 2+ 2y?=cle. es casi-isoterma, pero no es
isoterma.

Si las 1 curvas de escala de un mapa conforme de una
superficie X sobre un plano © forma un sistema isotermo tal que
la curvatura de Gauss G sea constante a lo largo de toda curva
de escala, X es o bien desarrollable, o bien aplicable sobre una
superficie de revolucion.

En el primer caso las curvas de escala pueden ser cualquier
familia isoterma (y el mapa conforme es de cardcter perfecta-
menle general), mientras qus en ‘el segundo caso las curvas de
escala deben ser o rectas paralelas o circulos concéntricos (y el
mapa conforme es de caracter especial). .

Una familia casi-isolerma en el.plano m estd formada por
‘curvas paralelas unicamente cuando consiste en rectas paralelas o
en circulos concéniricos. La superficie asociada X debe ser o
desarrollable o aplicable sobre una superficie de revolucidn.

Si una superficie desarrollable X' esti representada confor-

memente sobre un plano = con curvas de escala paralelas, la re--

presentacién o mapa T es igual al producto del desarrollo de

2 sobre m por una de.las transformaciones U=ur, U=logu.

U=ev (donde u=z+1y, v=2—iy son las coordenadas mini-

mas de un punto), seguido de una semejanza. Esto es completa- -

mente diferente a lo que ocurre en el caso isotermo donde la
. representacién conforme es completamente arbitraria.

Si una superficie X de curvatura de Gauss G constante, dis-
tinta de cero, estd representada conformemente sobre el plano =
con curvas de escala isotermas o paralelas, estas curvas de escala

- deben ser rectas paralelas o circulos concéntricos. Por tanto los

unicos mapas conformes dz la esfera sobre un plano con curvas -

de escala paralelas o isotermas son la proyeccion de Mercator
(con curvas de escala rectilineas), y las proyecciones estereogrd-
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ficas y de Lambert (con escalas circulares) sequidas de una se-
mejanza. :

8. Representacidn conforme parczalmente geodésica. — Un fa-
moso teorema de Beltrami establece que si una superficie &' se
puede representar biunivocamente sobre un plano de manera que
sus o2 geodésicas se representen sobre las o2 rectas del plano,
la superficie X tiene curvatura de Gauss constante. Vamos ahora
a estudiar lo que ocurre cuando no todas las geodésicas estin re-
presentadas por rectas.

KASNER ha demostrado queen cualquier'representacién biu-
nivoca de una superficie &' sobre un plano = (o, méas generalmen-
te, sobre otra superficie X’), existen a lo sumo 3 ! geodésicas
que estén representadas por rectas (o por geodésicas de '), a
no ser que lo estén todas.

En una representacién o mapa conforme, hay a lo sumo
ol geodésicas de X a las que corresponden rectas de = (puesto
que a las 2 ool lineas minimas de X ya corresponden las 2 o1
lineas minimas de 7). KASNER ha demostrado que un mapa con-
forme transforma exactamente ! geodésicas de X en rectas de
n, las curvas de escala de la representaciéon deben formar una
familia de curvas paralelas y la familia de sus curvas ortogonales.
es la familia de geodésicas mencionada.

Si una superficie & de curvatura de Gauss constante esld
‘representada conformemente sobre un plano n de manera que
ol geodésicas de X estén representadas por rectas de m, las
curvas de escala son rectas paralelas o circulos concéntricos.

Para el caso de una superficie desarrollable o de una esfera,
estos mapas son los descritos en el n.o 7.

Es imposible representar conformemente una esfera sobre un
plano de manera que los 2 circulos maximos se transformen
en rectas. Las tres representaciones clisicas, estereografica (de
Ptolomeo), Mercator y de Lamberl son las dnicas representacio-
nes conformes que transforman el méximo numero posible (oo1):
de geodésicas en lineas rectas.

9. .Familids casi-isotermas de rectas y circulos. — Lagrange;
demostré que las tnicas familias de ! rectas o eirculos que son;
isotermas -son los haces. Nuestra generahzacmn de este resultado.
es la siguiente:



— 71 — Ty

" Las dnicas familias de ! rectas, o »! circulos, que son
de tipo casi-isotermo son los haces. La superficie asociada X
debe ser o desarrollable oo aplicable sobre una superi'lcm de re-
volucién.

Si una superficie desarrollable X estéd representada confor-
memente sobre un plano = de manera que las curvas de escala
sean rectas o circulos, la representacién es el producto de un
desarrollo de X sobre = seguido de una de las transformacio-
nes U=un, U=logu, U=e* y de una semejanza.

El unico mapa conforme de la esfera sobre el plano cuyas
curvas de escala son recias, es la proyeccion de Mercator (segui-
da de una semejanza). Los mapas conformesde la esfera sobre el
plano con curvas de escala circulares son la proyeccion. estereo-
grdfica (Ptolomeo) ylade Lambert (seguidas de una semejanza).

10. Caracterizacién de las superficies aplicables sobre su-
perficies de revolucién. —Puesto que vamos a ocuparnos ahora
principalmente de las superficies de revolucién, es conveniente
introducir la sigujente terminologia. Una superficie esferiforme
(sphere-like surface) seri una superflcle de curvatura de Gauss
constante, diferente de cero. Una superficie vasiforme (vase-like
surface) serd cualquier superficie aplicable sobre una superficie
de revolucién con curvatura de Gauss variable. Por tanto, toda
superficie aplicable sobre una superficie de revolucién puedas ser
desarrollable, esferiforme o vasiforme. Estas tres clases se ex-
cluyen mutuamente. .

Adoptando coordenadas minimas u=x-1iy, v=x—1y, se
ve facilmente que si una superficie = estd representada confor-
- memente sobre un plano 7, el cuadrado de su elemento lineal es-

ta dado por : L ‘

dS2? =2eMuv) dy do. (22)

La escala o =ds/dS esté. dada por oc=¢N2/}2 Y2 y1a curva-
tura de Gauss vale

G=—e),,, (28)

La condicién para que la superficie sea desarrollable es
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Apw=0 y las condiciories para que sea esferiforme son X\, —
)‘u }\uv:O y Xu'uv v Lw O

Una superficie = con el elemento lineal (22) es vasiforme
cuando y dnicamentz cuando se salisfa¢e idénticamente el si-
gquiente sistema de dos. ecuaciones en derivadas parciales de cuar-
to orden.

G.u!l va__. 1 Gu!l Guv —_ A )‘11 ’
6 e ale e)Ta & @

Lsta es, esencialmente, la forma analitica de un teorema de
KASNER que afirma que las tinicas superficies con un sistema iso-
termo de geodésicas son aquellas aplicables sobre una superficie
de revolucidn. En tal caso, el sistema isotermo de geodeswas es
v'=G,/G,.

En toda superfww vasiforme X representada conformemente
sobre un plano =, si las curvas de escala = cte. coinciden con la
familia G=cte., las curvas de escala son rectas paralelas o circu-
los concéntricos. Si las curvas’ G=cte. forman una familia de
curvas paralelas del plano =, ellas coinciden con las curvas de es-
cala A=cte. y por consiquiente son lineas rectas o circulos con-
céniricos.

Este teorema es una consecuencia de las condiciones (24)
para superficies vasiformes y de los teoremas mencionados en
el n. 7.

11. Superficies* vasiformes paro las cuales existen mapas
conformes tales. que las curvas de escala formas sistemas isoter-
mos que no son ni rectas paralelas ni circulos concéntricos. —
Las razones por las cuales nos vamos a restringir a superficies
vasiformes son las siguifates. Sea = una superficie aplicable so-
bre una superficie de revolucion; ella serd desarrollable, esferi-
forme o vasiforme. '

Si X es desarrollable, en cualquier mapa de la misma so-
bre un plano las curvas de escala forman una familia isoterma.
Inversamente, cualquier sistema isotermo de curvas puede servir
como sistema de curvas de escala de un mapa conforme de al-
guna superficie desarrollable sobre un plano.

Hemos demostrado que si una superficie esferiforme estd
representada conformemente sobre un plano de manera que las

\]
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curvas de escala formen una familia isolerma, estas curvas de
escala deben ser o rectas paralelas o circulos concéntricos.

Queda asi justificada nuestra limitacién a superficies vasi-
formes. El sistema isotermo de las curvas de escala no debe con-
sistir en rectas paralelas ni.en circulos concéntricos, pues es bien:
conocido que toda superficie aplicable sobre una superficiz de
revolucién puede representarse conformemente sobre un plano
de manera que las curvas de escala sean rectas paralelas o circu-
los concéntrigos.

Los .elementos lineales de todas las superficies vasiformes

para las cuales existen mapas de las mismas tales que las curvas
de escala formen sistemas isotermos que no sean rectas paralelas
ni circulos concéntricos, pueden ser reducidos, mediante conve-
nientes transformaciones, a los siguientes. tipos:

§

ceuv

dS?= (avys du dv | (25.1)
dSz = —%ﬁ udv (25. 2)
82 = [(&uJ’Z&(:Z;d)]("—z) dudv, donde n--02  (25,8)
dSz= (ij:;n du dv, dc;nde n % 0,2 . (25. 4)
.:lS"2 = %‘du dv, donde n-/-0,2 ; (25.5)
dSz= % dudv, . donde k-0, n— é, (25 6)
Sz = s i-yo-s dudv, 'donde b0 (25.7)

(utv)n

En el campo real hay esencialmente siete tipos de tales su-
perficies vasiformes, pero en el campo imaginario inicamente hay
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seis tipos: los dos wltimos (25.6) y (25.7) son equivalentes por
una transformacién conforme imaginaria.
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