
SOBRE EL AXIOMA DE LAS SUCESIONES NO 
'CONVERG.ENTES EN ALGUNOS ESPACIOS 

TOPOLOGICOS LINEALES (*) 

,por LEOPOLDO NACHBIN 

I~é,~urné. Parmi les axiomes les plus ÍIllportants de la théoríe des espaces 
topólogiques, ou la notion fondamentale est cell{) ae limite d 'une suite dénom
brable, on trouve 1 'axiome suivant: si une suite de points ne converge pas vers 
un p'oint, elle, conticnt une certaine sous-suite dont aucune so~s-suite ultérieure 
ne converge vers ce point. En considérant l'en'semble des notions de limite, 
qu 'on peut introdúire dans un meme espace abstrait, comme un systeme par
tiellement ordonné a la fa~ori usuelle, on trouve que cet axiome est completement 
multiplicatif; ét, toutefois,' qu 'il n 'es't pas additif. J!ln employant un théoreme 
démontre dans un autre article [Référenee (G)], donnant une condition né
cessaire et suffisante pour que cet axiom~ soit' satisfait par la topologie union 
d 'une suite' dénombrable de topologies normées dans un meme espace linéaire 
[Théoremes 1 et 2], on tl;ouve une condition necéssaire ~t suffisante, (TlIéoreme 
3] et des conditions suffisantes [Th,éoremes 4 et 5] pour que cet axiome soit 
satisfait dans une certaine catégoríe d 'espaces topologiques linéaires dont les 
points sont des suitas de nombres [Cette catégorie comprend 1 'espa~e des fonc
tions 11Olbmo~'phes sur un cercle fermé donné; l 'espace des fonctiolls entieres 
de type exponentiel plus petit qu 'une valeur positive donllee; 1 'eapace des 
fonctions entieres d 'ordre plus petit qu 'une valeur positive donnée]. On con
sidere au&si 1 'espace des fonctions holomorphes sur un ensemble fermé ([onné 
[Théoreme 6], 

1. Intro'ducción~ Consideremos un espacio lineal E sobre el 
cuerpo ,de los números \(reales o complejos) (1). Por una norma 
en, E entenderemos una función 4>(x) unívoca, definida en E, 
con valores en el intervalo cerrado 0- + 00 (2), tal que: 

(*) Trabajo recibido por la Uni6n Matemática Argentina el día 22 de Ju
. lio de 1946. 

(1)' Sobre los axiomas de un tal espacio, ver S. BANACH, Théol'ie des ope
j'ations Unéaires, p, 26, Warszawa, 1932., 

(') Usualmente (BANACH, loe. cit. p. 53) se consideran nonnas, pj'opias, 
es decir, normas que tonien solamente valores no vegativos finitos. Esta res
tricci6n es superfl~a para nuestro objeto. 

, ¡ 
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L <1>(&) =0, '<I>(x) >0 si x~j=&, 

2. </>(x1 + x2 ) < <1>(x1) + <I>(x2), 

3. <J>(ax}=JaJ </>(x) si a=-j=O, x =-j= &, 

donde Xv x 2 , X son puntos de E, &es un origen de E ya es 
Uh número. Toda norma <I>( x) en E induce una topología límite 
T 'en E (es decir, una noción de «una sucesión de puntos ('le E 
tiende según T, hacia un purito de E») definida del modo usual: 
siendo xm'EE (m=0,1,2, .. . ), x'EE, ,entonces Xm~X según T 
si y solamente si <1>( x m - x) -+ ° cuando m -+ oo. U na tal topolo
gía límite se dioe normable: Una sucesión {xm}, m=O, 1,2, ... de 
puntos de E se dice limitada según la topología normable T, 
definida por la norma </>(x), cuandO. y solamente cuando la su
cesión numérica {</>(xm )} sea limitada (3). 

Consideremos tres' topologías normables T, T', T" en el 
mismo espacio lineal E, definidas respectivamente por las nor
mas </>(x) , </>'(x),</>"(x). Diremos entonces que' una topología T 
contiene al par ordenado de topologías T', T", Y escribiremos: 

T>[T', T"] (1) 

siempre que estas topologías satisfagan la condición siguiente: 
toda ;sucesión de puntos del espacio 'Bque es limitada según T' 
y que con,verja hacia el origen 3· según T" es necesariamente con
v'~rgente hacia el origen según T. Si definimos Cf' ( E) como el 
extremo superior, finito, o no, de </>(x) para todo xif.B tal que 
</>'(x), < 1, </>"(x) < E, donde 0< E < +00, se verifica' inmediata
mente que la condiéiqn (1) es equivalent~ a la,Cf'(E) ~o para 
E~O. 

Entre !los axiomas más importantes que debe satisfacer una 
tioplOlogía T 'en' E, normable o no, está el siguiente, llamado 
«axioma :de las sucesiones no convergentes» (4): 

(") Un número finito de términos de esta sucesi6n puede ser igual a +00 
Como se sabe, la ll;oci6n de sucesi6n limitada solamente depende de la topo
logía 'normable y no propiamente ,de la norma que induce esta topología; es 
décir, dos nc;¡rmas inducen la misma topología siempre que ellas definan una 
misma noci6n de sucesi6n limitada. 

(') Ver C., KURA~OWSl{I, Topologie 1, p. 77, Warszawa, 1933. 

\ 
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Si una. suceszon {xm}, m=O, 1, 2, .. '. de puntos de E no 
converge hacia un punto x,tf.E según T, entonces exist~ una cier
ta :subsuoesión de ella, tal que toda subsucesión ulterior de la 
misma tampoco co,nve!,ge hacia x según T. 

Toda topología límite norinable en E, como toda topología 
límite.matrizable en E, obviamente satisfacen a este axioma. 

Consideremos .una sucesión Tu (n =,0, 1, 2, ... ) de topolo..: 
gíl;\S normables en E, y también una topología . límite unión: 

la cual 'es définida del siguiente modo: siendo xm'EE (m=O, 
1,2, ... ), x'EE, dir,emos que X m ~x según r cuando y solamente 
cuando 'exista por lo menos un entero n > ° tal que Xm ~ x se-. 
gún Tn. 

, Esta topología límite umon T no' es necesariamente norma
ble, ni tampoco satisface necesariamente al axioma de las suce
siones no-convergentes. E!ste último aspecto de la cuestión da 
lugar a los dos teoremas siguientes (5) : 

I 
T ,e o r e m a 1. Para que una topología límite unzo n T sa-

tisfaga al axioma de las sucesiones no convergentes es necesario 
y suficiente que a cada entero n > ° sea posible asociar un en
tero N =N(n) > ° tal que sea 

para r=0,1,2, .... ,n y s=0,1.2, ... ,n, ... 

T'eorema2. Si TnL.Tnti (n=0,1,2, ... )(6), para que 
UTI1a topología lím'ite unión T satisfaga al .axioma de las ~:zice
siones no convergentes es. necesario ysuficienle que a cada en
tero n > ° sea posible asociar un entero N = N (n) > n tal que sea 

(") 'Para una demostraci6n ver el articulo del autor: 011, the unían of a se
guence of n01'1nea topologíes, S1IJmma Brasíliensis Mathematicae, vol. ]j, 1946. 

(0) Esta notaci6n indica que la primera topología es subtopologia de la se
. gunda, es decir, que a toda sucesi6n de puntos eonvergente según la prim.era 

hacia un punto, es necesariamente eonvergente hacia el mismo punto con la 
segunda. topología. 

.1 
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para s=N+l, N+2, ... 
Una condi~ión suficiente es que sea 

cllJalesquieraque sean los enteros no negativos N, r, S tales qae 
• r<.N<.s (7). 

En este artículo deseamos aplicar estos teoremas ,sobre es
pacios topológicos lineales a rula cierta categoría de espacios to
pológicos lineales de sucesiones (§ 2), -que ,comprende como 
casosparticulaves el espacio de las funcionesholomorfas sobre 
un 'círculo cerrado, el espacio de las funCiones enteras' de tipo 
eXPQhencial menor que un cierto valor positivo fijado, y el 
espacio de las funciones enteras de orden menor que un cierto 
valor positivo dado -, así I como al espacio de las funciones ho
lomorfas sobre un ccnju¡nto .cerrado dado (§ 4). 

2. Una categoría de espacios topológicos lineales de' suce
siones (8). Designemos con E un espacio euclidiano (real o 
oomplejo) de un11- infinidad numerable de dimensiones, ,es decir, 
un espacio cuyos ipuntos :sean sucesiones numerables ,de números. 
Los puntos de este espacio se indi~arán con una notación del tipo 
{xmJm o simplemente {xm} si no hay lugar a oQnfus!Íóp, o con 
la misma letra x que se usa para sus coordenadas. Consideremos 
E como uñ 'espacio lineal del modo usual, donde se defino 

siendo a un número y x={xm}, Y={Ym} puntos de E'. 

(7) E~ta 'condición' suficiente, aunque no necesaria, es "casi necesaria" en, 
el sentido siguientl': para que una topología unión de una sucesi6n ,mon6to
na satisfaga a dicho axioma es necesario y suficiente que de la sucesi6n dada 
se pueda extraer una subsucesi6n, necesariamente mon6tona, que satisfaga esta 
condición. 

(8) Un estudio más detallado de esta categoría de espacios, así como de 
otras categorías anú~ogas y de las transformaciones lineales de una infinidad 
de variables en estos espacios, . se encontrarán en un trabajo del autor que va 
a ser publicadó en otra Revista. 
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y un cociente por 

siempre que todas las coordenadas de y fueran distintas de cero. 
Consideremos también la norma siguiente (9), . 

• 

Ilxll =sup IXml 
111>0 

que posee obviamente las propiedades: ,llxYII< Ilxll.llyll, ,excep'to 
cuandQ uno de los dos puntos tenga norma nula y el otro nor
ma infinita. De esta manera, E es por tanto ~l anillo normaclo 
que· se obtiene como el producto directo numerable de la recta 
euclidiana por sí misma, concebida como un anillo normado de 
la manera usual. 

Evidentemente para todo punto a de E cuyas coordenadas 
sean todas diferentes de cero, la función Ilaxll de x (E: goza de ' 
las propiedades de una norma. Indicar,emos con [a] el subcon
junto de E constituí do por todos. los ¡puntos x1EE tales que 
Ilaxll <+00. Entonces [a] es un subespacio lineal de E (es decir, 
[a] es cerrado con relación a la suma J de yuntos y a la multipli
cación de un número por un punto) y Ilaxll es una norma p~opia 
sobre [a J. 

Setl 

,(m, 11.=0,1,2, . .. ). 

una matriz infinita cuyos elementos sean números tfeales posi
tivos. Pongamos 

a -{a n} 'EE n- m m , 

(0) Con este símbolo indicamos el extremo superior, finito o no, de un 
conjunto numérico o de una sucesión numérica; si el conjunto consta de dos 
númerós u, 'ti usaremos entonces sup (1~, v) ; 'l1l1álognmente para el extremo in
ferior. 
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donde U indica la 1lllión de los conjuntos [an]; es decir' [A] es 
el conjunto de. todos los puntos x (E. tales que Ilan xii < + 00 por 
lo .menos para un entero n > o. 

[A] es un subespacio lineal de E si y solamente si a todo 
par de enteros p, q > O es posible asociar un entero N = N (p, q) 
>0 ~al que \ 

(2) 

En efecto, [A] es siempre cerrado en relación a la multi
plicación de un número p0r un punto. Supongamos satisfecha 
la relación expresada por las (2); si x,Y<E[A], es decir, si exis
ten dos enteros p; q > O tales que 

Ilaq yll<+oo, 

determinando el entero N >0 de acuerdo con (2), tendremos 

y por lo tanto x + y lE [A] Y por consiguiente [A] es lineal. Re
cíprocamente, . si [A] es lineal, dados dos enteros p, q > O, como 

11 ~p ~ 11 ='[1 aq ~ 11 =1 <+00, 

donde 1 es ~l punto l1nitario de E, esto es, el punto cuyas coor
cleJladas son todas iguales a la unidad, resulta que .los puntos 
ljap, ljaq perten:ecen a [A]; luego la suma de los mismos tam-

'. bién pertenece a [A], o sea existe Un entero N >0 tal ,que 

relación que equivale a la (2). En particular, la condición (2) 
es satiSfecha toda vez que sea 

W::lll <+~ (n=O, 1, 2, ... ). (3) 
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o, más particularmente, toda vez que 

(m.,n=O, 1,2,.:.) 

puesto que entonces basta tomar N =sup (p, q). Sup@dremos 
siempre· que A satisface a las 'condiciones necesarias y suficientes 
para que [A J sea un subespacio lineal de E. 

Cada Ilan xii es una norma (no necesariamente \propia) . en 
[ A J y por tanto induce una topología norm1:l.ble T n en [A J. Con
sideremos la topología límite unión: 

en [A]. La cuestión que -vamos ahora a examinar puede ser 
enunciada en los términos siguientes: dada la matriz infinita. A 
que determina un subespacio lineal [A J y sobre éste ,una topo- '1 

logía.límite T, ¿cuál es la condición necesaria y suficie,nte1:l. que 
debe satisfacer A para que T satisfaga al axioma de las suce-
siones . no converg,entes? 

Con este objetivo, consideremos tres enteros po ,negativos 
N, r s y definamos 

lfNri E) =Rup·lla.IV xii 
(m) 

. para, todo x 'E [A J tal que 

donde 0>= E < + C1J. Vamos en primer lugar a probár que 

{
N .IV } . .' am E<Qm 

CJ'Nrs{E) -;--sup. mI. (--, --) . 
- m>O a r a s _ m m 

En efecto, si x={xm}m-EE satisface (5), será 

E 

a s m 

(m. .' 0,1,2, ... ) 

(5) 

(6) 

\ 
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donde 

(m=O, 1, 2, ... ) 

y tomando el extremo superior con relación.a m >0 Y después 
con relación a x, que satisface (5), co:nst~üamos que ,(6) es ver
dadera con el sigJ;lo <. Por oLro lado, considerando el. punto . 

se ve que II a,. x*ll< 1, 11 as x*lI< e: y por consiguiente x* ([A], y 
lIaN x*1I 'es igual al segundo miembro de (6), de donde se sigue 
que ~6) es verdadera con 'el signo >. Por tanto (6) está probada. 

, Para poder aplicar el Teorema 1, tenemos interés en veri
ficar cuándo es que la condición 

es satisf.echa. Teniendo en cuenta la fórmula (6) es natural in-
troducir las consic~eraciones que siguen. .. 

Consideremos dos sucesiones {a.m) , {~m} de números positivos 
y definamos 

,J 

donde O < e: <+00. Diremos entonces que la primera I suceSlOll 
es subinfinitésima/ con relación a la segunda si, o bien es impo
sible extraer de la segunda sucesión otra sucesión que sea con
vergente hacia cero, o bien, en caso contrario, cualquiera que sea 
la,sucesión creciente {mTc} de enteros no negativos tal que ~mk ~ O , 
cuando 11: ~ 00, necesariamente sea a.mk ~ O cuando lc~ oo. Ob

servemos que,si a.~i ~ O cuando lc~ 00, entonces {a.mJ es subinfi
nitésima ,con relación a cualquier otra suce~ión {~m}. Utilizando 
esta noción, vamos a demostrar el lema siguiente: 

L e in a 1. Para que cp ( e:) ~ O cuando e:~ 00 ,es necesario y 
suficiente que {a.m} sea subinfinitésima con relación a {~mJ. Una 
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condición ,suficiente es que {am} sea una sucesión infinitésima. 
En efecto, supon@amos que cP ( e) -+ O cua:ndo e -+ O, Y 

sea. {m¡c} una slJ.cesión creciente, supuesto existente; Ide enteros 
no negativos tal que ~mk -+ O cuando Ii:-+ CXl. Como 

(Ti: -+ CXl) 

~ncluimos que a mk -+ O cuando Ti: -+ CXl: por tanto la primera 
suoesión es subirifinitésima con relación a la segunda. Recíproca
mente, supongamos que cp(e) no converja hacia cero cuando 
e -+ O. Puesto que cp( e), es monótona, existe el límite. siguiente 

el cual es positivo. Pong,aJ:nos también 
\ 

cpm(e)=sup{inf (IJ.]J[,~).} (m=0,1,2, ... ). 
]JI;:::.'" ~]JI 

. Se reconoce inmediatamente que estas funciones son mOlló
tonlas y que 

A = lím CPm( e): (m=O, 1,2, ... ). ' 
e-+O 

Eligiendo un b en el intervalo abierto O-A, tendremos 

'\ (e> O; m=O, 1,2, ... ). (7) 

De aquí resulta, por recurrencia, que existe una sucesión 
creciente {m¡J de enteros no negtltivos tal que 

(Ti: = 1, 2, 3, ... ) 

En efecto, basta definir mi = O, Y en seguida, Imponiendo 
ya definido m¡c' definir m1cfl como uno de los valores, por ejem
ploel menor, del entero M. tal que 

. f ( 1/1~) .... 
lll.\ a ]JI, -- > u; 

~]JI 
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la ,existencia de por lo menos un entero M en estas condicione,s, 
es unla cOnSecuepcia de la deSigualdad (7) cuando en ella se 
hace m -:- mlc + 1 Y E = l/le. Ahora bien, (8) equivale a 

(le=1,2,3, .. . ) 

lo que prueba que {amI no es subinfinitéisima con relación a 
{~n,}: la primera parte del enunciado del Lema está, por con~i
guiente, ,probada. La segunda parte es, entonces, evidente. 

Compar,ando ahora >el enUlllciado del Teorema 1 con la 
fórmula ,(6) y co;n la primera parte del enunciado del Lema 1, 
ohtencmos el teorema 3, que sigue. El teorema 4 se optiene uti
lizando la segunda parte del enunciado del Lema 1. El teorema 5 
es una especialización del .teorema 4 obt~ida cuando es posible 
tomar ,>el entero N(n), que figura 'en el enunciado de este último, 
igual a :n¡ + 1. Si len lugar del teorema 1, utilizamos el teo
rema 2 obtenemos enUlllciados análogos que' suprimimos:: con
viene I únicamente notar que la monotonía de la sucesión de topo
logías ¡normables es, en este caso, precisamente expresada por 
la condición (3), o implicada en la condición (4).' 

T ,e o r e m a 3, Para que la topología límite Ten el espa
cio , lÜ!beal [A] satisfiaga al axioma de las sucesiones no conver
g,entes es necesario 'Y' suficiente que a c.ada entero n > ° sea po
sible ',,asociar un entero N = N (n) > ° tal que la sucesión 

{
a Iv} 
:'r/ m (9) 

sBa ,subinfinitésima con relación' a.la sucesión 

, (10) 

para todo' r=O, 1,2, ... , n y s=O, 1,2, ... , n, ... 

T 'e o r e m a 4. Para que la topología T en el espacio liTwal 
[A} satisfaga al axioma de las sucesiO/ws 'no convergentes es su-
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ficiente que I(l cada entero n > ° sea posible. asociar :un entero 
N = N (n) > n tal que • 

a N 
~ -+ ° cllJarido m -+ C1J 
a r 

r;n. 

para 1'=0,1,2, ... ,n. 

T e o r e m a 5. Para que la topologia límite T el'/, el espa
cio lineal [A] satisfaga al axwma de ,las sucesiones no' conver

. gentes es suficiente que 

a n+l 
_m __ -+ ° cuan;do m -+ C1J (n -,0,1,2, ... ). 
am

n 

Anfes de terminar este párrafo,' vamos a hacer algunas con
sderaciones que, aunque no serán utilizadas 'en este artículo, 
tienen un cierto' interés,. 

E~ primer lugar observemos que las condiciones Jlecesllrias 
y suficientes del teorema 3 implican las condiciones (2), nece
sarias y suficientes para que [A] sea lineal; en efecto, haciendo 
s = 1" ,en el teorema 3, y teniendo en cuenta que una sucesión' 
{a.m} de números positivos es subinf:ipitésima con relación a' 

{l/a.m} si y solamente si {a.m} es limitada, concluimos que 

(1"=0,1,2, ... , n) 

que es una forma equivalente de la condición (2). Esta condi
ción (2) es, por otra parte, necesaria y suficiente para otras pro
piedades: en primer lugar ella traduce que Tp.cTN, Tri cTN 
o bien (como se acostumbra a decir en la teoría de los sistemas 
parcialmente ordenados) que la sucesión de topologías {T n} es un 
siStema &irigido (di1"ected system); en segundo lugar, suponien
do E real e introduciendo un orden parcial x <y entre los pun-' 
tos x={xm}, e Y={Ym} de E, definida por xm<Ym (m=O, 1, 2, 
... ) con lo cual E 'es una estructura (lattice), (2) expresa que ,[A] 
es una subestructura (sub-latti:ce) de K Un tercer hecho expre
sado por (2) eStá enunciadó más adelante. 
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, 'Consideremos dos· matrices infinitas 
• 

cuyos ,elementos sean números positivos: diremos que ,estas ma
trioes son equivalentes y escribiremos A '" B siempre que [A] = 
[B], ,es decir, siempre que ellas definan el mismosubco;njunto 
de E. Vamos a demo~trar que, en este caso, las topologías Jí
mites, que indicaremos ·con T ( A); T (B), obtenidas en Q= [A] = 
[BJ 'por medio de A y B, respectivamente, son idénticas; Para 
esto vamos a probar, primeramente, que A", B cuando y.sola:
mente cuando, a cada ¡entero n > ° es posible asociar ,dos entero~ 
p=p(n), q=q(n) tales que 

(11) 

En decto, suponiendo estas condiciones satisfechas, y dado 
XIE[A], 'existe un entero n>O tal que Ilanxl!<+oo, de donde 

y por tanto XIE [B]. Por consiguiente [A] c: [BJ. Análogamente se 
demuestra la inclusión contraria, lo que prueba .que debe ser 
A", B. Recíprocamente, si es A "-' B, dado un entero n > 0, como' 
obviamente es l/an 'E [A], será l/an lE [B], lo. que implica la primera 
de las relaciones (11). La segunda se prueb;.t de manera idé'ntica. 

, Supqngamos ahora que sea A '" B. Indicando con .T n (A) 
Y Tn(B) las topologías normables inducidas en Q por Ilanxll y 
Ilbnxll (n=O,l, 2, ... ) respectivamente, de (11) resulta que 

Tn(A):c:TiBy c:T(B) 

Tn(B):c:Tq(A) eT(A) 

de donde T(A):=T(B)~ Este hecho· sirve para aclarar que la 
1lopología T depende del conjunto [A] Y no propiamente de la 
matriz A utilizada 'en la construcción de este conjunto: . 

Vamos _ ahora a probar (que la condición (2) es ~lecesaria y 
suficiente para -.que A sea equivalente a por lo inenos una matriz 
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B que satisfaga la condición (3), o la condición (4) (bien enten
dido: con la sustitución de los elementos de A por los tle B). 
Como, en efecto, si A "-' B Y B satisface (3), de la relación 

(n=0,1,2, . .. ), 

podemos concluir que [A], como unión de una sucesión monó
tona de subespacios lineales de E, es también un subespacio lineal. 
Luego (2) es satisfecha. Recíprocamente, supongamos (2) satis
:flecha e inLrQduzcamos la matriz B cuyos elementos sean defi
nidos por 

bmn = infaml" 
0<"<,, 

(In, n=O, 1,2, , .. ). 

Esta matriz satisface desde luego a (4). VaInaS ahora u. 
probar que A "-' B, para lo cual bsata 'constatar las-(11). Para 
la primera de las (11), basta tomar ;Ip(n) = n. En cuanto a la 

. segunda, definamos por recurrencia, de acuerdo con (2), 

Poniendo enconces q(n) = N,;, de (2) se deduce por re
curre¡Ilcia, 

11::11 <+00 (le = 1, 2, .. " n), 

que es pr.ecisamente .equivalente a la segunda de 'las (11); queda, 
por tanto, probado el enunciado. 

, Para probar que el teorema 3 no· es ({ vaCÍo», es decir, para 
probar que#' las condiciones necesarias y suficientes que figuran 
en su enunciado no son obligatoriamente satisfechas, vamos a dar 
un ejemplo de una matriz A que, aun satisfaciendo a la condición 
resLrictiva (4), determina un subespacio lineal [A], y sobre ,éste 
una topología T que no satisface al axioma de las suces~olOes 
no conv1ergentes. Designemos con I el conjunto de los ,enteros 
O,1,2, ... y sea In (n=1,2,3, ... ) una sucesión fija de subcon~ 
juntos. de I tal que cada término de esta sucesión contenga' el 
término siguiente y la diferencia entre estos dos términos sea 
un subconjunto infinito de l. Definamos. los elementos de la 
matriz A por recurrencia del modo siguiente, 
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(n~1,2, .. . ) 
a n-l 
_m_,_ 

m-I-1 
para¡ md -In 

Esta matriz satisface evidentemente la condición (4) y, para 
demostrar que una topología T sobre [A] no satisface a dicho 
axioma; será suficiente, de acuerdo con el teorema 3, demostraD 
que, cualesquiera. que sean los enteros no negativos tales que 
r<N <s, necesariame,nte la sucesión (9) no es subinfinitésima 
con relación a la sucesión (10). En efecto. en este caso, poniendo 
J =lN-Is' como J~ IN- INH, entonces J es un subconjlUlto 
ir,finito de 1 y por tanto tiene sentido hacer que un entero m 
variable en J, tienda a infinito. Ahora bien, si m pertenece a J, 
entonces m no pertenece a ls' de donde 

II s a s-lj(m+1) 1: " 
rn - m s-- ~O (m~oo, mEJ)' 

a N = - a N - n~+l 
m rn 

'1 por otra parte m pertenece a < IN, de donde 

(mEl) 

'lo que prueba la afirmación hecha. 

. i 'Finalmente, para terminar este párrafo, vamos a indicar dos 
cuestiones: :interesantes para ser examinadas y que todavía de
ja;r<emos i de lado. 

La ; primera es la siguiente. Se verifica fácilmente que, dada 
una matriz A, no siempre' es posible sustituirla por otra ,B 

. equivalente que satisfaga la condición suficiente del teorema 5-; 
ig-ual que una topología T sobre [A] satisfaga al axioma aquí 
discutido. Un ,ejemp~o' está dado por la matriz cuyos .elementos 
sean' todos iguales a la unidad: el espacio y la topología, corres
pondiente son, en este caso, el espacio I( m) 'de las sucesiones li-

\ 
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mitad as con su topología: métrica usual (10). Además se demues
tra fácilmente que la condición necesaria y suficiente respecto A 
para que exista una matriz equivalente B que satisfaga a la con-

dición ~uficiente de!" Teorema 5 (sin alterar la' cuestión podemos 
también exigir que B satisfaga la condición (4», es que A sa
tisfaga la condición suficiente del T,eorema 4. Entonces, ¿ cuál es 
el significado topológico del h echo de' que el espacio [A 1 y su 
topología T í"jean definidos por medio de tilla matriz A que 
satisfaga .la condición suficiente del Teorema 5? 

La segunda cuestión consiste en re-examinar las ¡cuestiones 
abordadas en este párrafo' utilizando, en lugar de la norma intro
ducida anteriormente en el espacio E" la norma definida del 
siguiente modo 

00 

IIx!! = (:E !:Vm !p)l/p, 
o 

dondep > 1 es un número real. 

3. Algunos ejemplos. En este párrafo vamos a indicar :al
gunos ejemplos bien con<?cidos de espacios topoló/?icos lineales 
que entran .en la categoría estudiada en el párrafo precedente.~ 

Prinver ejemplo. Espacio de las funciones holomorfas s,obre 
un círculo cernado (11). Sean: R un número no negativo'(;n 
(n = 0,1,2, ... ) una sucesión monótona decr,eciente de números 
positivos que convergen hacia cero, y clefi'¡]amos los elementos 
de la matriz A por: 

(m, n = 0,1 , 2, ... ). 

Se reconoce· inmediatamente que [A] es el conjunto de to
dos los puntos x = {Xm}E E. tales que 

esto es, tales que el CÍrculo abierto de conv,ergencia de la ,serie dé 
potencias 

('0) , BANACH, loo. oit., p. 11. 
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(12) 

contiene al círculo oerrado ! z! < R en el ,plano de la .variabIEl,: 
compleja z. 

Sea CJJ(R) un conju¡ll.to de estas series de potencias. consi
derado como un espacio lineal del modo usual. La correspon
dencia que a cada x ¡E [A] asocia. fez) (; CJJ(R) definida por (12) es 
un isomorfismo, ,en el sentido ele la teoría de los espacios linea
'les, entre [A] Y CJJ.( R). Introduzcamos ahora en CJJ (R) una to
pología límite T(R), la llamada topollogía de convergencia uni
forme, definida del siguiente moclo: si f(z) .. fm(z}(CJJ(R) (m= 
0,1,2, ... ) se dice que fm(z)-)-f(z) según T(R). cuando y sola
mente cuando existe un l:> positivo tal que las series de potencias¡ 
fez), fm(z) sean convergentes en el círculo !z!<R+l:> y fm(z)-)
fez) uniformemente en este círculo en el sentido us:ual. Conside-

,rando ,entonces [A] como una topología T y CJJ (R) 'como uno 
topología T(R), ~e ve fácilmente que la' correspondencia así de
finida {lS bicontinua y por lo tanto [A] con la topología Tes, 
a menos de un isomorfismo en el sentido de la. teoría de los 
,espacios topológicos lineales, el propio espacio de las funciones 
holomorfas sobre un . círculo cerrado con la topología de con
v·ergencia uniforme. 

Aplicando <el teorema 5 se ve que en el caso actual el axio
ma de .las ~ucesiones' no convergentes es satis:Eecho. 

Segundo !ejemplo. Espacio de las funciones enteras de tipo 
exponencial menor que un número positivo dado. (Sean: c un 
número positivo, que puede ser igual a +00, Cn (n=O, 1,2, ... ) 
una sucesión monótona creciente de números positivos ¡que. con
vergen a c y cllefinamos los elemantos de la matriz A por 

(m,n=0,1,2, . .. ). 

- I 
[A] -es el con'jurito de todos los pun'tos x de E tales' que 

, • "1 límsup !m.! xm!1/m<c, 
'1TIoo+OO 

¡'. 
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esto es, tales que la serie de potencias definida por (12) r,epre...: 
senta una función entera de tipo exponencial < e (12). 

ISea e (e) el conjunto de estas series ,de potencias conside
rado como un espacio lineal de la manera usual. La correspon
dencia definida por (12) es un isomorfismo ,en el sentido de la 
teoría de los espacios lineales entre [A] Y c:: (e). Definamos en 
e (e) una topología límite T(e) del sguiente modo: si f(z)" 
fm(z),€ e(e) (m=O,1,2, ... ), se dice que 'tm(z)-+f(z) según 
T(e)' si y solamente si fm{z) -+f(z) unifohnemente en el sen
tido usual en todo conjunto limitado y cerrado del, \plano com
plejo y, además de esto, las funcion,es {fm(z)} son uniformemente 
de' tipo expol1lencial < e, es decir, existen dos números positivos 
[( y e ~ e tales que ,: ' 

" 

(r=/z/; "m=O,1,2" .. . ). 

Considerando [A] con la topología T y, e (e) con la topolo
gía T ( e), se verifica que la correspqnclencia así definida es bicOh
tinua, y por tanto [A] 00;0 la topología T les, a lilenos, de un 
isomorfismo ,'en ,el sentido de los espacios topológicos lineales, el 
propio espacio de las funciones enteras de tipo exponencial men,or 
que unl, número positivo dado con la topología hntes indicada. 

Apliqando ,el teorema 5 se encuentra que el axioma de las 
suoesiones no convergentes es satisfecho en el caso actual. 

T,ereer ejemplo. Espacio de las funciones enteras de orden 
'menor que un número positivo dado. Sean: e un número pisitivo, 
que puede ser +00, Cn (n=O,1,2, ... ) una sucesió;n monótona 
creciente de números positivos que convergen hacia c y defina
mos loselemen,tos de la matriz A por 

(m,n=O,1,2, .. . ). ' 

: .r A] es el conjunto de todos los puntos x de E tales que 

, loglx I 1 hmsup. m < __ _ 
,¡HCXl ' m log ,m e 

("') Ver. L. BIEBERBACH, Lehrbu.{)h aer Ftm7ctionentheOl'ie, Bd. 2, pág. 234. 
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es decir, tales que la serie de potencias definida por (12) r~pl'e
sente una función, entera de orden < e (13). 
'! Sea O ( e) el oonjunto de estas series de po:tencias cp;nsiderado 

mmo un espacio lineal del modo usual. La corresp.o;nclencia defi
nida por (12) es un isomorfismo en el sentido de la teoría de los 
espacios lineales entre [A] Y O (e). Introduzcamos una topolo
gía T(e) 'enO(e) del siguiente modo: si fez), fm(z)IEO(e) (m= 
0,1,2, ... ), diremos que fm(z)-+f(z) según T(c) si y solamente. 
si fm(z) -+ fez) uniformemente en el sentido usual en todo con
junto limitado y cerrado del plano complejo y, además de esto, 
las fUnciones {f m (z)} sean uniformemente de orden < e, es decir. 
existen dos números positivos [( y e < e tales que, 

Ifm(z) 1< [(. 'exp. (re) (r=lzl; m=O, 1,2, ... ). 

, Considerando [A ] 'con' la topología T y O (e) con la. topolo
gía T(c), se demuestra que la correspo'ndencia,definida es blcon
tinua y, por tanto, [A] oo;n la topología T 'es, a menos de un iso
morfismo ,en el sentido de la teoría ,de los espacios topológicos 
lnealos, el p.ropio espacio de las funciones enteras de orden menor 
que un número positivo dado con la topología indicada. 

Aplicando .el teorema 5, se demuestra que en el ejemplo ac
tual el axioma de las suoesioues no convergentes, también es 
satisf'echo. 

I ,Análogamente puede ser ,considerado el espacio de las fun
ciones de orden dado y de tipo menor que un número dado(1S); 
así como ciertos espacios de funciones analíticas representadas por 
series de Dirichlet quel~satisfacen a la condición de Valirón para 
que las· abscisas de convergencia simple y absoluta sean idén
ticas. I 

Como los tres ejemplos que acaban de :ser estudiados, así 
como sus respectivas topologías, son espacios no metrizables, se 
Vie que la ~nión de una sucesión monóton,a de topologías norma::" 
bIes puede muy bien satisfacer al axioma ,de las sucesiones no 
convergentes sin con rello ser normable ni metrizable. 

, 4. El ,espacio de las funciones holomorfas sobre "un conjunto 
cernado dado (14). Sea .Q el conjunto de todas las funcionescom-

(1lI) BIEBER!lAOH, loa. cit., p. 234 Y siguientes. 
. ("), El espacio' de las funciones holomorfas ha sido objeto de estud~, des-
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plejas f(z), finitas y unívocas, de la variable compleja iZ, cada 
una definida y holomorfa en un conjuO:to abierto sil (f), no va
cío, de la esfera de Gauss de ,esta variable compleja. Indiquemos 
oon F un subconjunto¡ propio no vaCÍo, oerrado, de esta esfera: si 
el punto z=oo pertenece a F, efe.ctuaremos el cambio de Ya
riable definido por z' = lj(z-'1;),donde '!; indica un punto de la 
esfera de z nQ perteneciente a F, y entonces F se cambia ,topo
lógicamente en un conjunto cerrado F' ele la esfera de z' que 
no contiene z' = 00 • . 

Podemos, por tanto, sin perder la generalidad, .suponer que 
el conju,nto dado,F. no contiene z=oo, ,es decir, es un subco:n
junto limitado y 'oerrado del plano de la variable ,z. Design'e
mos con Q(F) el conjunto de todas las f(z) 'E Q tales que sIl(f):J 
P, es decir, el conjunto de todas las fli!pciQnes de Q holomorfas 
sobre F. Vamos a intl10dupir en Q(F) una relación de equiva
lencia '" módulo F definida del siguiente modo: si" fl(Z), f2(Z).~ 
Q(F), diremos : que fl(Z) '" f2(Z) (mód. F)' cuando y solamente 
cuando exista un conjunto abierto sil tal que 

1.' F c.gtc.sIl(fl) ~sIl(f2)' 

2. fl(z) ~f2(z) para ZEsIl. 

Esta definición de equivalencia es evidentemenLe reflexiva, 
simétrica y transitiva. Sea Q[F] el espa.cio cociente de Q[F] 

. por esta '.relación de equivalencia, es decir. el conjunto de las 
clases de equivalencia determinadas en Q(F) por "'. Para rndicar 

. que dos funciones de Q( F) pertenece.u a la misma clase de 
equivalencia módulo F, es costumbre decir que .una es la pro
longación analítica de la otra módulo F; además de esto, dada 
fl(z) d2(F) y dado un conjunto abierto de la esf,era sil que 
contiene F, diremos que fl(Z) es prolülngable ¡,analíticamente en 
sil, módulo F, siempre que exista f2(Z) ,E.Q(F) tal que sea 

·fl(Z) '" f2(Z) (mód. F) y sil (12) ;;;sIl.' , 
Podemos convertir .Q[F] en un espacio lineal de la manera 

usual: si a indica un número y :r d'l[F] , indicaremos con a:r 

de varios puntos de vista, por parte de distintos autores. Ver principalmente: 
L. FANTAPPlE: a) 1 f1tnzionali analitioi, Mem. R. Aeead. dei Lincei, vol. 3, 
Serie 6, fase. 11, 1930; b) V'bc¡'blio7c übe¡' die Thcorie der analytisohern lJ'urn7c
tionalern 1md iMe Anwendnngen, Jahresber. del' Deutsehen Matl1'em. Ver Bd. 
43, pp. 1·25, 1933; e) Lo spazio funzionale analitico oome spazio topologieo' 
To, Renc1. Mat. R. Univcrsita di Roma, vol. 1, Serie 5, pp. 84·90, 1940 . 

... 

, :: 
:.'.' 
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la' clase de equivalencia módulo F. determinada por la función 
af(z), Zl€ sil (f), donde f(z) es una función de la clase 9:, y si 
c:Jl , :f2 'E.o.[F], indicaremos con ~ + :f2 la clase de ,equivalencia 
módulo F determinada por la función f 1 ( z) + f'J (z),~ 'E sil (f 1) ,.., 

sil (f2)' donde f1(z) y f2(Z) son funciones de las .clases c:J1 y 
C;¡:2 respectiv,amente. Es obvio que estas operaciones lineales están 
«bien definidas módulo F». 

Podemos también introducir u:n'a topología límite T(F) en. 
Q[F] del siguiente modo: si ':J, c:Jm'E Q[F] (111=0,1,2, ... ) di
remos que c:Jm -+ c;¡: según T(F) si y solamente si existen fun
ciones f(z) lE C;¡:; fm(z) E C;¡:m (111= 0,1,2, ... ) y un conju;nto 
abierto sil tales que: 

¡ 1. Fcsilcsll(f). 

2. F.csll csll(fm) (111.=0,1,2, ... ). 

I 3. fm(z) -+ f(z) uniformemente para ZrE sil. 

. ( De' esta manera .o.[F] pasa a ser un espacio topológico lineal 
(en. el sentido de la teoría de los espaciqs límites) no metrizabl,c. 

, Para cada b > 0, sea F(b) el conjunto de los puntos z del 
plano complejo tales que: disto (z. F) < b. Además :dl:1 eso, 
para cada b > ° 'y cada :f lE Q[ F] definamos <1>( :f; b) del si

'guiente modo: 

1. <l>(:f; b) = + 00 SI no existe f( z) E :f tal 'que sil (f);;J 
F(b). 

2. <l>(:f; b) = supo I f( x) I si 'existe por lo menos una t( z) f. 
, .zEF(8) 

:ftal que sil (f);:JF(b). , 
, \ E,videntemente cada <l>(:f; b) es una norma en ,el espacio 
lineal Q[F], sobre el cual ella induce la topoogía límite T(b) .. 
Para simplificar lá notación, no está indicado que <I>(:f; b) Y 
T (b) dependen de F. Es también inmediato que: 

T(F)=UT(b), 
bo 

<> también que: 

(13) 
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donde ~n (n = 0, 1,2, ... ) indica una sucesión decreciente. de nú-, 
meros positivos tales que ~'> ~ > ~", V amos a probar que 

T(~) > [T(~'), T(~")]. (14) 

, En ,efecto, en virtud del teorema de los tres círculos de Ha- ' 
damard (15), tenemos 

donde 

_ log(~'/~) 

el --log(~' /~")' 
log(~/~") 

10g(~' /~") 

, Inclica~do con q> ( e ) el extremo superior de ,C/>(~'; ~) para 
'todo r::J ~.Q[F] tal que C/>( r::J; ~') 2:: 1, 9>( r::J; ~") < e, donde 0< e < 
+ 00, obtenemos 

" q>(e)<ej3~O (e~O) 

lo que prueba (14). Las relaciones (13) y (14), el hecho dI:) 
que las topologías que figuraJIl en el segundo miembro de (18). 
constituyen una sucesión monótona y el Teorema 2 permite afir
mar que el espacio .Q[F] con la ,topología T(F) satisface al axio-
ma de las sucesiones no convergentes. , 
, Una circunstancia curiosa ,es que el teorema de los tres círcu-

los de H~damard m¡ exactamente el instrumento 'necesario para 
constatar la relación ternaria entre topologías normables :üxpre
sada por '<mna togología contil:\ne el par orae'nado de otras dos 
topologías» . 

Podemm¡, por tanto, concluir con el siguiente, 

Teorema 6. Sean fez), fm(z) I€.Q(F) (m =.0, 1,2, ..• ). Si 
de toda sucesión de esta sucesión es posible extraer una sub
suoesión ulterior .4 tal que exista un con junto abierto sil con
tenieooo F. para el cual fez) y los términos de .4 puedcm ser' 
prolongados analítioamente módulo F de manera que las pro-

('") 'BIEBERBACH, loo. cit., p. 126. Siendo fez) ,una funci,6n holomorfa so
bre el conjunto cerrado F, 1· un número positivo menor que la distancia de este 
conjunto a la frontera del conjunto abierto en que esta funci6n está definida, 
y M(r) el m6dulo' múximo de fez) en F(?·) entonces M(r) satisface a la misma 
desigualdad que en el caso en que F se reduce a un punto. 
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~ong¡aciones 'de los términos de ..:E' sean uniformemente conver
g,entes en sil hacia la prolongación de f(z), entonces existe un 
conjunto I(1bierto fijo sil * conteniendo P para el cual f( z) y los 
términos ¡de la sucesión dada pueden ser prolongados analítica
mente módulo F de modo que las prolongaciones de estos lér
minos 'sean uniformemente convergentes en sIl* hacia la prolon
gación de' f(z). 
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Como dice muy bien el Dr. Rey Pastor, en el breve y jugoso prólogo, del 
libro que c'omentamos, el profesor Pí Calleja da en él mucho más de lo que 
promete con su titulo, no sólo 'por que hace un estudio casi completo del álge· 
bra vectorial, e incluye también el álgebra tensorial, sino por que en todo él 
se abren ventanas hacia las más elevadas especulaciones de fa matemática y 
de la física con~emporáneas. 

La idea esencial del libro es, según las propias palabras del autor: "au· 
nar la interpretación 'física y geométrica del concepto de vector que da una 
visión sintética y directa de grUln parte de la Matemática útil a la Física ele· 
mQntal,y a la Técnica" con el profundo significado que para la Matemática 
pura y la Eisica teórica moderna tiene el.concepto abstracto de v.ector". 

El capitulo I, dedicado al, concepto de vector, se inicia con un estudio de 
los sistemas 'd~ coordenadds cartesianas, definiendo con precisión no habitual 
las orientaciones de los ejes; sigue con un estudio preciso y riguroso del con
cepto de igualdad, y da lri. definición clásica de vector en el espacio ordinarió, 
así como la distinción entre vectores libres, axiales' y. fijos. Entra a continua
ción: ,en la definición a,. .. domática de los vectores, dando en una introducción,' 
en forma concisa y clara, la esencia y sentido, de la axiomatizació~ de una 
teoría matemática, y de la interpretación concreta y aplicación de la misma; 
Ell, espacio vectorial abstracto se define mediante catorce axiomas, dando las 
int~J:pretaciones de algunos de ellos para la anterior definición de los vecto· 
res,' e igualmente se dan ejemplos de operaciones matemáticas que no verifican 

,algunos de esos a,.'{iom~s. Define a continuación la 'independencia lineal de los 
velltores, para poder introducir los axiomas de la dimensión para la recta, el 
Plallo, el espacio ordinario y el espacio n-dimensional. A partir de ese momento 
tóuo el cálculo vectorial se desarrolla como una serie de consecuencias lógicas 
de"clos axiomas: Define después las coordenadas vectoriales mediante vectores 
linealmente independientes, e introduce axiomáticamente el espacio puntual 'y 


