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longaciones de los términos de X sean uniformemente conver-
gentes en' A hacia la prolongacién de f(z), entonces existe un
conjunto wbierto fijo HA* conteniendo F para el cual f(z) v los
términos .de la sucesion dada pueden ser prolongados analitica-
mente mddulo F de modo que las prolongaciones de estos lér-
minos -sean uniformemente convergentes en S* hacia la prolon-
gacion de f(z).
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Como dice muy bien el Dr. Rey Pastor, en el breve y jugoso prélogo del
libro que comentamos, el profesor Pi Calleja da en 61 mueho méis de lo que
promete econ su titulo, no sélo por que hace un estudio casi completo del flge-
bra vectorial, e incluye también el flgebra temsorial, sino por que en todo &l
se abren ventanas hacia las mis elevadas especulaciones de Ta matemética y
de lao fisica contemporineas. :

La idea esencial del libro es, segin las propias palabras del autor: ‘‘au-
nar la interpretacién fisica y geométrica del concepto de vector que da una
visién sintética y directa de gran parte de la Matemética dtil a la Fisica ele-
mental y a la Técniea, con el profundo significado que para la Matemitica
pura y la Efsica tebrica moderna tiene el concepto abstracto de vector’’.

El capitulo I, dedicado al concepto de vector, se inicia con un estudio de
los sistemas de coordenadss eartesionas, definiendo con precisién no habitual
las orientaciones de los ejes; sigue con un estudio preciso y riguroso del con-
cepto de igualdad, y da la definicién clisica de vector en el espacio ordinarig,
asi como la distineién entre vectores libres, axiales y fijos. Entra a continua-
cién -en la definicién axiomitica de los vectores, dando en una introduccién,
en forma concisa y clara, la esencia y sentido, de la axiomatizacién de una
teorfa matemébtica, y de la interpretacién concreta y aplicacién de la misma;
gl. espacio vectorial abstracto se define mediante catorce axiomas, dando las
iﬁfg}pretaciones de algunos de ellos para la anterior definicién de los vecto-
res, o igualmente se dan ejemplos de operaciones matem4ticas que no verifican
.algunos do esos axiomas. Define a continuacién la independencia lineal de los
veetores, para poder introducir los axiomas de la dimensién para la recta, el
plano, el espacio ordinario y el espacio n-dimensional. A partir de eso momento
tolto el cfileulo vectorial se desarrolla como una serie de consecuencias légicas
detlos axiomas. Define después las coordenadas vectoriales mediante vectores
linealmente independientes, e introduce axiomiticamente el espacio puntual 'y
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las relaciones entre puntos y vectores. Tl capitulo fermina con un estudio de

las multiplicidades vectoriales lineales, limitindose a la recta y al. plano del’

espacio multidimensional. Las cualidades de claridad y precisién en el len-
guaje, caraecteristicas de la obra que analizamos, aleanzan su méiximo en la
exposicién de ‘este primer capitulo.

El capitulo II estd dedicado al produeto interno o escalar. Se inicia, con
la definieién a partir de los axiomas v-de los conceptos de distancia y &n-

gulo; luego se define el producto esecalar y se estudian sug propiedades. A

continuacién se estudian las transformaciones ortogonales, probando la inva-’

rianeia del produeto esealar, de la distaneia y del dngulo en todos los sistemas ox-
togonales de coordenadas. Istudia después la ortogonalizacién de vectores, y ter-
mina el capitulo eon el estudio le las ecuaciones normales de la reeta y del plano.

Bl capitulo ITI se Qenomina 4rea y volumen: se define, mediante sug pro-
piedades ecaracteristicas, €l volumen determinado en el espacio n-dimensional
por un grupo de 7 vectores. En este capitulo se utiliza el concepto de deter-
minante y se muestra como- éstos pueden estudiarse, sea partiendo de la cl4-
sica definicién polinémica, sea de su definicién mediante sus propiedades ca-
racteristicas. Se estudia también con mucho cuidado y precisién-el signo de
las %reas y volimenes. ’

El capitulo IV esti dedicado al produeto vectorial o externo, y a los pro-
ductos compuestos o mixtos; el estudio se limita al caso del espacio tridimen-
sional y se dan una serie de aplicaciones de estos conceptos a la geometria ya
la fisica. Iintre estas aplicaciones figura el resultado’ clasico de que un sis-
tema de vectores deshzantes se reduce a un vector y a un par. Creemos que,
dada su importancia, esto punto debiera haber merecido un examen méis de-

“tallado.’

El eapitulo V, titulado: ‘‘Los espacios lineales y las multiplicidades vee-
toriales en ol estudio de las magnitudes fisicas’’, se inicia con un estudio muy
resumido y elegante de los espacios abstractos y de la utilidad y necesidad de
estos en la fisica contempordnea. Es claro que al dar en ocho péiginas tal resu-
men tienen que presentarse forzosamente algunas lagunas, en pafticular nos
parece que no ha sido puesto suficientemente en relieve la importancia bésica
del concepto de punto de acumulacién. Creemos, por otra parte que hubiera
sido conveniente estudiar en este capitulo, con mayor detalle los gjemplos de
espacios vectoriales de infinitas dimensiones con lo que se hubiera puesto més
en claro el interés .del método axiomAtico. Sigue después. el capitulo con el es-
tudio de las multiplicidades veectoriales de m dimensiones en el espacio vecto-
rial n-dimensional; estudia a continnacién, utilizando la interpretacién veeto-
rial de los sistemas de ecuaciones lineales, la referencia de las multiplicidades
a bases distintas. Termina el capitulo con un estudio del 4lgebra vectorial de
las magnitudes fisicas de gran interés por la forma, muy eclara y rigurosa en
que se trata el problema de los sistemas de unidddes en fisica.

El capitulo VI se titula Tonsores; se inicia con la definicién del tensor en
el espacio tridimensional ecomo una. func16n vectorial lineal homogénea de- la
dirveccién, y se muestra el origen de este concepto en los problemas de la re-
sistenria de materiales; se definen a continuacién la suma de tensores, el pro-
ducto de un egealar por un temsor y el prodneto de un temsor por um veector,
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de aci se muestra como ﬁuede también definirse el tensor como un operador
lineal entre vectores. Luego se estudia el tensor obtenido mediante la deriva-
cién en un eampo vectorial y se pasa a la definicién de tensor de rango n. Se
trata después la forma bilineal correspondiente a un tensor y se demuestra la
descomposicién ‘de un tensor cualquiera en la suma de un tensor simétrico y
otro antisimétrico. Se estudia luego el tensor en el espacio m-dimensional, co-
mo operador lineal y -se da para ello un estudio elegante y resumido del chleu-
lo de matrices, Termina el capitulo con un breve resumen de la sistemati-
zacién de la geometria mediante la teoria de grupos, estudidndose en particu-
lar las gcéometrins métrien, afin y proyectiva en el espacio n-dimensional,

Al final de cada uno de los capitulos hay un grupo de ejercicios que, en
muchos casos, no son solo aplicaciones de las teorias expuestas sino amplia-
ciones’ y complementos de las mismas. Termina el libro con una completa y
bien ordenada bibliografia. Se debe también hacer resaltar la ventaja de haber
adoptado una notacién veetorial muy sencilla.

En resumen se trata de una obra, cuya lectura es recomendable afin para
aquellos que ya conozean ampliamente el tema y de indiseutible interés. cientifico.

Poro ai el interés cientifico del libro es indiscutible, es posible que sea
diseutido por algunos su valor didictico. El autor es profesor universitariv en
la Tsetela de Ingenierfa de San Juan, y se trasluce claramente que ha esecrito
el libro con una finalidad esencialmente did4ctica. .

Es posible que el libro sea considerado dificil por esa parte del estudian-
tado que desea tGnicamente conocer lo menos posible econ el minimo de esfuer-
20, y que, al estudiar una teorfa, s6lo les interesa el saber si serd o mo pre-
gunta de exfimen es posible también que no sea adectado para aquellos profe-

* gionales que s6lo quieten conocer lo inmediatamente utilizable en problemas

téenicos de menor cuantia, pero, en cambio, es fitil, adecuado e interesante
para los estudiantes universitarios que vayan a las aulas movidos esencialmento
por el afin de aprender y para aquellos profesionales que se den cuenta de
1a necesidad de ampliar su bagaje de conocimientos mateméticos para poder
profundizar en los problemas, cada vez mis intrincados, de 1la técnica moder-
na. Para los qué creemos que la misién esencial de la ensefianza universitaria
es la de- seleccién y no la nivelacién por lo bajo, el libro dol profecsr Pi Ca-
lleja cumple su finalidad didActiea.

Los lectores que ya tengan conocimientos de matemética universitaria, po-
drin perfectamenfe abordar el libro en lectura, aislada. En eambio es posible
que esta lectura sea difieil para los alummnos que se inicien en la ensefianza
universitaria, y desde luego no sirve para aquellos que asisten rara vez a
lag aulas y ¢ ‘prepa.rn.n’ ’ el eximen en quince dias de lecturas precipitadas,
pero puede muy bien servir de libro de iniciacién si se lo estudia simultinea-
mente con las explicaciones del profesor, y como ésta es la dnica forma serih
de trabajar en la TUniversidad, esto nos afirma en la idea de que el libro
cumple plenamente su finalidad didéectica de ecarfeter formativo y mno infor-
mativo.

S6lo nos queda felicitar al autor y a la Universidad de Cuyo por la apa-
ricién de. esta obra, una de las aportaciones mis serias a la bibliografia ma-
temAtica en lengua castellana de los Gltimos tiempos.

' ‘ Manuel Balanzat



