
.' l.. 

. LES' FONCTIONS ENTIÉRES D'ORDRE NUL(*) 

par GEORGES V ALlRO'N 

Professeul' a la Faculté des Sciences de Paris' 
\ " 

.. 
. Les f0!1ctions e~ltieres d'ordre nul ont été d'abord peu étu- . 

dieés, parce que les '«FIestions 'que l'onpourait se poser a teur, 
'suj.et étaient immédiatement résolues, Si 'la fonction' est donnée' 
par son c1éveloppement taylorien.: 

f(z)'=co + Cl z+ . . ,+cnzn+, ,,: 

pour qu'elle soit d'ordre nul, iI .:faut :et il suffit que 

1
, -log I en·1 . ' 
lm'--. --=+00. 

1/,-"" 'n log In 

. Dans ces conditions, fez). a une infin.ité .de zévos et sadé­
compositibn en facteurs est de la forme 

'ia série 

est convergente. quel que soít E > O. Mais dés que la théorie des 
fonctions' d'ordrefini se pr'écisa,on chercha a rés¡oudredcs· 

(*) , Seg~nd:1 clase' (30 de mayó ,de 1946) del cursillo Bobl'e Funciones en­
t.eras dictado en el Instituto de Matemática de la Universidad de' Buenos Aires. 
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questions analogues pour les fonctions d'.ordre nul. ,On étudia 
des classes de ces fonctions en utilisant des fonctions de €ompa-

, raison. Par exemple, on' rencontre dans certaihes questions des 
'fonctions pour lesquelles log M(r) est comparable a (log r)2 .. JI 

est permls de supposer que 

10gM(r) ",A (logr)2, A fixé. 

L'e rangdu terme maXImum de la série de taylor sera 
don;né par 

" J v(x;dx '" A (l~g r)2, 
o ' 

oecI se résout sous la forme, 

ver) "" 2A log r; 

,on,en déduit 

R - (1+e)2:t n-e , " 
, E tendantvers zéro lorsque n croit indéfiniment. Autrement dit 

Gn "1 

lim e n' =8 4.11 • 

C'est une condition nécessaire et suffisante. En passant aux 
Cn, on a f 

- 1 1 1 1 l' np+l 1 
liin '!clI !1i2 =,e - M; lim !Cnp ! "p' ~,e - M, avec 1m --= . 
n~ ex . , - p=oo p","'" np 

Plus généraleinent, on pourrait transposer les résultats réla­
. tifs aux fonctions d'ordre fini positif, en faisant la transforma­
tion log r = X, et mtroduire un ordre, précisé. On atteindrait la 
ciasse des fonctions pour lesquelles 

1 lag..lV1 (1') 

O<1im og lag l' <:00. 
r-ce log2r 
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Si l'on veut donnerdes conditions permettant de détermmer 
log M (r) asymptotiquement, il semble bien qu'il soit nécessame 
d'introduire une infinité de classes, mais si ,.1'on cherche une 

, ,précision moindre, on peut traiter simultanément toutes les fonc­
tions (Voir Bul1etin des sciences math., octobre :1935). 

J.e me borne aussi a signaler en passant que, 'si les coef­
ficientscn sont différehts de zéros a partir d'une .valeur de n 

, et si ron a alors ' 

on a poúr I z I = k Rn, Rn = C
n- 1 

, ,et n. assezgrand~ , cn 

fez) =cnzn [1 +fr(z) ll(k)J, /fr(z) /< 1, 
co 

H(k) =2~ k-no. 
1 

Ii s'ensuit que, si H(k) < 1, les zéros de, fez) sont séparés 
par les cercles / z / = k Rn, dés que n est assez grand: Ce ré­
suItat est a rappr,ocher.d;e propositions d'algébre de M. Rey Pas­
tor et San Juan. 

Avant de poursuivre, il convient de montrer que 1'0n ren­
contre effectiv,ement des fonctions d' ordre nul dalli; certaines re­
cherches~ Hadamard avait déja signalé la fonctiqn 

00 

.I qn" zn, /q/<l 
o 

que ron renoontre dans la théorie des fonctions elliptiques. Pour 
, cette fonction" on ' a 

En fait, on sait qu' on peut ram~er 'a théorie des' fonc­
tions elliptiques a la théorie des fonctions invariantes par la 
substitution (z, kz) OU' /k/> 1. La fqnction de base est alqrs ' 
la fonction entiere d' ordre nul 
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qui vérifie l' équat~on fonctionnelle 

cp(lcz) ~ (1- z) cp(z). 

Une classe de fondions d' ordre nul voisines de oelles-ci est 
fournie par' certaines fonctions de Poinearé, dé:fIDi.~ dans son 
Mémoire sur une' classe nouvelle de fonetions :transQendante¡s. 
(J. de math., 1891). L'équation fonctionnelle 

(1) f(laz) =P(f(z), z) 

011 P est un polynomea deux variables P(x, y), et a une con­
stante de module supérieure ii. 1, admet Ull!e solution -qui est úne 
fonetion'entil3re, pourvu que le caleul formel des 'eoeffieients 
soit possible. On devra avoir 

, "iJP , 
,Co:- P(co, O), I aq-;:-/=~ (co, O) q=l, 2, ... 

, ux 

Si le degré p de P par rapport a x .est supérie)JI a 1, on ob-
" ;', logp , 

tient une fonction d ordre 1 I I ; si P , 1, on a une fonetion , og la 

d' ordre nul' et 

m 
10gM(1') '" 1 I I (logr)2, 

2 og a , ' 

m étant le degré du polynome coefficient' de fez) dans le second 
membre de (1). ' \, ' 

Plus général,ement, la solution de 

, p¡(z) f(az) +P2(Z) fez) + Ps(z) = O, 

,011 les Pj(z) sont des polynomes, sera en général une fonetion 
méromorphe quoiient de deu.'C fonctions eritÍl3res d'ordres nuls. 

A ces fonctio¡ns, on peut ajouter celles qui sont définies 
par l' équation différentielle fonctionIlelle 

f'(zs) =P(z) fez) + Q(z), /s/>l, 

! ' 
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P ,et Q étant des polmómes. La'méthode des fo,nctions majo­
rantes s' applique encqr,eet montre que ceUe équation admet des 
fonctions 'entieres pour solutions. Ce "Sont encoredes fonctions 

. d'ordre nul du type analogue aux: pr.écédents .. 
. On doit observer a 'ce sujet que, dans le cas des équations 
différentielles ordinaires, il a été démontré que les solutions 'des 
équations linéaires a coefficients polynómiaux qui sont des fonc­
tions entieres sónt d'ordre fini' positif 'et rationnel, et que les so­
lutions des équations alg.ébriques du premier ordre, G( x, y, y') = O 
ou G est un polynóme a' trois 'Variables, qui sont .des fonc­
tions entieres soní d'ordre fini. Geci avait conduit Polya a' 
penser qu'une fonclion el' ordve nul ne peul pas elre solutiol1 
d'une équation différentieUe algébrique d' ordre quelcollque .. j' ai 
établi (Comptes Rendus, 1925) que la fonction 

F(u)=S(z), 
1 

z+ -=u, z . 

+00 

S(z) =~ qn' zlr, Iql< 1, 
-00 

quiles! une foIiction entii~re d'ordre nul, ¡car 
, i '. " .. 

00 ". q2n+1 00 ( uq2n+l ) 
S(z) .A~~l+zq,2n+1).~l+~)=A'~ 1, + 1+q4n+2 ' 

I . , 

, ' 

A 'et A' étant des constantes, est solutio,n d'une équation diffé-
rentielle algébrique du 3e • . órdre. Car, si ron, pose 

S'(z) 
Z(z) ': Z S(z)' 

pez) vérifie l'équation 

, 
e,' G2, G3 étant des constantes. 

pez) =-.Z Z'(z) , 

Existe-t-il des. fonctiollS d' ordre nul qui sont .sólutions 
d':équations différenlielles du second ordrealgébriques. J'ai 
montré :qu'il n'y ena.pas pour lesquelles 

I . . 

1 Me; ) " log r . log2 r 
og f",',-r:::. I 4 ' . og" 
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mais' ne peut-bri pas aller plus Íoin (Voir BuUetin Société Math., 
1925); " : 

, Si lafonction fez) vérifie l'équation différentieUe' algé­
brique 

P( z, f, f', /", 1"') =~, 

la fonction iterée F ' f(f( z» vérifiera une équation diffl~ren­
tielle algébrique elu sixieme orelre. Si l' on a 

logM(r,f) ",H (log'r)2, H = constante, 

on aura, comme cOlnséquence ele théorcmes généraux lSur le 
comportement des, fopctions entieres elan~ le voisinage eles points 
de m?elule maximum, 

On pourra continuer ces opération's. 
J'ai ineliqué (Anuales de Toulouse, 1913),~'autres fonc­

tions entieres d'ordre nul, a croissanoe plus lente que les précé­
dentes, qui. vérifient des équations, fonctionnellecs simples. La 
plus simple est 

pour laquelle 
, 

cp(z2)=~(1- Z2)f(z)cp(_z). 
, a 

, 
011 pourra ·en eléduirc el'autres par des transformatio,ns cléja 

utilisées. 
Ayant ~l1ontré que l' on rencontra des fonctions d' ordre nut 

nous allons en indiquer des prppriétés assez suggestives, notf,lm-
~ent pour. celles q~i vérifient la condition ' 

(2) 
--o log M(r) " 
hm (I rr )2 ~+oo. 
1'="" 0b r 

- , 
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.Si f(z) est d'ordre nul, f(O)=l pour simplifier l'exposé, et 
an le n-ieme' zéro, on a 

Si n( x) -est le nombre des zéros de module inféríeur ou ég¡al 
a x, on a 

DO 

, DO· ( r) f m( x) 
log M (r) < Z log 1 + -1 -1 = (...L ) dx, 

l' an x XI r .. 
o 

et par· suite 
r ')O 

. j'n(x) .. Jn(X)dx 
logM(r)'< ----;-dx+r x~, 

o . r 

cequi, joint aTinégaliié de Jensen, donne 
. 'r 011 

(3) . logM(r) fn(x)dx+zrJn(X~dx, O<&<l. 
. x x o r· 

Lorsque 

logM(r) < (IOogr)ll, l( Iconstante finíe 

l'inégalité de Jen~en montre que 
, .~ 

n(r) < [(,(logr), [(, fini. 

et inve~sement cette inégalité. entraine (2)', en vertk~ de (3). 
L'es fonctions .(2) sont aussi caractérisées par 

-.-n(r) _ 
hm 1--<. <Xl • 
?'=oo ogr. 

L'égalité (3) ;montre que, pour ces fonctions 
? 

(4) logM(r) r-J Jn~) dx (1/(0)1'-/=0). 
o , . 
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Pour étudierces foíictions, on' utilise un théoreme 'de Bou­
troux sur les polynómes qui a été complété par Henri Cartan 
en 1928. Dans le cas actuel, le théoreine de Boutoo,ux suffirait. 
Voici le théoreme de Cartan: si P(z). est un polynome cano­
mque de degré n: 

et si H est donné positif, on a 
• I • 

'1 pez) 1> (le
l 

) n, b di· 1 e, ase es ogarlt lIDes, 

pourvu que l'on se place a l'extérleur d~ n cerdes dont la som~ 
me des rayons est 2H au plus¡. (VoirMémorial des Scie:nces 
math., nO. 89, p. 11). 

Considérons alors une fonction d'ordre nul, donnonst-nous 
une fo¡nction ~ (x) décroissante tendant vers zéro mais supé-

1 
rieure a -;;; et considérons les circonférences ,1 z 1 = Rm, R1 ~~ant 

donné et. 

Oii supposera que le paint z est dans la couronne Dm: 

et extérieur a des régions entourant, les zéros et on calculera 
une borne inférieure de If(z) l. Les tenUtes ,génants dans fez) 
sont ceux pour lesquels 1 z - an 1 est petit ou plutót relativ'ement 
pétit. Si ron pose " , 

le nombre des zéros dans la couronne 

est m2 -ml' avec 111.2,=n(R"m)', ml=n(R'm). D'apres le théo­
reme de Cartan, on aura 
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(5) '1 m",( _~) l' 1 (H)11t.-11t
l =,(~)m,-ml n 1 la ' > (R" )",,-ml eR" ml+1 ,,/1 m e m 

a l'extérieur -de m2 - mil cer.cles contqtlant \ les zéros, dout ,la 
somine des rayons est au plus 2H. On prendra l 

ce qui assurera que la région non exclue dans la couronne Dm 
contient des couronnes 'de centre origine puis<we l'épaisseur de 
la couroo¡ne est Rm ~(Rm) et que chaque région exclue' peut 
etrdenfermée dans un cerCle dont le rayonest au plus égale 'a 
la distance du centre a' l'origine multiplieé par un facteur .in-
finiment " petit. , 

Le logarithme du .premier membr~ de (5) sera supérieur a 
1 

- (m2 - ml ). Klog¡ ~(Rm) 

K éÚmt une constantein~épendante de m. On a d'autre part 

(6): rr 1-- >11 --1 = 11 1-- . I mi ( Z ) I "'1 (r ) rm 
I . ?nI ( I an I ) 

1 (ah - 1 lanl lal . .. am1 1 1 r" , 

'dans le premier 'facteur on peut remplaoer ml par \ n(T') a la 
'oondition de rilUltiplier par 

dáns le sebond. fae::teur, on a 

lan! < 1- ~ (Rm)" 
r 

,de Isorte que le logarithme du premier membre de (6) ast supé­
rieur 'a 

r 

j n(x)dx " , l' 
o, x -.(~2-ml) K log NRm) 

le étant indépendant de m. 

'" 
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Enfin, dans le produit 

on a. 

. , 

le logaritl~me de oe produit est superieur a 

et le dernier I est au' plus égal a 

l' 

En rassemblant ces résultats, et tenant compte de l'inégalité 

o. cd 

j
nex)dx jneX)dx .. "eR II)_~ x > . 2 >n In R'" , ¡;' x . In 

r R"m 

on arrive a l'inégalité 

r 00 

(7) log/fe z)/> fn~)dx~~e~:)Jne:~dx, [(II fixe, 
o l' 

valable dans DIn, dans la reglOn dont ·,il a été' question. 
Pour les fonctions satisfaisant a la condition (2), n(x) ,est 

inféri~ur a [{11og:xi et 

¡(X>neX)dX' , . 
r . X2 < [(1 (log r+ 1). 

r 

" 



'/ 

-c-l:rS -

Le rapport de 

tend vers zéro, 'on peut choisir ~(Rm) lPour,,:que, en dehors das 
petites régions exclues, on ait, eu égard a (3) 

'1' 

. (8) 'Jn(x)dx ' 
10glf(z)l'" , xl! ' dx. ",log 1I1(r), r=lzl· 
, o 

Donc 

Si l~lg 111 ~)reste borné, on peut tracer \des cercles ¡contenant ogr, " , 
'Les zéros, vus de l'origine sous un angle qui tend,vers zér.o 
,lorsque le centre s'eloigne indéfiniment et tels que, a l'éxté!'ieur 
de ces cerc1es, on ait les égalités (8). Le dornaioe non exclu 
coptient des couronnes de centre origine. 

Les points en, lesquels 

(9) f(z)~Z 

, , -
sont ·dans les reglOns 'exclues des que' z est assez grand. Le 
p~obleme de la distribution' des points racines ¡de l'équati¡on, 
(9) ,cst résolu pour ces. fonctions el'une faQon tresprécise. L~ 
résultat contient un théoreme général donné plus ,tard par Julia. ' ' 

Lorsque la condition (2) n'est pas vérifieé, on neo peut plus 
affirrner q\le le rapport 

co r 

(10) rJ' n(x) dx :' J,(x)U dx 
. xl! X 

'1', o 

tenel vers zéro, mais on démontre aisément :que sa limite infé­
, ,rieure pour r infini est nulle (Voir: Lectures on tha g,eneral theo­
, ry 0:1) integral functions) et l'on obtient un théoreme de Little:.. 

wooel: ' 
Pour toute fonction entiere el' ordre nul, il existe une suibe 
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. de cerdes dé rliyons indéfiJiiment croissants sur checun' des­
quels le logarithme du module de la fonction est «asymptotique­
ment» ,egal a son maximum. 

Par toutes les fo,nctions d'ordre nul a croissance assez .;¡:é­
guliere, .le rapport (10) tend vers zéroet le' théoreme. relatif aux 
fopctions vérifiant (2) reste valable. . 

Mais si la croissance est assez irréguliere, le théoreme n' est 
plus vrai. J'ai donné (Annales Fa.culté de Toulouse, '1913) 
l'e:úimple suivant 

(11) , 

F(z) est bornée dans des cerdes qui ne sÓnt pas vus de l'originc 
sous u,n angle qui tend vers 'zéro ;lorsque le centre s'éloignc 
indéfiniment. Ce fait tient 1\ ce que la distribution I.des zéros' 
est ·assez particuliere, 'au point de vue des propriétés des pO,ints z 
en :lesquels fez) = Z, la valeur Z = O . apparait ',comme excep­
tionnelle (Voir le mémoire cité). 

, Les 10ncLions satisfaisant a la condition (2) jouissent d'une 
autre propriété qui est également suggestive et qu?on déduit de 
l' étude ,de la dérivée logarithmique 

I'(z) ro 1 
---:-I 
fez) 1 Z-C!n 

Dans celle étude il faut encore éliminer Je voisinage des poinl;S 
an qui sont des, poles; o¡n le fail encore de la memo fayon, len 
utilisant des inégalités obtenues au cours de" la demonstra... 
tion dO: théoreme de Cartan (Voir, Mémorial ides Sc. 'Math ... 
fase. 89, haut de la page 12). On trouve que pour toute fonc­
tion vérifiant IR condiLion de croissance 

(12) lim log(log M (r, f))· c:: O 

~~cn V log r _' 

il existe des circonférences I z I = cte de rayons indéfiniment crois­
sants, ,sur chacune desquelles on a 
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f'(z) n(lzl) 
fez) '" -Z-

log If(z) I '" Io:g M( Izl, f) 

(Voir Compositio math., vol. 3, 1936, p. 129). Considérons alors 
les domaines .1m dans lesquels If(z)I<A, A étant un nombre 
donné tres grand, arbitraire, ils ne coupent pas les circonférences 
sur lesquelles (14) a Heu. Lorsque le point z décrit .1m, le point 
Z = f( z) décrit dans le plan des Z :un disque I Z I < A a un ou 
plusieurs feuillets. Mais, d'aI>r<3s (13), Les foncLions fez) et fez) 
ont le meme nombre de zéros entre deux des circonférences en 
question; il existe .donc l'mi des .1m compris ,entre l,ces circon-i 
férences 'pour 'Jequel f'(z) n',a pas plus de zéros que fez)' et par 
suite un, feuíllet de la surface de Riema(l1n décrite par Z lorsque 
z 'est dans .1m sur lequel il ¡n'y a que deux points ,de ramifi­
cation. On a donc le résultat suivant que l'on obtient en faisant 
croitre A: 

Si fez) est une fonction entieDe vérifiant la conditioll (12)', il 
existe une suite de domains Dm dans chacun desnuels, fez) 
est univalente, dans Dm , f( z) prend toutes .les vale~rs Z telles 
que I Z I < Am s~uf celles appartenant a deux segments ~u plus 
obtenus en joignant deux points de ce cerde a la circonférénce, 
Am croitindéfiniment avec m., En outre, ,si la condition (2)' est 
réalisée ou si le rappprt (10) tend vers zéro, Dm peut otre en­
f,ermé dans, un cercle qui est vu del'origine .,sous un angle qu.'i. 
tend v.ers' zéro, lorsque ryt croit I indéfinimerit. 

,Ce tésultat s'étend la tout'es ,les fonctions d'ordre. nul (Voir 
l' artcl1e cité de Com.positio Math.). 1\1a,s, lorsque le rapport (10) 
ne tend pas vers zéro, Dm peut ne plus etre contenu dans ¡Un 
cercle 'vu de l'origine sous un angle qui tend vers zéro, c'est ce 
que mon~re l'ex1emple (11)~ Mais il semble que oeUe propriété 
dimensionnelle subsiste a condition d'enlever de ,Dm une portion 
représenté dans un cercle de rayon ,tres petit dans Izl<Am-­
Et oeci doit ctre vrai pour toutes les fonctions ,entieres' d' ordre 

1 
inferieur a 2" 



LE THEOREME DE PICARD (*) 

Les, mathéma'ticiens de lapr,emiere moitie du 1ge siecle 
et des anneés jusqu'a 1860 avai'ent elucidé les questions rela­
tivesaux fonctions algébriques; les singularités polaires et al­
gébriques ne renf.ermaient plus de mysteres. Ce fut "Veierstrass 
qui reconnut le premier .r aspeet completement différent pré,­
sente par les, fonctions uniformes dans l,e voisinage de leura sin~ 

. gularités essentiel1es. On sait ce qu'on appelle singularite easell­
,tieUe; une fonction F( z) holomorphe dan un cerele de centr,e 
Zo 'sauf au point Zo admet ce point pour singularite ess'entielle 
si ce n' est pas un pole. Le développement en série ae Laurenl 

1 
autour de ~o poss~de une infinito de termes en (z-zo) m , ni, > O. 

Si' 1'0n envoie le point Zo a l'infini par une transformation 
homographique, on ohtient une fonction F( z) holamorphe au­
tour du point a l'infini qui est point essentioel, F(z) est la som­
me d'une fonction entierle f(z) es d'une ,fonction holomorphe 
au point u l'infini et nuIle en oe point. Playons - nous dans ce cas., 

Weierstrass ~ montré que la fonction F(z)s'approche d' 
aussi pres que l'on veut de toute valeur finie ou infiriie lorsq!u'on 
donne u z des valeurs de module supérieur u un nombre arbitrai­
rement grand, c'est-u-dire dans un voisinage aussi restreint que 
l' onveut du point u l'infini. 

En 1879, Picard completa le theoreine, de Weierstrass en 
demontrant la, proposition célebre qui porte son nom: une fonc­
tion holOrriorphe aullour d'une singularité essentieUe prend une 
infinité de fois toute valeur finij¡e, sauf au plus une seule valeur 
~xceptionnene, dans un voisinage arbitrair,ement restreint de 
cette singularité. La ,démonstration de' Picardútilisait les ,pro~ 
prietés -des fonctions modulaires elliptiques. S'il s'agit seulemerit 
de demontrer qu'une fon~tion 'entiere prend toute valeur finie 
sauf au plus une seule val'eur exceptionnelle, la démonstratio~ 

(*) Tercera clase (3 de agosto de 1946) del cursillo sobre Funoiones ente· 
l'a8 dictado én el Instituto de Matemática de la Universidad de Buenós Aires. 

1,' 
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est tres simple. Il existe une fonction cp(Z)/inverse d'une ,fonc­
tions modulaire, qui n' admet comme singularités que les seuls; 
point~ O, 1,00 'et dont 'le coefficient de l, Jcp(Z), est toujou,rs 
positif.' Si une fon¡etion e~tier,e fez) ne prenait pas les valeurS' 
O et 1, la fonction cp[f(z)] (Olí plutot l' unequelconque de ces 
fonctions, car cp (Z) est multiforme) serait aussi une fonction 
entiere dont le, coefficient de i serait positif, ce serait une cons­
taI?-te (Voir la 1ere conférence), f(z) serait une constante. 

Le ',theoreme, de Picard resta comme un joyau isole dans 
la theorie des fonctions analytiques jusqu' en 1896: les recher­
ches sur les fonctions entieres s'étaient eng,agées dans une ,autre 
voie, on etu,diait la décomposition en facteurs en la supposaut 
possible. Ce fut: Borel qui dans deux travaux, fondam{mtaux' 
établit le pont entre oes deux, voies de recherches. Dans le pre­
mier de ces travaux, dont il sera seulement question aujourd' 
hni, Borel donna une démÓ'nstration élémentair,e du théoreme 
'de Picard sur les fonctions entier,es sous l¡¡¡, forme simple don­
nee ci-dessus: la démonstration est élémentaire paree qu' elLe 
ne fait pas' appel A la thébrie de la fonction modulaire. Par une 
analyse profonde des faits, Bor'e~ etablit l'impossibilite d'une 
identité ,de la forme 

ou F(z) el G(t) ~eraient des fonctions entier'es. (Voir Borel. 
LeQons sur les fonctions entier,es)., Cette demonstratfon de Borel 
eut des consequences considérab1es: elle servit de bas'e aux pre-, 
mieres démonStrations, que Schottky et Landau dQll:l1erent de 
leurs théoremes; ene' provoqua des recherches précises sur la 
comparaison de deux fonctions reél1es qui s'introduisent' dans 
la théorie des fonctions 'enWmes: la fonction d~ r, M (r, f) = 
=max If(rép) I pour O <'cp < 2rr, et la fonction de t, ACr, f) = 
= maxRf(réP) pou'J,' 0<cp<2rr (R u désigne la partie réelle de u, 
J u son coefficient' de i). Les recherches de Wiman sur ce sujet 
(Acta math., t. 41), complétées par moi-meme, conduisirent 
A. Bloch a son théoreme., 

Le théoreme de Landau a 'une forme particuliérement sim­
ple et frappante. 

Si 

(1) F (z) = Co + cl Z + .,. 
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est une fonction holomorphe autour de l' origine, Co -=-/= O, co'=/= 1, 
il existe un cerde 1 z 1 < R dont le rayon R ne dépend que de 
Co et Cl qui contient une singularite de, F(z) prolongée radiale­
ment, ou bien dans lequ,eIP(z) prend l'une du valeurs O ou 1. 

En particulier, dans le cas d'un poiynome .. 

il existe une fonctio¡l de Co etc!> R( co, Cl) telle que, dans le 
oercle Izl<R(co,cl), leprodui~ P(z)(P(z)-l)' s'annule au 
moins une fois. On a évidemment cherché a donner une démons­
tration algébrique, mais sans succes jusqu'ici: 

Le théoreme de Schottky' s'enonce. comme 'suit: 

. Si la fonction F(z) définie par (1) est holqmorphe pour 
Izl< 1 et ne prend pas dans ce cercle les valeurs O :et 1, on a, 
pour Izl<r<l, 

(2) 
\', 

¡F(z) 1<8 (r, co), 

la fonction' au second membre ne dépendant que de ret Co 
En outre, si Icol<A, on a 

¡F(z) 1<0 (r. A), 

n nedépendant que de r et A. 
Le théoreme de Schottky contient le théoreme de Landau,. 

Car, si la fonction définie par (1) est holmnorphe para Izl<r 
" et ne prend pas l,es valeurs O et 1 dans ce oerole, F(zr) qui est 

holomorphe pour Izl< 1 vérifie la condition (2), et, en par-
ticulier, . 

'1 (eiO)I' (1 F - r < e -;-, Co ) , 2,. 2. 

·donc, d' apres les inég~lités de Cauchy 
. , 



\ ' 

, I 

--:-184-

et finalment 

A la voie' de démonstration élémentair,e se substitua bientót 
de nouveau l'emploi des fonctions modulaires, ce' qJli permit a 
Caratheodory de .donner des inégalités exactes (Voir Valiron, 1,' 
p. 456). En particulier, dans I'énoncé du théoremede Schottky, 
on peut, en. explicitant les constantes, donner a e (r, A) la valeur 

e étant une constante' numérique. 
Le théoreme général· de Picard se déduit aisement du théo­

reme de Schottky. Une démonstration tres suggestive a été don­
née par Goursat dans l'une des éditions de son traité d' Analyse 
(t. 11). Supposons .que la fonction fez) soit holomorphe pour 
1 z 1 < 2 R sauf pour z = O quiest point essentiel et ne prennepas 
les valeurs O et 1 dans ce cerde. Prenons un point Zo de modu¡'e~\ 

R etsupposons ~e If(zol<A. Pour Iz-zol< :', 011 a d'apres 

le théoreme de Schottky (puisque· fez) esí holo:morphe pour 
Iz-zol<R), 

If(z)I<O(~ ,A) . 

Le' cerde 
. \ 2 ' 

Iz-zol' R }~oupe le c.erd~ Izl =R et deux . 
. 1 

On a en ces points If(zl) 1<0 (2' A) 

If(z2)1<,Q(~ ,A) . 
On peut recommenoer le raisonIliemenl' pr'écéde~t 'en partant 

de ,ces points. Sur tout l' arc de la ciroonfél1ence 1 z 1 = R dont 
1 l' ,n Zo est e centre et dorit onverture est . 4'"6 on aura 
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·On -peut continuer. Au bout d~ 5 Qpérations ()u aura cquy'ed 
la' circonfér'ence Izl ' B; On aura sur toute ,oette circonfé,tellce 

'If(z) 1< ljJ (A), 

ou ~J. est une fonction déduiJede n ( ;, A). Or, d' apres . Je . 

thé~rem:e de Weierstrass, il existe' des poinis Zo ~ussi 'voisins 
de" l'origine quel'on ",eut en lesquels ~If(~o) 1:<1;}1 existerait des ~ 
circónfér~nces' I z I = 1 Zo 1 " de rayon arbitraiDe;ment, petit ,sur les-

o quellcslf(i) 1< ljJ (1), ce gui "e¡¡t impossibled'apres Je théor9me 
~leLiouville .. L'hypotlíese faite est absurde" f( z) prend :, I',une 
des v\lleurs Oet 1, daos un cerc1e' de centre O etrayoil arbitr~i-: ' 
renlent. On en déduit que f(z), prend une infi~ité de foís toute' 
~aleur firiie sauf UJle auplus. Le.théoremede Picard est dé-

, moritré. ' ' ,~ ',' -

11 est aisé de modifier ce mode~' de démbnstrátion pour' 
. ohtenir~le ,théoreme que Julia établit en 1919 par une,' tbuf autia 
mélhode. Tóút d;alord¡ on peut faire 'l'hypotliese que la: 10nctibn 

, ..' , ,", ' 1 
f( z) ~e pr~ncl_ pas d~ur valeurs'a, et ~ telles que 1 a :-131 > B ' 
1a,I<B,I~I<B dims run des cercles considérés .. Alo,rs la :fonq~ 
tion" '. . . 

o • f(z)-a 
g(z) = . 

~-a 
, ~ . 

, ne prendo pas les val;eurs O et 1 et si, au centi'edu cercl'el f( z )I'¿A, 
o ón a, ,en ce centrelg(z) 1< (A +B) B, et dans le cercle concen-
triqu,Él de rayon'moitié, • ' " 

, ,don.c 

(4) 

....... 
Cecidit, c6nsi~érons, une fonclion holoniorphe autourde, 

z ,O qui est point essentiel. Prenóns un' point ZO. voisinde 

. , 

\ 
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tbr~~i~~!;; ~~ .. i~q~~l Jf(Ú)!f,;A:~,>'ét:~~t 'cl~O~r~, ,Eo~,itif arbÜ~~~re! 
supposons que f( i) nf) prenn.e pas dans le cercle I Z - Zo I < E Izo I! 
deu:..'\:' valeqrs a. et ~ satisfáisant aux conditions ,précédentes. 
Dans le cercle 

j - ~ , 

(5) 
" 

. ¡ , " .. ,.':.,'. J<~': ... ~. :'." ; l..... : - ' .. ' .':. '. ". i ; . '.,.' 

f.(z.) :v,~rif(~ra l'i11~g~lii~.,(4), Qripowra ¡'~c~mm.enper)e ,l11~we ' 
r,ai.sqnqe.ment )p~dirde~ poiIÍt:S .Z,í et;z21nt~rs!~~tió,ns de la éi!x:~: 
~oii,féréíi9,e, dii.c~r~l:e,,($)~t~de Ja ,?i~c9~f~rel1ce , I z~ 1"," I i l .. ' Ali 
ho.üt d'un ,nombred'opérations au.. plus égal :au nombre n dCfiúi 
, 1 •. ) . • .,. . 

par 

': ' ..... ' E':. 
n "arc SID -:2 = 1[', ,(\\ 

on a~ra', couYi3rt'la, droo,nfére~ce Izl ' IZol. Sur toute cette cir­
confér,ence: on aura 

It(z) 1< I«A,B;E), 

ce q~i ~st i~po~ú1iká'~pr~~ le tlié'or~~e d~ '2au~hy - LouvjJl~ 
si IZol est pris assez petit.Et il existe effectivement des, pOlnts, 
Zo en lesqtiels 'OH a, parexeiript~ It(zo)l< A =1, aussi p~och'es 
de z;=: O ,qu!" l' on veut. e ',~st donc que, p()ur l'un des cerdes 
qe reé6uvrernent de ,la citconférence Izl-:-lzol, l'hypothesefait'e 
était inexacte. Il existe descercles 

, /z.....;.:.z'/<: E Iz'I, 

avec IZTI aus¡;i .petit que (oÍ:'! veut, da~s,d~~cun desqueis f(z) 
prend tonte valeur Z telle que IZI< B sauf au plus des valeurs 

, 1 
Ztelles que IZ'-Z'!< B' IZ'j <B. Les 'Flombres ,E et B SüIlt 

arbitraires, ;on P01,l~ faire tendre E' vers' i.éro'et B ~ers J'infini.' 
On obtient eet, énóncé : 

Sif(z) ,est holomorphe autour du . point z =0 qui est poillt 
essentiel" il ,existe upe suIta ii1finiede' cerdes, C,¡,d'équa-'" 

tións j z :.--. Zn 1 < En I in 1, En' tendant vers zéro 'avec l; '~ilÍsi ' que 
, ' -n 

" 

i, 

, I 

\ ' 

, " 

; , 



'. / ' 

.) . 

. /', . 

.. ,',' .... 
. ,-:--'187 "-

" . ..,; .... 

\zu\, te.l~. que,dans. chaqu.e.tercÍló} Gn.' f( z) prend ,toute yalimr 
Z· demodule inférieur' á An sallÍ au plus des valeurs' Z que 

1'ó¿ p'~~t ,éJ1fer~er aa~súfl cercle In derayon l', An c~ois-
.' n ' '. 

sarit indéfi~¡;:nent avec n. 
LÍi,suite de.cercles: Gnest ce que Milloux ,appelle. untlsqite 

, de cm'eles .dé remplissage. En. prenant le thé~~me de Schottky 
sous ,Ia .. formeprécise (3) ,on peut déter'miner,: a un multiple 
{ini pr~s,' la, raypn ,minÍ'lnum des cerd~ cor~~spond~nt ii' An 
fiX:e~ ,c'.est::a-dire la' yaleur de En en foncHon, de fz,d. Onpeut,' 
dire qUe, aun facteur pres, En est de l'()rdre' de 

/ l. 

'i ..... \ ,-

log' MC\zlí\) 
. . 

M(r};é,tan,t le maxünum de \f(reio/) \ (Voir,YalirOn; BuUetiú des 
.~ S'~ien(:és math.~' 1927). ' 

Le théoreme. 'sur. les oerelesde' remplissage contiel1t . .les. 
,th~o~erries de, Julia relatifs IIUX fonctionsholpmorphes autour . 
d.'ún~~ sirigularité essenti'elle, tds qu'ilsont été complétéspar 
'Ostrowski: Voici, .parexeinple; comment on lobtie~d¡'a l'un.des 
éno¡J.cés de· Ju1ia. Supposonsque les oercles' exoeptlonnels In 

~xistent; In a pour 'équation \i - Zn.\ = ~ . S'i i-?'n.l tend vers 
" ' .' n 

. l'infini; onse '¡'amene au cas oú eles I'n n"existent pas endimi- . 
nuant An,S'i les Zn ont un point,iimite Z' a distance. f¡ni'e, on 
peut extraire de la suite Gn tine,suHe G'n. 'pour~ laquelle les 
In tendront verr:; Z'" Dans l~ s{¡Üe (Jln. 'et daos toute suÍte 
qu'on en extrait, f(z) prencl toute v1;lleu,.r {inie une infinité, de 

.. fois sauf la valeur. Z', Dans les e.as écartés, ~n a une 'suite 
a~alogue, Ihl!-is. il n'y a; pas v~IeurexóegtionneÍle Z'. ,Si 
G' es!. une valeur limÚe des arguments des centr~s desce,rcles 
G'1/.' f(z) Hre~d tóute.valeur. fin~e une ipfinité de fois, ,::¡atlf.au 
plus la valeur exceptionnelle Z', dans, tout angle, d'ouve.rture 
ar~itr~il'le,ment petite, admettant la ,demidrojté d'argument: _ G' 
po.ur~issectrice1 puiiSque oet angle contiendra une infinité de . 
cécles ' C' n . 

.' C'est 'par la méthode eles familles normales de Montel qu~ 
Julia étail parv,enu á ses. T~uliats. Rappelons, que' Mantel,dit 
qu'une famille ,de fonctions f(z) méromo~phesdans un do-

. ., . ~. . 

. " 

'.,''\, 

.- - / 
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·mainié D est normale dans D .lorsque,.de. toute suite infiuie de 
fonctions de la famille, oupeut extraire une. aútre' suite ,qui 
conv.erge uniformément dans' D, c',est-a"':dire dúns toute'régio111 

ferm.6e intérieul'le a D. Cetteeonv,ergence uniforme peut etre 
definie enutilisant la' l'Ieprésentation sphérique ,des nombres 
complexes. Pour. qu:une famil1e ~oit normale dans D,n faut' 
el' il suffit 'qu'elle soit nQ);,mal'e en' tout point Zo de' D,c'est-a-

,dire dans t01,1t cerde 'de rayqn arbitrai.rement' petit ,intérieur a 
D ayant Zo pour centre. Montel moritl'e que les fonctions ho-: 
lo~brphes dans un domaine D etqui sontbornées dans leur 
ensemble dans toute région intér·eure a D formént 'una famille 
normale dans D. , Car . elles sont! égiJ.l.ement continues dans tout 
oercla , apparte.pant a D ,et 'la démonslration ' donnée par Arzela 

,pOl~r les fonctions réell~s .peut etre adaptée. Montel en déduit 
que lésfonctions holomlOrphes dansun domai~e D, qui ne 
p!,~11llentpas .dans. ,ce domaine .les 'valeurs o et 1, forment ,ufioe. -
famille 'norÍnale. C,a:r si C estun oercle de" centre' ZiJ apÍHirte-. 
nant, a D et, G' un cercle conoentrique de rayqn plusgrand, , 
les .fonctions, de.la fámille pOUl' l'esquelles If(zo)J<l sont' bor­

'nées dans' Cd'apres le théoreme de ,Schottky appliqué aC', 
elles formentUlle famille normale dans C., Les fonctions .pour 
lesquelles I f( zoH ;:;> 1 peuvent etre étudiées en considérant les ' ',' 

, l ', . . , '.' . 
~oncticins. g(z) . fez): les g(z) formentu'ne famiUe norni.ale 

'dans G", donc . auss( les f(z). Une tran¡S~(),~J11at~o:n homogr.a~ 
phique 

g(z)= f(z)-a c-a' 
.' . f(z)-b c-b 

conduit au' théoreme général de Montel: 
Les fonctions fez) méromorphes dans un domaine D, qui' 

ne' prennent pas,dans D trois val,eurs distincles a; b', c quelcon­
ques, forment une famiUe normale dans D. 

. Montel a donné une démonstration directe de ce théorema 
n'utilisaht pas lethéo;e~e el,e Schottky, et iI déduÚ ce ·théore~~ 
de SchoÜky de ses méthodes. Pour étudierune fonction fez) 

" admit,tant le point z --:- 00- comme point essentiel, il introduit la 
,famille de' fonctions 

(6) fn(z) = f(zsn) , .Isl >1, 

',' 

" : 
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qú'il é.~uc1ie dans une ·couro.nne '.: 

.':. 

1< Izl<S', S'>lsl.· 

Juliautilise ces réSuItats de Mo.ntel. ,n faít la' remar:que 
essehtÍlme"suivante: si les fo.nctio.ns' f(z) "méro.mo.rphes: dans 
un ,elbmaine . D ne. fórment pas une fainille·. no.rniflle, il existe' un 
po.intzb ' ele' D au nio.ins o.U la' faÍnille ; n'est pas no.rmale ,et, 

· d'apresle "théoreine généralele Montel; lesfo.nctio.ns f(z) pren­
nent dQ.ns leur ensemble to.ute valeurelans 'un.cercle ele rayo.n 
arbitraireayant Zo pO(llr centre., sauí ,au plus9'eux valeurs ex­
ceptio.nn~Ues. Appliquant ceci ir" l~ falnille" (6) 'et aux familles 
analogues, il obtient ses. théo.remes. Ostoowskl co~plete les ré­
s~ltat§ ele Julia.·H ,appélle le po.int Zo un' point . de Julia. A Zo 

.correspónel"un mo.imi unesuite 'fn(z) defo.nct~ons.de" la familfe 
··elo.ut'on·'ne peut extrair.e . aucurie' suite unifo.rméni.e~t eluús un. 

cercle.' Iz:-zol<E, si petit queso.it E;. cette súite est elite,su~te 
". exceptio.nnelle' au po.int zo' Ostro.wski móntie que:", . 

Si la suite fn(z) esL ~xceptiónnelle aU.po.intzo, et sí "E 

etd so.nt elo.nnés árbitrairement peti~, o.n peut trouver' N(~, d) 
,tal que, po.ur n>N(E,d), fn(z) prenel' dans le cercle Iz-zol<E 
· to.utevaleursaU;f au plus eles vaLeurs quí so.nt représentéeselans 
" eleax ce!cles de rayo.n d" sur la sphere ele rayo.n 1. 
· I ":pai:isle casde lafamille (6), l'exi.stence el'un po.int J :en­
'traiü(fl'l'é'xi,stenoe el'une suite ele cerdes eleremplissage. Or,si 

'1(z)' ~si'holo.mo.rphe auto.'urelu po.intál'infini, la famille (6) 
ne ptm~ pas etreno.rmal,e, le p,o.inb 1 existe .etJ'o.n· retro.uve l,e " 

,thébreiúe' elbnné plus' haut: .Si f(z) es! méro.,morphe auto.ur elu 
pointl a 1'infini gui est limite ele' pol,es, lepo.int J. n'exio;te .pas 
'to.ujo.urs.~ulia avait elo.nr~é ele. no.mbreux cas o.U ilexiste; et 
recbnnu 'l'existenoe ele cas exoep"tio.imels OU il n' existe pas ,de 

.·póint~:" J. " Ostro.wski a compléteinent eleterminé la classe . eles 
fünctioIis inéro.mo.rphes exoeptionnelles. Si f(z) est méro.iffio.r­
phe elnns to.ut le plana elistance fix'e, elle est ,exceptio.imelle si 
elle est le quo.tient ele' eleux fo.nctio.nsentieres el'orelre Bul satis­
faisa~f ~ 'la co.nditio.n decr()issa~c~'lo.gM(r) <K (logr)2 et do.nt 
.les zéJ,'o.s. verifient .oertaines co.neliti(:ms. ". .. ..' . 

. Lo.rsqu' o.n se· elo.nne une fo.nction ffz) méro.mo.rphe, autour 
. ,elU::póint a l'infini, no.n exceptio.nneUe" ,et une: co.urbe simple L, 
jo.igriarit l'o.rigine au. po.int a l'iD¡fini,'on peut faire toúrner "L 

I 

,', 
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. autour de rorigine d'uri angle te~ que daQs. se nouvelle position' 
U elle j(>u~sse de la propriété suivarite: :si petit que' &oit E 'S@'>Wdi:):' 
maine balayé par le cerde I z - z' I < e .1 z'l lorisque z' decrit 
L', contient une infiriité" de 'cerdes 'dé remplissage. Dans ces 
conditions le thébreme de Picard s'appliquedans ce domaine: 

'. f( z) yprend une infiriité de foís toute'valeur saúf ~ü pl~e, deux 
valem:sexceptiollnelles: Il peüt arfivrerqu'une {Íourbe ~;-tf'allant 

. de l'origine a l'infini jouisse .de cette propriété, 'ci'esf":a-qiré ,que 
'lethéoreme de Picárcl' s'appliqüe Cláns le domaine. haláyepar' :l~ 
cerclc '1 z '- z' 1 <: e . ¡-i' I lorsqúe'lrep6int < décdt' L'/ sI peiit 
. que soit e,' alors'quece domaiIl!e' na contient pas 'de sil~ie: de 
oercles de l'Iemplissa'ge. ;J'ai propose d'appl~lier une ~en~ :coti"rh;e" 

,courbe de Picard (ou" directión' de Picard. Torsque V, ~~t"" une 
demi-aroite) en réservant' le nqm cleJulia, aU :cas 011. ~~ist~l1t .. 
les cereTes de remplissage (Jbúrnal de ~athémátiqúes, i9~8). 
Toute fonct'ion méroillorphe .autour du point . a rinfini qui es 
limite de pOles oupoint 'essentiel admet· desc:our~es simples de 
1?icárd ou· Julia. Notamment, si ron"considere les~pi¡'a:ieS 10-

. garithmiques . définiés pár"" . ':, .. 
o •• : 

z= ei& t1+ik 
, , ',', ¡ ~ l.' 

ou ~ ét le sont réels et fixes et t variable, ,réel positif, 'et une 
fónction,' f(z),' toütesces 'spirales" sorit;' quel \ soit :b~: éóúr'besde 
Picara ou' Julia,' saúf au plus 'poúr mi 'ensenible' demestlre WúUe~ 
E(f),' r de 'valt~urs .de: k. " , .. ;, " ; ',' 

,; Une courbe 'dePicard IV, qui n',est pas courbe de 'Julia, . 
est courbed'indéteriliination c<!~tilet,e. j',eniéncls ':p'arlá,'"qbe, . 

- ,si ron ad j oiñt a l' ensemble' des valeurs 'i?ris~s 'p'ar:: f( z)' sut J~ 
portion de V extérieul'le a un ¿etde' de ' rayon . arbitráireIhrerit 
g~anel; son enseÍnble dérivé', ón?btien'tou~ le' pla:~;. 'Mai,S"o~tle , 
propriété n' estpas crlraéteristique,'ret ilcoriviericl'rait ~d'e:' chéi'~ . 

, cher 'una propriété caracfédstiqúedes co~heS ele Picard'-¿u.:d~s 
courbes . 'dé Picard' our'JuHa:: ,':.·r " ~ '.'. ; ""'" 

, o" Ji existb . d'es fonctiO'ns eri tieres adm~ ttand des. directions de 
Picara, qui he s~nt p~s airecfioIÍs de Julia:.' " , . ., 

.. 11 nous Eeste 'a parler 'd~ ~a secohdé voie' .o~verte par 'la 
démonstdltidn "élémenÚlÍre de Borel.' Cbiriplétantdes"réSultat¡:¡ 

" de 'WiÍnan, Tavais' établi q~e 'f(t) étanf' uh~ 'foncfion '(iritiefe 
.. ' . \, . . .~ (. .. .. ~ ," .-

. I 
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.~~ ~o~n: p'()i~t en le<;{ue,f It(~~) 1 .' ~("-, f), ~_.I~ol, on a, sal,lf' 
. /pour cei'tairú:isc~iraleurs'i r . :excei?~ioiiiJ.(:ine~r .' ." "." I ':. ;j,'<Ü 

l.: j;::C:: o. I \\~'~~::,~ r.: ~ü. ~. i ··.\:1 .... :.'.i::.,.,~; 

n . désignand le rang du terme maximum de la série f(z) pour 
¡:.: ....... I~.~~·· .. ~:···· 1·'::',(" ::-:. '.':: .:.' :L& :':'~'~, 1."' 1-'" ,'.' Er 'I,'-.- .. 3 

la valeur r,E(z) tendant vers z~ro av'ec "7-', cette égalité ~t~~t , , ... , r·· l .•. 

valable dans unpe'tit -d~mai\1e entop.~ant -zt;.·' Il '. ~n ·résultait.que' 
la fonction: inverse z=cp{Z). d; fez) admettait desbranches 
,holo~óiphes daos . des . couronne~' .•.. . . ' 

'fendues le ,Iton;gd'un .rayon, dont l',épaisseur Rp:l-l-Rp cr?it 
índéfiniment avec' p~ On a un résultat analogue' pour les fonc,:, ' 
tionsF(i:) 11010morphes pObr Iz]éi' et l dtmt' le maximum. du 
module M(r,F) ,eroit tres ri'.ipidement 10rsque r tend vérs un:. 
A: 'Bloch a étendu ce résultat. a tciutes les fOIlCtións, holomorphes .' 
pour I'z 1< let dont ladéi'i~~e est ~g"a~e a u~ au centre du cercle. , 
Le résultatqu'il obtint' par:l~ méíhode, de Wiman - Valiron est 
le suivant:· 

Si fez) es~ holomQrph~ pour Izl<l, si 1'(0) = 1, le do­
'maine décrit par, le pOií1í i zC fez), domai,p.e. qui. 'est en généra~ 
une surface de 'Riémanh 11 pluSiJeu.rs f~uilléts', cóntient soít un 
cerde· a un .seulf.euHIetIZ·I<B', soitune' couronne d"épaisseur 

'2,!B' I~"uri¡'seül 'Úuiliet, (t<:: rZI:'<~~: +'ci; f:~Hdu~'¡le !}¿ni'diJuil 
rayon; B'<Ó~' ~"'.' - .' > .... :.:I~·." .'.' .. ~>\ . 

~~ái donné en 19;3.0' dans Math~matica un exposé d6tamé 
de la d~m0nstration que Bloch'avait donnée sons forme géom~­
tfiqlie dans son 'níémóire de 192Q:"'Getté-dérlló~t~atiórt' peut ;~tr:e 
abrégée grareil. qes considératiorÍs. 'de' Madntyre. . 

'. Du ihéoreine cOII).plet :de' Bloph,. 00 déduit oe corollaire;· 
. pans les conditions indiquées, la' surfaoede RiemariiÍ:décrlte 

par 1~ ~oint 'Z"i: 'Y(z)"'coilHeHf uff cér6Le':it"un'<'f¿riílí'éf:d'e'rayan 
superleu~ ou égal a une constante $,>13': . 

. J~ai donné en 1926 une dé~onst¡:aÚon ele ce~te. proposition . 
qui tieIlne,"deux "pagk~,"qtielq\ies'séinaihes;rp1ús l.iarc1,'·~Ile( a :été 
encore sitnplífiéé 'iúi.i- 'Laildau: "On p,erit' iil;a,ppi,iyer~'~s~ 'ce "iemHÍe' 

o I - o .' i: . :., ~.,', o, ~!) )" I 
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:cblln~ (Vo.irValiro~. Co.ursd~Ana~yse, 11, p.'72):Sig(z) est ho.lo~ 
mo.rphe po.ur Izl< 1, g(O)~ 0, Ig'(O) 1....:..1, et sl Ig'(z) 1< M po.ur' . 
1 z 1 < 1 ,g (z) prend une fo.is et une seule dans ,le cercle 1 tl < . 
lId dI' f:' , " 1 C,' I < l+M' to.ute va eur e mo. u 'e m"eneur a 2(M+1)' est ~ 

,théarenie sur les fonctio.ns ,inverses, unpeu precisé." 
.' "So.it ators Z.J(z)'que no.os suppo.seron ho.lo.lll0rphe po.l,lr 
Iz l:51" et 11'(0)1=1. Si Ml(r) estle maximum de If'(z) 1 
p~~~ .I~I ' r<l,. ·Ia fo.nctio.n 

, ~.' .. 

, ..... # 

/' est égale a 'lpo.ur r = 0, a 9 po.ur r, ,1et 'elle es~ co'nti~ue,· 
elJe a un maximmil m au mo.ins égal a 1 qui est atteint pour 
une valeur ro < 1, ir existe un po.int- Zo pour leque~ _ --

- It(zo) 1 (1- ro) = m. 

On a 

. So.it, Q.lo.r~ 
. / ' 

I : 

CeHe fo.nctio.nest ho.~ori1orphe po.url~1 <1, ona g(O) 'O, 
¡g'(O)I=lel Ig'(';) 1<2. D'apres le lemm:e, les valeurs Zl 'co.u- , 

. -. l' '. . . 
vrent a ~n seul feui11et le cerc}e 1 Zll < ~' et' en revenant. a 
'f(z), o.nvo.it que ses val,eurs\cou~,ent un cerde a unseul- f~umet 

. de rayo.n au' IIlo.ins 'égal. a~l > '1
1 

.. ' 'te théo.reme est étÍibli, 
.2 "6 - 2 . . 

on, a B .. 
La constante de Bloch" B, est enco.re inconnue. Ahlfors a 

l. mo.ntri: ~n 1938 que y¡ <8 < 0, 472. 

. . '. De so.n théOreme Blo.cha dé'duit le. théor_eme de Scho.tt~i:y.· 
Si f( z) . esfliololÜorphe po.ur 1 z 1 < i, et, ne ptep.d pas les' valeurs 
'o et 1; la fonction. ,- , - . 

1,.'> 

'" 
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F(z) -:-log~(z) 
. . 2m 

(o~l'on preJ)d l~ \valEl~r réduitepour z=O) .est encore holo­
morphe ét' ne'prend 'Pas lesvaleurs·. éiitii3res~ p'o~iiives, négatives 
ou nu,lle~Lá fonction . 

- : ~ 

G(z) = yF(z)~ VF(i)-1-

I est holomorphe et ne . prend pas les valeurs O et y'¡;-± y' p --1; 
p entier'>-)~ Alors.", ',' .. ' 

H(z) = lóg: G(z) 1," / 

ne prend pas les valeurs" 
;.,' :'. 

'±log (Vp+yp"':'1) ~2i1Iq,.,~.:~ntier .. 

La plus gr~~de distance de ¿es points·esr'·Ü~férieure. aB .. En 
appliquant le 'théoreme de Blocha H( z)'~'d~hs"le cerele de cen­
tre z tangen~ intérieUl'lement el Ilzl,~ 1, onobtient 

B'IH'(z») 11~zl.<4, 
. ~ , 

·B élant .la cói1stante de Bloch .. On en déduit une' borne de lI(z) 
et, en remontanta , f(i) ,on obtieÍlt lethéoreme de Schottky. 

BlocIl a aussidéduit despn. théoreme une démonstration 
du théoreme de Picard sur.l'uniformisation; des criteres de- fa­
milles norrhales;· toute une branche de la théorie .des fonclions 
,en écoule. , . ,,' '. .' 

Le' thébreroe deSch:ottky permet' d'éteri'dre le théoreme de 
Picard. aux fonctions holomorphes dans le cerele I z I < 1 et a 
'croissance' rapide.' Il rent~e d'aüleursauJ0'llTd'hui, comme ,cas 
párticulier, dans un théoreme plus général dont ,il,sera .que,stiO,n 

: dans, 'la quatrieme confé:rence:. . , . '. ". . '.' . ..' 
Lé théoreme de Picard,' a été étenduades tránsformalions 

p~us.gé~éral.es que latran,Sforrnation' co'nfor~edéfiniepar les 
fbnctions analytiques. On peut signaler a ce sujet les travaux 
sur les repreSlentations quasi-conformes (Ahlf()rs), des travimx 
deSto'ilow;et un tr~vail recent de M. Cotlar .. i. 
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