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IMPULSO ANGULAR DEL CAMPO' DE RADIACION 
., 
por JOSE A. BALSEJEO 

Observatorio Astron6mico. .' C6rdoba ' 
(Entregado el 6 de, marzo de 1947) 

II. ,CAMPO MESOTR6NICO VECTORIAL 

§ 8. - Introducción. 

El formalismo aplicado al campo de :ra-diación electrqmag- . 
nético 'puede ser, extendido inmediatamente al campo mesotró­
.nico vectorial, qúe apareoe como una genera~iz,a¡ción del prime~oj 
en el sentido que le está asociado una partícula de masa en re­
poso no nula (7). Las ecuacioneS' de campo : 

-+ 
'-.. -+, uF -.. 

-rotG+,,2U=- divG=O , uXo' 

-+. 
-+ uG 

rotF=--­
, , . uXo 

-.. -+ 
,div F + ,,2 U = O con Xo = et 

2nmc 
se reducen a las ,ecuaciones de 'Maxwell con ,,=--= o. Las h ' 

-+ 
funciones U y'Uo corresponden, respectivament~, a los poten-

-+- -+ . 
ciales vector y escalar y F Y G están dados como en el caso 
del campo electr,omagnético por:-

-+ ~ 

G=rotU 
" 

-+ 
-+ uU . 
F=- -' -gradUo 

. uXo 

(') A. PEOCA. J: Phys. et Railimn, '1, 347 (1936). 8, 23 (1937)., 

(8.2) 
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cumpliéndose, además, 

~ oUo 
dirU+-'-' =0. oXo 

(8.3) 

La teQría general de los campos de las partículas elementa- ' 
I 

les da como expresióncle la energía total del campo : 

w .. f(F* ~ + 0* 0+x2 (U* U+ Uo* Uo)] d-c (8.4) 

Y del impulso angular total: 

~ 1 f'~ ~ -+ ~ , 
J='2c ,[rx(F*xG+x2 U. Uo+conj)]d-c. (8.5) , 

~ , 

La representación matr~cial de W y J pu'ede hacerse en for­
ma análoga a la expuesta en l' § 2 usando, las' 'soluciones es"' 
féricas de las ec~aciones de campo. Existen, sin embargo, 'di-, ' 
ferencias entve ambos casos: Enprjm'er térmi,no' porque las 
ecuaciones· (8.1) admiten como solución' o,ndas longitudinales' 
(divF:i=O),aderriás de las 'dos 'soluciones de ondas transversal~s 
equi~alentes a las (E) Y '(M) del campo dectro;magnético. En 
segundo lugar; debido a que ,es posible' definir el impulso de 
espín del campo. ' 

, ,Si se considera al impulsf!> orbital en forma que sea la 'ge­
neralizac~ón cuadfivedorial del impulso orbital del campo escalar, 
se obtiene paú d impulso de espín una expresión que es in­
tegral de IllOvimiento. 

§ 9. - Soluciones esféricas de las ecuaciones de campo. 

- Las ecuaqibnes de campo -(8.1) admiten, para un sistema 
de refer'encia dado, tres claseS de soluciones. Dos transV'ersales 

-+ ~ 

con Uo=O (div F=O) y una longitqdinal (G':....-O) qu~ en on-
das planas se derivan de: 

~ ~ ~~ 

U(l) = ;E le ah e(l) e,i( /¡,,-/coxo) 

~ ~ ~~ 

U(2) =;E /1 ~/c e(2) ei(JI.¡-I¡o:t'o) 

~ ~ ~~' 

U(/c)" ;Elel/e e(hlei(J¡,,--:-/eaxo) 

\ , 
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een· . ~ .' • 'o ~.' 

l " , . 
-+ 21t: . ..1.).: . ',' '21t1nc 
le='- P"".lt='-h-' , h', " , ' 

0+" -+ 
e(1)·' y 'e(2) son dos vectones compl€josunitarios (que dan ,las 

-+ 
-+ -+ -+ 'le 

soluciones V(l) ,y U(2) polarizadas. circulannimte) y e(lc)=­
,lle I 

-+ 
(sQlución V("> polarizada linealmen~e) que' cumplen: 

(9.2) 

-+' 1 -+ -+ -+ +' 
e(t) = --= ( e(l) + i e(2» e*(l) le(2) = O . .y2' . 
'. \ . 

-+ -)- -+ 
e(l) X eae) = i e(l) 

. -+ -+ -+ -) .-+ 
e*(l) ,e(19 = 1 , e(2) X leC'e) = "'- i e(2) , 

. En ,ondas esféricas las' dos primeras son análogas a las so­
luciones ,,(E) y (M) de las ecuaciones de MaxweU (Apén. 11 
(T~ 1) y (T. 2». 'La solución longitudüial se obtiene teniendo 

-+, -+ , 
'presente que rot V = G = O con 

-+ 
V = i 11:0 grad N Uo = k2 N 

:N es un escalar que satisfaoe a la ecuación 

. AN +11:2 N=O . 

. cuya solución en' coordenadas esféricas ¡es: 

\ ' 
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Las soluciones esféricas del campo (Apén. 11 (T. 1), (T.2) 
Y (L) están normalizadas_ de modo a obtener para el campo de 
una partícula descripta por cada . una de ellas ¡el· valor de. la 
e~ergía (8.4): ' 

h 
W=ko-· c=E. 211: . (9.3) 

Las soluciones son ortogonales en ,el espacio, de modo, que 
no existen elementos de transición de energía entre las distintas 
soluciones. Además, la. matriz de 'energía es diagonal. 

§ 10. - Impu'lsos angulares. 

Los elementos de transición de impulso angular total (8.5) 
entre- las distintas soluc~o.nes sOn nulos .. Para una partícula des­
cripta ·por cada· una de ellas se lencuentra que" el impulso, an­
gular total admite uri~ repr'8S1entadón matricial idéntica. a la 
obtenida en. el caso del campo electrO',mag,nético. St;l :encuElntra, . 

. también, en igual forma, el impulso angular del campo de un 
número arbitrario de mesotrones. 

El formalismo general desarrollado por Be 1 i n fa n te (2) 
y . P a u 1 i (1) conduce a· una división del impulso angular total 
en· impulso· orbital e iinpulso de lespín de la forma:. 

-+ -+ -+f3 -+- . 
J=L+S.-:. [.I Fs*(l' X grad) Us+Gonj]d-r+ 

8=1 

f
+ -+ . 

-. [F* X U + conj] d-( (10.1) 

El impulso orbital, á~í definido, no es la generalización 
ouadrivectorial de} que se qb't1ene para el campo. escalar: 

-+ f [O'-P* -+ ; J L=- oX
o 

(l'xgrad)'-PtconJ de. (10.2) 

Sin embargo, puede obtenerse una expresión .. del impulso 
orbital· generaliz8ición cuac1rivectorial de ··la (10. 2), a· partir· del 
·ltensor energía impulso del ca'mpo que esta;mos co.nsiderando: 
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~¡" =D¡/ U¡,r + ,,2 U¡* U" + conj - '6;" 

( 1 U' * U 2 U * U' ) 2 r8 1'8+".!,.r (10~3) 

en donde 

Mediante JasecuacioIlJes de campo es expresable en la for-
lDa: 

. - u· * c)Ur . (j (U * U) . \ ~¡¡,- "1' -. -~ ¡,ri + conJ - uil, 
c)X¡. uXr . 

.' (10.4) 

Se obtiene de aquí la forma' (10. 1). 
Teniendo presente la definición de U4r y (8.3), integran­

do pOI'... partes y considerando que-len el límite de integración las' 
funciones de· campo se anulan se llega a: 

El tensor de impul::;o angular total puede escribirse, pues: 

'r' 4 r c)U * . c) . c)' '} M¡i,4 . .. .s i ._1'_ (Xi-. -:- Xj -. ) V/'+ conj . leh + 
~ 1'-1 l c)X4 . c)x] c)x¡ . . 

+f [U4i*Uj+ Uj4* U¡- Uij* U4 + conj] d •. . (10.5) 

.. 



El espín tátal del campo es ,también lexpresable en la forma: 

S¡j,'4:""'" J [U4.i* Uj+ UJ4*U¡+ Uji* U4 + conj] d.= 

J [oUl Uj- oUj* Ui+'conJ] d • .' 
oX4 oX4 

La densidad de impulsp de ·espín es la ,parte temporal de 
un tensor de tero'er rango: 

oU·~' oT).*· oU· 'oU- .".' ,¡, 
eJ.,', =-'-U._-'-U.+,-. -~ UJ·* ___ l U·* 

, ,le ,\ ',\ "'\ ,\' 
UXTe UXTe 'UXTe UXTe 

que por las ecuaciones de 'campo' satis¡face la ecuac~ón de con­
tinuidad: 

o 
-·eJij.;T¡=O. 

'OXTe 

En la separaclOn (10. 5) el espín total del campo, aparece' 
como integral de movimiento.· " 

El impulso orbital' y el de· espín lexpresados vectorialmente 
tienen la forma: " '. ' 

+ f 4 (oU *~. \ ' } . 
L=- ~ ~-" '-' (l'xgrad) Ur+conj d •. 

, . 1'=lL OXo 

(10.7) 

+ 
En la Depresentación ~atricial de S, mediante las solucio-

. nes esféricas, los. eLementos de matriz corr:es,pon;d.i!entes a 'la: 80- , 

lución (L) son nulos. Existen, además, el,ementos ,de transición 
no nulos entre las. soluciones (T. 1( Y (T. 2), XT. 1) y eL), 
(T. 2) Y (L). 

En lesta r~presentaciónel impulso' total esta sob~ ejes' prin­
cipaLes; no así, el impulso orbital y el impulso de espín. 

, ' 

-',..,. .... 

" i' 
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El factor ko afecta a los elementos de transición entre his 
, -

soluciones (T. 1) Y (L) Y (T. 2) Y (L),' Y su aparición'se debe 
, , ,l ,,' -+ 

a las propiedades de, tran.."formación de las componentes de S. 
Este factor desapareQe SI (L)' se, da ,en 'la ap!¡oximaciótl, no 
relativista 

, ' 

E ,P2,' , . 
~03mc (1+2m2c2) ",mc 

" ' 

-+ -+-+ 
F=-iy,U U=gr~dN 

" 8n2;n E " 
AN+' "o N~'O. h ' " 

§ 11. - Operador de espín. 

Si el campo es cuantificado la (10.7) 'permite definir el 
operador de espín del campo. Resulta, ahora, más' simple em.:. 
plear las sbluCiones dadas en ondas planas (9. 1). Normaliza­
dos los operadores de amplitud 

a,~= b V41tkO h= -- ~l~, 
hc, 

cumpliéndose' 

Considerando, ahora, la solución: " 

se obVeneeloperador ~e energÍ11.: ' 

,W '=,Z,X a,/ alc '+ b,/ bh+ 'c,/ Clc) Elc' ' 
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De (10.7) se obtiene el operador de espí? 

-+, h' ' -+, ko " ,-+ , 
S= 21t :E'c(a,/ a,c- b,/ b,J e(/c)+-; (b,/elc,- e'c-t:a,,) e(l) + 

:ko ' -+ 
+-; ( e,/ b,c - ,a,/ e,c) e(2) (11.3) 

+ -+ -+ 
cuyas componentes según e(Jc), e(1) y f/2) son: 

'h 1 lco ' 
S(l)=-.I,' -- (e¡+b, - a,+c¡ -t b,+c, - c,+a,) 21t, e 1'2" e, c IC e ,le IC IC IC 

(11.4) , 

S,eeS ,diagonal y tiene los valol1es propios + 1, -ly O. 
El factor 

aparecer en las componentes tralllSversal,es debido a las propie-
, + 

dades de transformación relativista de S; 

Tt;miendo presente las reglas de conmutación (11.1) se ob­
tiene inmediatamente de (11.2)' Y (11.3) que 

+ -+-+ 
IW, S] = W S - S W = O. 

, Nuevamente, se llega a que el espín totales integral de 
movimiento. ' 

Calculando el impulso orbital (10. 6) se comprueba, igual:­
, -+ 

mente, que conmuta" con las componJentes (11.4) de S. Ade- '-

'-
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ko _ 
más, se comprueba, que en la aproximación -, (7j 1, se cuni­

% 

plen las reglás de conmutación.: 

. h 
[Si' S2] =.i 2rc S3 

Considerando el campo de una partíCula en aproximacIón 
no relativista se obti¡en¡en la repreSenta'ción 'matricial de las 
(U. 4). ' 

2rc . 
- Sz= 
h 

1 O O 

0-1 O 

O O' O 

2rc S _ 
h y-

O 

2rc· S = 
h :z; 

, . i 
. 0-
'i2 

O O 

O O' 

. 1,1 

- .12 V2 

1 
-i2 

1 

i2 
O 

(11.5) 

Mediante la transformación unitaria 

+ .~ 

1 1 O 

e') e') .T=~ ;-~ i . O E=l'e ,= !,'). . e= !",. , i2 
O o '~ . Ea,) e({') 
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se obtiene : ,-

(11.6)' 
+ 

donde t; son las matr.i,ces dadas por Pro c a (7) y y u k a w a (8) , 

o O O O O -t 
2n 2n 
h t;:v= O, O t -t;y= O O O 

h 
O .' O O O ,-t 

O t ' O 
2n . ' 

-t; - -t O O h ,z- (11.7) 

O O O 

medÍante las cuales se escribe: 

(11.8), 

" La trfjnsform~;cióD" T permite pasar de la I'Iepresentación 
d~ p'olarizacióJi lineal a 'la de polarización cmQUlar. Las' funcio-
n~s propias se, transforman: " 

- 00.'10) 

En la aproximaci6n no relativista Uo ~ O, -Y 'por ello pue- ' 
+ + 

den considerarse~as matrioes 't; o S como el operador de' espín 
equivalente al de la teoría del espín del electrón dePabli. 

(a) H. YUKAWA, Proa. PhYs. Math. 800, Japa1~, 20, 720" (1938). 

, ( 
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§ 12. - Influencia de un campo magnético.' 

CÓllsiderem~s 'un mesotrón ,en un campo magnético cons-
~ 

tante' H. 

Las ecuaCiones d,e campo' se óbtiimen sustit'pY'~ndo el ope,~ 
rador (1): 

donde' Ak es el c~adrivlector, p~tencial del campo ,exterior. Se 
cumple: 

, ' 21tie ' 
Di D'e - D'e Di = - -h' filc , c' 

Lásecuaciones ' (8.2) se '¡escriben: 

y las, (8. 1) . 

De aquí se obtiene la equivalente a la, (8. 3) : 

1 21tie 
,D¡V¡'=-2 .--:;-" fi/cVile' 
, " .. )t=< le 

(12.1) 

(12.2) 

(12.2') 

(12.3) 

. 'Aplicando- a (12.2) Di; Y sq!llando sobre i;' mediante la 
,(12. 1) Y (12.3) se obtiene: 

La transición a la aproximación no relativista ,se l()gra 
sustit:uyendo 

" , 41tim ('a 21tie ) D~2 por )t2+---- -----<1> 
, , "h al he 
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, , 

obteniéndose para ,ql, = ° y ll= (f 28,1:01' f 12) 

'ih ()' , h2 8 ~ ihe 4 + 

2n "dlVi = [ - 8n2m =-1 D,,2 Vi] +. 4nmc [H X V]i 

expresiones que mediante las matrices (11. 7}y la representa­
ción (1l.8} pueden darse en la forma: 

ih o ,h2 3 eh -+ -+' , 
--CJ1=[--~ D,2 __ (H. 'C,)]CJ1. 
2n iJt ' ' 8n2m k=l e 4nmc 

(12.4) 

Los términos entre corchetes representa el hamiltoniano, 
en el cual aparece el término adiCional 

~h ,+-+ 4-+ 
-(H.'C,)=fJ-(H.'C,) 
4mnc 

atribuible a la en(;lrgíapotep.cial 'debida al espín del mesotrón. 
En el caso particular en que H = Hz, H:r;=O, Hy=O, me­

diante la transformación T, el espín se transfor;ma sobre ejes . 
principales. 

En el caso general en que H forme un ángulo, & con la 
dir,ección z se logra expresar al espín sobre ejes principales 
mediante un~ rotación de coordenadas dada 'por los ángulos &, 
cp, tP siendo los dos últimos los otros dos ángulos ,de Euler. ' 
Referidos al nuevo sistema serán: ' 

.~ 

H'=RH H':r;=H'j 'O H'z=H, 

H = R H' H:r; = sen cp sen & H; 

Hz=cos&H 

donde R es la matrÍz unitaria: 

H y = - cos cp sen &8 

( 

coscp cos tP - sen cp sen tP cos &, 

" il = '- cos,~ sen'tP - sen cp cos tP cos & 

sen cp sen & ' ': , 

,(12,: 5) , 

, (12.6) 
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, . s!ln q> cos tP :.¡.- cos q> sen tP cos & 

- sen q> sen tP + cos q> cos tP cos & 

-.: cos q> sen & 

,Sustituyendo (12. 6) en (12. 4)' se obt1ene: 

sen tP sen & )' 

CdS~) sen & . 

cos& " 

ih o h2 3 
-, - C)1= [ -;---,I D,l- ,..,HI:13] C)1 
21t, al 81t2m k-l' . 

donde 

1:13 =R~3 R. 

.Aplicando la' transformación 

ih o' - " - h2 3 , 
--' (T RT) TC)I ....... ] = --,I D,c2 ....... 
21t ot ", 81t2m k-l . 

ih o h2 .' 
'--V'=[ ---I Dl,2_,..,H .S3]V' 

21t al , 81t2m ," I , . 
(12.7) 

V' =1' R T . V siendo 'V = l' C)1. (12.8) 

Las 'componentes de V' están dadas por las combinacio­
nes lineales que resultan de (12. 8). ,El ,cuadrado de los coc­
ficientes dile de, estas combinaciones lineales dan la probabi­
lidad que estando orientado el espín según V'e por efecto de 
un campo magnético H = Hz, Hx ,IIy=O, se oriente por. a9-
ción dél un nuevo campo magnético que sustituye al primcro 
'y cuya dirección forma un ángulo' 3, con i, según la compo:: 
nente Vi': ' 
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Vl = ~ (Ul+iU2), 
2 . 

r 1 -(U -U r 
'2= 12 l-l 2 . V3=U3 

I 
& & 1 

V' sen4 - cos4 - - sen2 & 1 2 2 2 

& & 1 
V'2 cos4 - sen4 - ,- sen2 & 

2 : 2 2 

V'3 
1 1 

cos2 & - sen2 & - sen2 & 2 . 2 ~ 

Los valores propios de la .energía dados por (12.7)' según 
(11.5) son: 

El=Eo·~f.lJr 

E2=Eo+f.l H-

E3=.Eo· 

donde E es la energía en ausencia del campo magnético y' H 
el valor absoluto del campo· maghético~ Hay una adición 4e 
energía :=F f.l H según las componente V'l Y V' 2' La energía 
según la comppnente V' 3 . permanece invariable. 

Deseo expr.esar 11l1i reconocimiento al Prof. D¡'. G. Beck· 
por haberme propuesto el tema, por su pel!I11anente asesora­
miento, y por 1¡US útiles discusiones; y' al Prof. Dr. E. Ga­
viola, por haber hech.o~ posible la. r·ealización de este trabajo. _ 

ApÉNDICE II 

Soluciones esféricas del campo mesolTónico vectorial:. 
, 

G::= - i Cl/,m l(l-~l) tP¡(lcr) Pr( cos a') eimc¡> 
r _. ' 

m· . 
U f}=Cl¡,m._.- tP¡(lCl') Pr( cosa') eimc¡> 

.. l'sen& 

-., .... 

• 



,,. 

'í 

-.223- ' .... >. 

7' 7 

',. F:#:::-ikoU ' 'Uo=O. 

(T. 2) 

, 'l(l+l) , . 
~/' = C2Z,rn r

2
' <!Jz(/er) pzrn( cos 3o) e!rncp 

G -O r-

, 1, d 'd ) , 
U!} = e l,m -,-' <!Jz(l~r) - p¡m( cos & e1mcp 

2, r dl' ,dB' , 

, ik2m' ,', " 
Gf} , C2Z,m --'- <!Jz(lel') Pr( cos B') e1mCP 

, " r senB' 
\ " 

U'fl=C2¡,m~ dd, <!Ji/er
' 

p¡m(cos3o) éincp 
,rsen3o r ,{ , 

k2 'd ' ,o 

G'fl ~ C2¡,rn r <!JZ(/er) dB' p¡m( COS &) e!mcp 

(L) 

-+' %2 + 
F=CLZ,m-.-U 

l/eo 
, , 

Uo-=CLI,m i ko ~Xl(lr.l') dd Plm(r.:,Os 3o) ~imcp 
, 1, & ' 
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. ~m . . 
V =- CL1,m_. -X1(kr) p¡m(cos&)C1mq> 

cP ", r sen,& 

Vo':"-- CL1,m k2 X¡(kr) ,p¡m( cos &) eimq>,; 

Con: 

. . [he (2l+1) (l-m) !] 1t2 
C/,m.= 8n2Rko' l(l+l) (l+m) I 

. l he/c2 . (2l+1) (l-,m) ! 11/2 : 

C21,m~ 8n2Rko3 • l(l+l) (l+m) ! , 

, [ he 1· (2l+1) (l-m) 1] 1/2 , 
CL',m- --' --- 8n2 R . /c2y.2/cO . (l+m) l. .' , • 

. Los el~mentos de matriz del espín se calculan en la repre­
sentación dada por las soluciones esféricas teniendo presente 
las relaciones: 

d l· 'l+l . 
. d,. lJ?¡(lcr) ~ -7lJ?¡(kr) + /c lJ?,-~ (la·) = -,-, lJ?¡(ler) - k'lJ?I+l(ler) 

dd X¡(ler) =_l+l XI~/cr) + le X1_1(ler) = ~X¡(kr) - k X¡_l(kr) , 
r . r r 

d, cos&. I 

- p¡m(cos &) =- P¡m+1(COS &) + m--p¡m(cos &) . 
d&, . ',sen 3· * 

'. l-m+1 l+m -
cos3·p¡m(cos&)=· 1 PI+1m(coS&)+-l-' P1_1m(cos&). 

, ' 2 +1 . 2 +1 . 


