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IMPULSO ANGULAR DEL CAMPO DE RADIACION

ijor Josk. A. BALsr.mo
Observatorio Astronémico. - " Cérdoba’
(Entregado ‘el 6 de marzo de 1947)

II. CAMPG MESOTRONICO VEOTORIAL
§ 8. — Introduccidn.

El formahsmo aplicado al campo de radiacién electromag-
nético - puede ser ‘extendido inmediatamente al campo mesotrd-

. nico vectorial, que aparece como una generalizacién del primero,

en el sentido que le estd asociado una particula de masa en. re-
poso no nula (7) Las ecuaciones de campo:

>

- - -> . -
~rotG-|—%2U=~(E divG=0
. 0z «
->. .
2 0G - = . :
rOtF:_()T divF +%2U=0 con z,=ct -(8.1)
20 \

. 2nme
se reducen a las ecuaciones de Maxwell con %=

=0. Las

Cs :
funciones' U y U, corresponden, respectivamente, a los poten-

—ey - . !
ciales vector y escalar y- F y G estin dados como en el caso
del campo electromagnético por: -

\azrot[—j F—::f—O—U'—gl‘adUo (8.2)

0xy

(") A. ProcA. J. Phys. ¢t Radium, 7, 347 (1936). 8, 23 (1937).
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cumpliéndose, ademaés,

> oU A
dir U 4+ -—2 =0, (8.3)
\ 92, 4 ‘
La tegria general de los campos_ de las p-articul?s elementa-
les da como: expresién de la energia total del campo:

W= fr*ﬁ G*G’}"‘z<U*U+Uo*Uo)JdT (84)
y del impulso angular total: '

> 1 ~> > - -> : ’

J:‘%I[I'X(F*XG—}—%’*U.UO—}—conj)]dr. ' (8.5)

‘ -

La representacién matricial de W y J puede hacerse en for-
ma andloga a la expuesta en I § 2 usande. las soluciones es-
féricas de las ecuaciones de campo. Existen, sin embargo, di-
ferencias entre. ambos casos: En ‘primer término- porque las
ecuaciones’ (8.1) admiten como solucién-ondas longitudinales
(div FF=/=0), ademés de las ‘dos soluciones de ondas transversales .
equivalentes a las (E) y (M) del campo electromagnético. En -
segundo lugar,” debido a que es posible definir el impulso de
espin del campo.

Si se considera al impulse orbital en l'orma que sea la ge-
nerahzac;on cuadrivectorial del 1mpulso orbital del campo escalar,
se obfiene para el impulso de espin una expresién que es in-
tegral de movimiento.

§ 9. — Soluciones esféricas de las ecuaciones de campo.

Las ecuaciones de campo -(8.1) admiten, para un sistema
de referencia da‘do, ‘tres 'clases de soluciones Dos transversales

con Uy=0 (div F 0) y una longlludmal (G 0) que en on-
das planas se derivan de:

U(l) = ‘ZI: a, 3(1) B'i(lc,l—komo) -UO(1> —0
> > o ‘ .
. U = X B, &) gilkar—ltoze) Uy®=0 : (9.1)
D 3, 20 i i
Ul=2%, Yy ellk) giller=leazo) ],) _ 2] e el(k’ —keymy) -
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e y e® son dos vectores compléjos unitarios (que dan las
. >

L > -> ‘ . > -k
soluciones U .y U® polarizadas. circularmente) y e)= I
. PR ‘:

N .
(solucién Uk polarizada linealmente) que -cumplen: -

ey

> 1 > -> > > : > > o
et — E (e 4 ie®) gHVe2)=0 : e(1) ¢ ell) =i e)
. e - > -

-> ’ E - 5 - > > .
e( )—-— —_—_ <e(1)_. 13(2)) e*(l) 16("): eXx(2) e(’t):O ;6(2) X 16(1):'—‘ 1 g(’c)'

~En \ofldas" esféricas las dos prilﬁeras son andlogas a las so-
lu01ones (E) y (M) de las ecuaciones de Maxwell (Apén. II
(T. 1) y (T. 2)). La solucién longitudinal se obtiene teniendo-

' presente que rot Ul:G 0 con

l_}::ilcograd]\’ Uy,=kzN

N es un escalar que satisface a la ecuacién

AN+ E2N=0.

- cuya solucion en’ coordenadas esféricas es:

N =X;(kr) Py(cos 9) eim®

T .
Xy(kr) = V_r‘-]1+1/2(k")- :
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Las soluciones esféricas del campo (Apén. II (T. 1), (T.2)
y (L) estdn normalizadas. de modo a obtener para el campo de
una particula descripta por cada .una de ellas el valor de. la
energia (8.4):

W:‘koé%c:E__ (9.3)

Las soluciones son ortogonales en el espacm, de modo que
no existen elementos de transicién de energla entre las distintas
-soluciones. Ademis, la matriz de energia es diagonal.

§ 10. —Impulsos angulares.-

Los elementos de transicién de impulso angular total (8. 5)
entre- las distintas solucionss son nulos. ‘Para una particula des-
cripta ‘'por cada una de ellas se encuentra que el impulso an-
gular total admite una representaciéon matricial idéntica a la
obtenida en el caso del campo electromagnético. Se encuentra, -
también, en igual forma, el impulso angular del campo de un
namero arbitrario de mesotrones.

' El formalismo general desarrollado por Bellnfante(g)
y Pauli() conduce a una divisién del impulso angular total
en-impulso orbital e impulso de espin de la forma: :

> > > 3 ’
J=L+ij[2 Fs*(_;x grad) U, 4 conj]dr +

=

] [F%x U -+ conj] d-. (10.1)

El impulso orbital, asi definido, no es la generalizacién
cuadrivectorial det que se obtiene para el campo escalar:

Z:—f[ (;IJ* (-;xgrad) 1} -+ conj ] dr. ’ (10.2)
To

Sin embargo, puede obtenerse una expres1on del impulso
orbital- generalizaicién cuadrivectorial de la (10.2), a partir del
ltensor energia impulso del campo que estamos considerando:
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% =Ui* Up, + 2 UF Up, + conj — By,

(%U* Un+x2U*U, ) (10.38)

en d/onde} '

R ir— - .
Y Uy=iF; Up=G,, etc. - 0z Oz,

r

Mediante las ecuaciones de campo es expresable en la for-
ma:

()U .
s # U;) + conj — by

IL‘I ().'l'

(% Urs* Urs + x'é Ur,k Ur ) (10 4)

Se. obtiene de aqui la forma (10.1).

Teniendo presente la definicién de U, y (8.3), integran-
do por_partes y considerando que en el limite de integracién las
funciones de- campo se anulan ‘se llega a:

Mi;.-i: i (31314—“’1 9y dr=[ X

Te=]

[OU*( 0

oz,
O 1, [[oU,, o
__;p] g)U,+OODJ]dT—|—/[()m4 "-Ew_]._

— xj %)Uﬁ-}* conj ] dr+ f[U4* Uj+ c()r/lj]d'c

XTs —
' O

El tensor de impulso angular total puede escribirse, pues:

aU* 0 S0y o
.14_—“[‘7“1[ ()xl laaj_j—'—w] Ew—;.)-,U,.-I—COIl:] } dT+

+ f [U4i*'Uf +Uj*U;—U;* U, + conjldr. (10. 5)
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El espin total del campo es también expresable en la forma:

Sij,4=f[U4i* Uj+Uj* Ui+ Uji* Uy + conj]do= ’
o : U U
f[()x U]——c)—U + conj de.

La dens1dad de impulsp de espin es la parte temporal de
un tensor de tercer rango: '

()U:'- ()U] oU; " )
Sij = U;— U Ui Uk — —1 U ok {
T o T o o m o

que por las ecuaciones de ‘campo’ satisface la ecuacién de con-
tinuidad: N

o

6377, =0.
.0y, ik

En la separacion (10.5) el espln total del campo . aparece-
como integral de movimiento.-

El impulso orbital y el de- espin. expresados vectonalmenle
tienen la forma: :

> e [oU * o ' N
L:—fZ i (r xgrad) U, + conj } (10.6)
) P | .().130 ' ‘ '

!
>

S= [[?«‘*xU.— G U, + conj] de =

. ‘
:f [U*xlg—g—-k conj|dx. (10.7)

0

>
En la representacién matricial de S, mediante las solucio-

- nes esféricas, los elementos de matriz corres,pondlentes a la so- ,
lucién (L) son nulos. Existen, ademds, elementos de transicién
no nulos entre las soluciones (T 1(y (T. 2), (T. 1) y (L)

- (T. 2) y ().
En esta representacmn el impulso total esta sobre ejes’ prm-
cipales; no asi, el nnpulso orbital y el impulso de espin.

0
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El factor 70 afecta a los elementos de trans1ci6n entre las

soluciones (T 1) y (L) y (T. 2) y (L), y su aparicién- se debe

a las prop1edades de transformacién de las componentes de S
Este factor desapareqe si (L) se da en la aproximacién no
- relat1v1sta - , \

-

-> ’ .
Fe—ixU U:grgd]V' \

8n2mob

A N=0. .

) AN+

8§ 11.——.Operador de espin.

.Si el campo es cuantificado la (10. 7):-permitle definir el
operador de espin del campo. Resulta, ahora, mis simple em-
plear las soluciones dadas en ondas planas (9.1). Normaliza-

dos los operadores de amplitud
] / 2
Brs .= I_%ch'
To

4nlk, b dnk,
= —_— ak’ =
he he.
o @yt — @t @ = by byt — byt b= b ot — et =3y, (11.1)

cumpliéndose

Considerando, ahora, la solucién: o .

> "1 —_— 2
UZ&W“’" U(1)+} ko U(2)+ I/ : w(zc)]
L V3 re . ko .

'se obtiene el operador de energia: -

W =2 (a,+ a,+ bk” br+ ¢t o) By o (1L2).
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De (10.7 ) se obtiene el operador de espin
- h . \
S=— & (@t a,— by by) oy Lo = (bt o — ot @) €+

: k . ’
_*_._969_ (ck+ bk - 'al;+ Ck) e . (11' 3)

> > >
cuyas componentes segin e®), e1) y &2 son:

.. h
S/c o 2/: (ak a— bl+ bk)
) h 1 k '
S = 2— "S"k V_—é— _%9 (clc+ blc —arte -+ bk+ e — Gt al‘)
] N (11.4)
o h Lk
S2) = 2 (bk+ ¢, — ot a— ¢t b+ ait ¢y

~2:' kﬁ

S, es dlagonal y tiéne los valores propios +1, —1 y 0.
" El factor

‘ lfo 1"

PR
Vl—?

aparecer en las componentes transversales deb1do a las propie-
-> -

dades de transformacmn relatw]sta de S.

’

Teniendo presente las reglas de conmutacién (11.1) se ob-
tiene inmediatamente de (11.2) y (11.3) que

) > - ->
w. S]:WS—SW—_—O. .

Nuevamente, se llega d que el espin total es integral de
movimiento.

Calculando el impulso orbital (10.6) se comprueba, igual- -

mente, que conmuta’ con las componentes (11. 4) de S Ade-
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k
més, se comprueba, que en la aproximacién —>z5 1, se cum-
%

plen las reglas de conmutacién:

. . h
[Su Sz]=.l-2;S_sf

. h- .
[Ss, S1] ;'I%Sz , -

ho .
[S, S5]=1 z—nSr

Considerando el campo de una particula en aproximacién
no relativista se obtienen la represeéntacién matricial de las
(11.4) : '

1
1 0 0 0 ——
° LT
2n 2n 1
0 0'0 _Lioy
Y272
0 0 —
© 2¢ ) :
8, = 0 0 —|. 11.
h S.Y .V2 ( 5)
_d 4
V2 2
Mediante 15 transformacién unitaria
. N .
o1 1 0 ) e(1) e
T 1 g 0 T #(2) A *(2)
== 1 l e=1ée €= € e=1| € i
ﬁ " : - - : >
0 0 V)2 \ gl ell)
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se..obtiene: .- = ‘ . . , ., "
> > . . .
¢=TST ' “T 0 (11.6)

> : . .
donde Z son las matrices dadas por Proca (") y Yukawa (8)

0 0 0| 0 0 —i
2 ' 2
ThL=|0. 0 i| =g=[0 .0 o
—1 0 ) 0 0
. ) O l .
2TC : . . B R
Ze=|-i o o - (11.7)

mediante las cuales se escribe:

XU=—1

0:1:0 ()-'L'o ' Lo

l ‘ U, '. .
'%:(%). (11.9)
\Us | -

0 G2 (L gy vy

’

"La' transformacién . T permite pasar de la nepresentamén
de polarizacion lineal a la de polarizaci6n cmaular Las" funcio-
nes propias se. transforman:

1
V,=—(U;+iU
C 71 VE(VI\ 2) . -
v=TU . . = Va=U; . (10:10)
::U_.U .
V2(1 iU,)

En la aproximacién no relativista Uy20, -y por ello pue-
>

den considerarse las matrices G o S como el operador de espin
equivalente al de la teoria del espin del electron de ‘Pavli.

(*) H. YuxAwa, Proc. Phys. Math. Soc. Japan, 20, 720, (1938).
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§ 12. — Influencia de un campo magnético.
Consideremos 'un mesotrén en un campo magnético cons-
- ’ . ,
‘tante” H.

Las ecuaciones de. campo se Obtienen sustltuyendo el ope-
+ rador (1) : :

donde " A, es el cuadrivector. potenmal del campo exterior. Se
cumple

. Zme c)A 04; :
D;D;,— Dy Dy=— fz/:  fa=t- ()—'- - (12.1)
:Bk "
Las ecuaciones . (8.2) se ':esc1"1ben g
) . zk D Uk ch l : | . (12‘ 2) .
y las.(8.1) A '
'ch Uik—[—-%z Ul=0 ' (12 2')
De aqui se :obtien‘e- la equivalente a la (8 3):
1 2mie . .
‘Di Ul 2 o 7 ohcfllc ‘ (12 3)

.. 'Aplicando a (12.2) D;,y sumando sobre i, mediante la
(12 1) y (12.3) se obtiene:

Zme
o £fDl ”2] U = 1. [fzh lll.] f!k Ulc

La transicion a la aproximacién no relativista se logra
- sustituyendo \ '

4zim (‘c) Onie

D‘f por **+ R \ot ke

q>) d=—i4,
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obteniéndose _pafa &=0 y H = (fos> f31; fi2)
ho . o K ke 2 >
E’t—gt— z=[ 8ﬂ2m2Dh U]—}- [HXU],

4dmme

expresiones que mediante las matrices (11.7) y la representa-
cién (11.8) pueden darse en la forma:

ih 9 P Ssps_h H.OWU. (2.4

om0t =[- 8nem iy ¢ 4mme

Los términos ‘entre corchetes representa el hamiltoniano,
en el cual aparece el término adicional

‘eh

4mnc

> > > >
(H.CQ)=p(H.%)
atribuible a la energla pobencml debida al espin del ‘mesotron.

En el caso particular en que H=H,, H,=0, Hy=0, me-
diante la transformacién T, el espin se transfor;ma sobre ejes
principales. :

En el caso general en que H forme un éngulo ¢ con la
direccion z' se logra expresar al espin sobre ejes principales
mediante una rotacién de coordenadas dada por los éngulos 9,
@, b siendo los dos tltimos los otros dos dngulos .de Euler.
Referidos al nuevo sistema serdn:

H—=RH H, _H' —0 H,__H- - (12:5) -

H=RH Hmzs'encpsen%H; Hy=—cos psen &-H

(12.6)
H,=cos%H ( )

donde R eés la matriz- unitaria:

/ ©08@ cosp —sen @ senp cos I
. RR=| — cos'¢p sen'p —sen ¢ cos P cos &

sen'p sen &



—221—

“-sen ¢ cos P I} cos ¢ sen P cos & sen b sen &
. .
—sengsenptcosepcospcosd - cospsend

—cospsend - . © cos ¥

- Sustituyendo (12.6) en (12.4) se obtiene:-

ih o b2
om0t _[ 8nZm ka N PH%]CM

donde
53 = E ts R i h

Aplicando la transformacién

i

TR
| zh 0 h2
59T (TRT)TCM 1= Sﬂzmdpk\

. —wHTRo,RT)(TRT)T U
th 0 _, h? ) '
Saar V=g = Di? —HH S,V (12.7)

V'—FRT.V siendo V=T L. (12.8)

Las ‘componentes de -V’ estdn dadas por las combinacio-
nes lineales que resultan de (12.8). El cuadrado de los coe-
ficientes @ de estas combinaciones lineales dan la probabi-
lidad que estando orientado el espin segin V) por efecto de
" un campo magnético H=H, H,=Hy,=0, se oriente por ac-
cion del un nuevo campo magnético que sustituye al primero
"y cuya direccién forma un angulo 9 con z, segun la compo-
nente V;: : :
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1 . , 1 - . N .
V1=ﬁ (U1+1U2)\ I"zzﬁ(lh—le) L V3'== U3 .
. ' 1
V'_l © sent 5 cost — 5 sen2 &
V', cost 5 " sent— ) sen?
' 1 1 ~
Vg 5 sen? & 5 sen? & cos2 &

Los valores propios de la energia dados por (12. 7) segun
(11.5) son: : -

Eleo,— wH
E2 = EO —l" }J‘ H-
Ea =,Eo

donde E es la energia en ausencia del campo magnético y H
el valor absoluto del campo magnético. Hay una adicién de
energia F-pH segin las componente V’; y V’,. La energia
segn la componente ¥’; permanece invariable.

Deseo expresar ani reconocimiento al Prof. Dr. G. Beck
por haberme propuesto el fema, por su permanente asesora-
miento, y ‘por sus utiles discusiones; y al Prof. Dr. E. Ga-
viola, por haber hecho: posible la realizacién de este trabajo.

APENDICE ‘II

Soluciones esféricas del campo mesotrénico vectorial:

(T. 1) .
U‘, =0. . v
G,=—iC,lm l(l 1—1) 1I:l(lcr) le(cos 9) elm‘P
'U{}_ 01 m llal(ln) pm (cos D) eime

rs
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Gy=—iClm l— i ¢l(kr) 75 sz(cos 9) eim®

' i d .
Uy= C,lm - by(kr) Y le(cos &) eme

G,P_ C,bm tbz(lcr) le(cos ) e‘m‘f’

r sen& dr

. N ,
. Ft—ikoU ‘U0=0.

(T. 2)
U,.: Cylm ( +1) Lb,(kr) P{n(cos ) eim?
G,=0

r

C1.d d .
Up=C,lm @ Tl),(kr) Py Pym(cos %) eim?

t ik?m . .
o G{) : Gghm r se;ia- Py(fer) Pym(cos 9) eim®
[P :
U‘P —=C 2l,m

zmd

rsend dr tbl(k") Pym(cos ¥) eime

=G, tm 22 1|Jl(lcr) Pz (cos 9) eim®

?”:—ikoU U0=0.
(L)

U, = Cyimiky G X(hr) Pr{eos ) e

2 >
m

| P CL LkoU_
Up=Cybmik, l—rX,(In ) g5 Prm(eos?) eim?

G=0
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kym - .
)P0
U= Grbm k2 X (kr) Pym(cos ) eim®;

Con:

i

o - e
o bilr) =V er Jogya(hr), X;(kr>=_V—rJz+1,2<kr;>

Clnm.: [ he  (2l1)(l=m)! ] ir2

8x2Rk, " I(I+1)(I+m)!

C l,m_;[ hek?  (2l14+1)(l—m)! 1/2
= G ()G T

cl [ he | 1 (2H1)(l—m)! ]1/2
Lm= —

8n2R ° ke2x2leq T (Hm)!t

Los elementos de matriz del espin se calculan en la repre-
sentacién dada por las soluc1ones esféricas teniendo presente
las relaciones: ‘

d X l .. I+1
7 by(kr) =— - llnj(lcl:) + kb (kr)= — by(kr) — kb, (kr)

% Xi(hkr)=— H—Tl Xugler) + k Xy (kr) = Lr Xo(kry —k X (kr)

d -
pry lel(cos 9)=— Pl

sen & Pmi(cos 8) = [Pryqm (cos 9) — P;_ym(cos9)]

.1
Zl—{—l

cos & le(cés ) =‘l'_m+1

H-m .
T2l+1 Pyyym(cos $)+ o Pl_1 (cos 9).

2l+1

N
..,



