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LE THEOREME ET LE PROGRAMME DE BOREL (*)

\

par GEORGES VALIRON

= Professeur 3 la Faculté des Sciences de Paris

Le second des travaux fondarnentaux de Borel auquel il a’ Lte
fait allusion . dans la troisiéme conference, créa toute une théorie
“en posant le probléme de I'étude des singularités essentielles d’une
facon entiérement nouvelle. Avec Picard et son lointain successeur .
 Julia, letude des pomts ou la fonction f(z) prend une valeur don-
née arbitraire Z est qualitative: une valeur Z est ordinaire si elle
est prise une infinité “de fois dans le domaine envisagé, sinon elle
est.exceptionnelle. Avec Hadamard, le probléme de la décomposi-
tion en facteurs avait conservé son aspect formel. Des :propriétés
des coefficients ou de la croissance du module maximum, on dé-
duisait la forme des facteurs exponentiels de.la décomposition, ce
qui avait certes de I'importance, Hadamard le montra dans ’appli-
cation de son théoréme & la fonction de Riemamn.

Borel s’est proposé de pénélrer beaucoup plus profondement
dans 1'étude - de la fonction. Ses idées & ce sujet, qui apparaissent
dans les conclusions de son Mémoire des Acta mathematica (de
-1896, sont précisées dans son Livre sur-les fonctions entiéres de
1900. Il s’agit de connaitre autant que possible la foriction. Ce
n'est pas; dit-il, parce quelles sont données par des séries sunples
toujours convergentes, que les fonctions trlgonomctuques cos z,
sin z, sont bien’ connues,. c’est parce qu’elles sont périodiques, donc
parce qu’on sait que-les points ou elles prennent une valeur .don-
‘née arbitraire se déduisent les uns des autres par des translations.

" Connaltre une fonction, ce sera connaitre des propriétés des pomts
ou elle prend une valeur donnée arbitraire. Pour une -fonction en-
tiere f(z), on sait que, si la valeur Z n’est pas exceptionnelle au
sens de Picard, elle est prise une infinité de fois. Quelles sont les
propriétés générales des zéros - a,,(Z) de f(z) —Z losque Z est
quelconque? Borel fournit une premiére reponse a cette question.

(*) ‘Cuarta, clase (6 de agosto de 1946) del cursillo sobre TFunciones enteras
dictado en el Instituto de Matematica de la Universidad do Buenos Aives,
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Si la fonction est d’ordre p positif, c'est-a-dire si

(1) | m,lig&g]”—(’l)—zp, M(r) = max |f( zel‘P)|
. ' Pe=in ) lOg r S'{? <2T' .

(Voir la premlere confelence) et sin(r; Z) esl le nombre des zéros
de f (z) -7 qm apparliennent au cercle |z|<r on a :

. (2) o : —l'i;—_logn(r;Z)':

Femn ogr

pour toutes les valeurs de Z, sauf au plus pour une seule valeur
Z. Cette valeur exceplionnells ne peut exister que si p’est un
‘nombre entiér; la“valeur du prémier membre de (2) est inférieurs
-4 p lorsque Z est valeur ‘excepiionnelle. Dans le cas de lordre
infini, Borel introduit un’ordre «(r) qui dépend de r et est tel-
que ' ~ :
mloglog.M_(r} 1 | o
i o ren  o(r) logr ‘ o

'on a encore

Tm"lig’LZ_): 1
ree o(r)logr

sauf” au vplus pour une seule valeur exceptionnelle de Z pour
laquelle la limite supérieure est inféricure a 1. Mais il n’atteint
par sa méthode que certaines classes de fonclions d’ordre infini.
La méthode- de Borel est basée sur la décomposition en facteurs
et sur la détermination de L'ordre de la fonction entiére définié par
un produit de Weierstrass-Iladamard, & partir de l'ordre du nom-
bre de ces zéros. Dans le cas do 1orche fini non entier p;, 1l
monlre que si l'on avall -

T log 1'.1(1' s Z) o, <p

lim

Pes= s v Og r

le ploluu canomque figurant dans lz théoréme d'Hadamard, for-
mé avec les zéros de [( z) —Z serail d’ orche py au plus en le
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* multipliant par une exponentielle ¢ oy Q(z) est un polynome
.de degré moindre que p, on ne pourrait pas obtenir une fonction
d’ordre p. Pour traiter le cas de l'ordre entier; il's’agit de montrer
qu’il ne - peul pas exister deux valeurs . de Z pour lesquelles le
“premier- "membre de (2) serait inférieur & p.’ 11 est loisible ‘de
supposer ces valeurs excepllonnelles ecrales A.0 et-1. On aurait

=P, fo-1=Ret,

N

-donc
3 - . PeQ—PleQ'L——;l,

P et P1 étant des produits mflms d ordre. mfeueur dpetQet Q1 '
des polynomes de degré p. En multipliant les deux membres de’ (8)
par ¢~%, on montre que %~ % est aussi d'ordre p; Q—Qj est
un polynéme de degré p. Dérivant (3), on ‘obtient -

- (4) (P"*?Q'P) er — (pl1‘!‘Ql1" 1) te,EZ’O
donc

éQ_QIEP'ﬂL_Q'J;_
PrQP

Ceci esL impossible parce que le second membre est d’ordre 1nfe—
rieure 4 p (cest ce que montre B01e1) tandis que le premier mem-~
bre est d’ordre p. Borel généralise ce raisonnement au cas de l’or-
.dre infini; sur ce poinl,. sa méthode qui ne couvrait pas tous les '
-cas a 616 reprise et complétée par Blumenthal: Il convient de noter -
. qu'en écrivant (4) sous la forme ’
. f/ ' »]c/ \
7P6Q _.f—l Pie®=0

et éliminant P,e® entre cetfe idenlité et (3),.on obtient en résol--

vant par rapport & Pe® qui est. f, l'identité indépendante de - -

toute hypothése:

;o ‘ ' -.,._. =3 : : -
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La méthode de Borel équivaut A écrire f sous cefte forme. Si
Tordre du nombre des zéros de f(z) et f(z) —1 est inférieur & p,
l'ordre du second nombre: de (5) est inférieur & p, d’ou contra-
diction. / _
 Le théoréme de Borel met en évidence l'invariance ‘de I'ordre
du nombre des-zéros de f(z) —Z lorsqu'on compte ces zéros dans
des cercles de centre origine: sauf pour une valeur exceptionnelle
au plus, cet ordre est toujbur.s le méme, c’est I'ordre de la -fonclion .
f(z). 11 ne s’agit évidemment que d’une premiére approximation.

. Les fonctions sinnz et remarque Borel, ont des nombres de

2)
zéros dont le rapport est 2 alors que les modules maxima sont
comparables a e et 4 eTlog” reapectlvement 11 conviendra ‘done

de préciser les résulfats obtenus, ce qui ne doil pas présenter de - -

grosses difficultés dans le cas de Tordre non entier. En outre, dit
Borel, on sera sans doute amené A tenir compte des arguments ‘des
* zéros. Comme exemple particulier dé cette nécessité, Borel signale .
le cas des fonctions d’ordre non.entier p dont les zéros sont alignés

el sont des fonctions reguh_éres dé leur nombre, ainsi, si le n*"?
- : 1 R

zéro est nf , le maximum du module sera asympiotiquement égal
Bt Aprp InversemenL si 'on. sait” que les 'zéros sont alignés, ou -
néme si leurs arguments ont une limite, m par exemple, on. doit
pouvoir déduire la valeur asymptotique de leur nombre de la
valeur asymptotique de la fonction dans la direction opposee, ici
la droite d’argument 0. D’uné facon -générale, connaitre les zéros,
¢est conmaitre non seulement leurs modules, mais :aussi leurs
arguments. Mais, dit encore Borel, s’il importe de poser des ques-
tions, il importe encore plus de trouver des méthodes pour y ré--
'plondre._ On pourrait aussi dire qu’il faut que les questions soient
~bien posées. Les questions posées. par Borel dans les conClusioﬁsv
-de " son livre sur les fonctions entiéres étaient bonnes puisqu’elles
sont aujourd hui & peu prés résolues, ce qui ne signifie pas
que la théorie soit achevée, bien au contraire: chaque pas en- avant
découvre des horizons nouveaux et le plus souvent chaque question
résolue augmente au lieu de le chrnmuer le nombre des quebhons
"4 résoudre. - - ‘
. Parmi ceux qui ont tout & abord poursum les recherches dc
Borel et oblenu des résultats trés- précis sur les fonctions d’ordre
fini positif, il faut citer & part Lindel6f. Alors que Borel com-
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pare la_croissance a rete, Lindelsf la ’compar(; a e
v re (logr). . . (log, TP,

il obtient des résultats prems et traite le cas des fonctions d’ordre-
entier avec un grand succds. On peul étendre ses résuliats et les
rendre applicables & toutes les fonctions d’ordre fini en introdui-
sant l'ordre précisé defini dans la preémiére conférence. Pour les:
fonctions d’ordre non entier, le théoréme de Borel est rcmplace
par le suivant:

-8i f(z) est d’ordre non entier p et dordre précisé p(r), on
a, a partu‘ d’une valeur r(Z) de r, -

(5 S n(r; Z)< KrP(7‘),

K étant une constante fonction de p, et pour une suite de valeurs
rp de r indépendante de Z, '

(6) n_(r; Z):>K’rr’(7‘)., r=ry,, r>r(Z),

K’ étant aussi une constante dépendant de p.

Dans le cas de l'ordre entier, I'inégalité (5') reste valable,
mais' (6) peut ne pas étre vérifiée. Les recherches relatives & ce
cas de l'ordre entier étaient génées par la présence des exponen-
tielles dans la décomposition en facteurs et, d’autre part les inéga-
lités du type (6) valables pour une suite seulement de valeurs
de r prov1ennent des irrégularités possibles de la fonction n(r; Z).
J’ai introduit a la place de cette fonction sa moyenne logarithmi-
" que qui s'introduit-dans le théoréme de Jensen:

N(r; Z) = f [n(t; Z) —n(o; Z)]d_'t‘ +n(0; Z) logr.

'On sait en effet que, dans le cas des fonctions d’ordre nul a

’

cr01ssance assez lente, on a \
Nrs Z) mlogM(r, f) | -

(Voir la deuxidme conference)," On peut d’autre par-t reprendre la
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méthode de démonstration :de Borel, mais en écrivant -

 f=Pe?, fv—.lépleql "

P @t P, étant des polynémes formés avec: les zéros de f et f—1.
intérieurs 4 un cércle. |z|<<r” et en faisant I'hypothése que, pour

une suile de valeurs r indéfiniment croissantes, on aurail -.

N(r;.o)v_.i_'HlogM(—;'—),‘_ N(r; 1) _S_Hlong (%)
e

On arrive 4 une contradiction si r’, H et k sont convenablement
choisis (Voir Lectures on the general theory of 1ntegral Jfunctions)
et l'on a'le résultat suivant: !
.. Si f(z) est d'ordre fini, a k> 1 corlespond un nomhre H(k)
tel. que, si Z,7/=Z,, on a, pour r>1r(Zy,2,): :

1) NG 2+ V(s Zo) 2 H() log M (7).

Dans le cas de 'ordre infini, on a un résultat analogue, mais.
moins précis; il peut d’ailleurs exister dans ce.cas un enscmble_
de valewrs Z ayani la puissance du conlinu pour lesquelles

T 710g N(r i Z)

<1.
= log, M(r)

Je me borne & indiguer que de Tinggalité (7) et de Vinéga-

Lité dc Jensen (Voir Premiére conférence), on déduit aprés mul-

et ml(,g,rdllon la proposmon suivante:
rite ~ ,

Si T'intégrale

. (8) | o ‘ flog[”@ dr

rlte
1

diverge; la série -,

o

;2____— ' ' -;
1|an(Z)'|'P oo
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diverge . pour tous les Z sauf un au plus.. Si l'ordre .o n’est pas
entier, la valeur exceptionnelle ni’existe pas. Si 11ntegra1e (8) con-
-verge, la série (9) converge pour tous les Z (I1 est entendu que p
est Vordre et les a,(Z) les zéros non nul§ de f (2) - Z). .

“Ce résultat régle encore quelques questions posées par Borel
et permet de traiter la question du genre, La question relative aux
fonctions A zéros alignés fut également traitée dans ‘le cas de
Yordre non entier. Si l'on suppose que les alguments ‘des LOFOS
ont pour hnnte m et si

n(r) :n(r; o) ~ ),

p(r) jouissant ces propr1eLe> de Pordre prcuac ‘on oblienl 1'éga-

ht(, asymptotique. y

Tetep

g /(2) = [ 227 +o(r,0)] 1o, zmret, -

sin p

valable pour |@{<m, la fonction e(r,p) tendant vers: zéro .avec
—. Cette_ égalité permet -d’étudier les zéros de f(z) —Z d'une
- .
fagon trés premse :
Inversement, si l'on sait qu“ les arguments ‘des zéro§ ont pour
limite = el que

/

108f(”) ~ (—=1)p rp®), p—‘zpértie enlicre de p, -

e . . . )

la résolution de -i’équation intégrale asymptotique

(10 log f(r) ~(—1) j% xN( 1),),(:(,)

est possible el montre que \ '

n(l Ssmmel o,
- .

Le procédé de résolution de I'équation (10) que j'avais ulilisé a



— 304 —

P1

été -simplifié, dans le cas ou p(r) p—l— ~». par Hardy et

‘Titchmarsh: Tout - récemment Delange (Comptes Rendus, 1944),
.a repris la question et obtenu de jolis résultats mémie dans le cas
de T'ordre entier.

L’étude circulaire du nombre des zéros a pris une forme en-
.core plus précise avec l'introduction par R. Nevanlinna d'uné
fonction, caractéristique nouvelle, qui pérmet en outre de traiter
le cas des fonctions méromorphes. Le théoréme de. Jensen, dans
le cas général d’une fonction meromorphe qui n’est. ni nulle ni
infinie pour z=0, s’écrit

"on o
N(rs 0) = N(ri )= == log|f(rei#) |dy —log |f(0) .

R. Nevanlinna -eut I'idée de séparer dans l'intégrale du second
membre les termes positifs et les termes négatifs. Si.l'on désigne
~par logta le nombre loga lorsque aest =L et 0sia<l, la forr

mule peut s’écrire

-

N0t f ogr L dg-tlog |f(0)|=

If( “*’)I

2r -
=N(r; o) + .2.%[. log*|(re®) |de.
§
R. Nevanlinna pfend pour fonction caractéristique AI
| : R . 2% :
TG, f) =N(rs @) + - [ logt|(rei®) | de.

0

Dans le cas o f(z) est une fonction entiére, T(r,f) se réduit A
" son second terme qu’on désigne par m(r;f). On a, si k>1,

k—1 1o

g los M (G £) <mir ) <log M. )
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ce qui etabht le l1en entre‘les résultats obtenus 4 partir de la nou-
velle fonction caractéristique et 1'anciénne. L’ ordre défini par

) log T(r: 1))

Tim:
r=o "~ logr

coincide avec l'ordre de Borel dans le cas des fonctions entiéres et
aussi avec eclui qu’il avait défini, et dont nous n’avons pas parlé,
dans le cas des fonctions méromorphes. La fonction T(r,f),
comme log M(r,f) lorsque f(z) est entiére, est une fonction con-
.vexe de logr; cette propriété joue un role fondamental dans cer-
taines demonstratmns Utilisant I'identité (5), R. Nevanlinna ob-
tint de premiers résultats qui étendent et précisent mon inégalité
(7). Ba méthode prit sd forme’ définitive A la suite d’une remarque
de Littlewood et Collingwood qui introduisent non plus deux
valeurs Z, ‘mais p valeurs dans les formules L’identité (5) de
Borel est alors remplacée par -

_ _a f_—_
(f a%) (f 2) . (f—“ap—1) 2 bjmf'

1 f—aj

les’ by étant des constantes convenables qui's’expriment au moyen
des a;. On obtlent notamment lmegahté '

(11) ()T s%’N(r;ﬁ» +50),

" le reste S(r) étant de Tordre de logr pour les fonctions d’ordre
- fini. Mon but n’est pas de dirz ici tout ce qu'on peut tirer de
cette remarquable inégalité. On se reportera, pour ce point au
Livre de Nevanlinna de la Collection Borel. Je signalerai'seulement
;que, dans la définition des valeurs déficientes, valeurs Z pour
' lesquelles :

lnn ( Z)
r=3x0 T(T f)

"

- il convient de remplacer la fonction T(r, f) par une fonction majo-

1
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rante, A croissance réguliére, re(?) par exémple dans le cas de L'or-
(dre fini. De P'inégalité (11), j’avais déduit que pour uiie fonction
d’ordre fini, on a '
- r—= T(r.f)

pour lous les Z sauf ceux d un ensemble de mesure linéaire nullc,
pour. Lordre infini, le résultat était plus compliqué. A la suite

" de divers travaux, I'égalité (12) a été étendue par Ahlfors A

. toutes les fonclions meromorphes I'ensemble  exceptionnel, qui
peut exister étant du type mchque Celte proposition est liée & un
théoréme d’'Henri Cartan, qui a établi que :la fonction T(r,f)
est la_moyenne superficielle gu linéaire ‘de-"N(r; Z) lorsque Z
décrit un domaine ou uné courbe A un terme additif- fini prés.
A la méme époque, c'est-a-dire vers 1929-30, la théorie de Ne-

.vanlinna a été étendue aux fonctions algébroides u(z) définies
par une équalion ; o

Ag(z) ut + 1q—l (z) uiL o Ag(s) u ot Ag(2) =

ol les coefficients A( ) sont des: foncuons entiéres. Mals le
théorie générale de ces fonclions algébroides reste moms déve-
‘loppée que celle des fonctions méromorphes: ‘
La méthode de Nevanlinna permet de généraliser le Lhémémel
de Scholtky. On obtient d’abord la propos1l1on suivante: ;
Si F(z) est mcromorphe pour |z|<R, si.F(0) est d1:['fment' .
des valeurs O 1, cL 51 I’(0) est fini non nul, on a, pour r \R

T(r,F) <BIN(R,0) + N(R, 1)+ N(Bye=)j+ 405 +101og*|F(0)|

° |F(0)R R—r'

+5 | 1| 1410
" Gette inégalité donne le théoréme de Landau, elle foulmt une
" borne du nombre des zéros de F (z) Z lorsque Z est arbitraire
et [z|<r<R. On obtient ce résultal . ‘

I-8i F(z) est méromorphe pour |z |<R et prend n fois au | '7

plus dans ce cercle trois valeurs a, b, c telles que les distances
des images sphériques de a, b, ¢ soxenL supcrleures 4 d; dans le

!
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: cercle | |<IcR k<1, F(z) prcnd au plus ’ “ co

1
(1—k)2

\

(An+B) log —~-—I—Cloo —-|—Dlog :l]

fois toute valeur Z dont la dislance sphérlque a un point Z(k)
.est au moins d. Les nombres.n, k, b, 'd sont arbitraires; 4, B, G, D
sonl ‘des constantes numériques positives.

Cetle inégalilé a é1é remplacce pour' Milloux par une auhe
qui semble étre la plus précise possible, mais elle suffit pour I'étu-
. de de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes. Enfin,
‘le théoréme de Schouky se généralise comme suit (Pour les ‘dé-
monstrations, voir: Mémorial des Sciences math., no. 89, 1938)

II-Si F(z) est holomorphe pour-|z|<i, prend n fois au plus .
dans ce cercle les' valeurs Z et Z' telles que |Z |\ _|Z'|<.P,

|Z’ Z|>ﬁ ot P>1, et si
|F(z)|<M

" en des points du cercle |z|<T qui ne peuvent pas étre enfermés
dans 2n cercles dont la somme des rayons est mferleule dd<r,
on a, pour |z|<rel t<r<l,

log |F(2)|< - [an] +p log 1 2t vlog(PH)],

2
o

o [3, Y étant des conslantcs numcrlques poo1l1vcs

Ces propositions permeltent di remplacer I'étude des fonc-
tions autour d’une singularité essentielle faite au moyen de la,
théorie des familles normales ou méme q11a51—normalcs de Montel
(Julia, Saxer) par une .Gtude directe qui fournit des ;résultals
quantitatifs. Le théoréme I s’ulilise comme suit:.

Supposons que F(z) soit méromorphe dans un domaine D el
soit D" complétement intérieur & D. Couvrons D’ par p cercles;
C; (j=1, 2, ..., p) intérieurs'd D ¢k tels que,- pour chaque j
existe un cercle :Tj iconcentrique & Cj, intériear & -D, dont le
rayon soit % fois le rayon de Cj; % étant un nombre donnée supé-
rieur & 1. "Considérons le nombre des zéros -de F(z)— Z (dés -
poles si Z= m) appartenant & ¥, il a un minimum- 7i”; atleint
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"pour Z"j. Supprimons de la sphére ot l'on représente Z le
cercle de centre Z”; et rayon d. Pour les points restants, on a un
nouveau minimum n’; atteint pour Z”j; supprimons de la sphére
le cercle de centre Z”; ot rayon 5. On a encore un minimum 7;
pour les points restants atteint pour Z’;. Les distances sphériques de
Z'j, 2"j, Z"; étant au moins 5, F(z) prendra dans Cj,

A(R) [nj+log 2 +ldg+g£]‘

fois au plus les valeurs Z pour lesquelles, Z; étant un certain
- point, on a: distance Z, Zj >0;. En ajoutant ces nombres, on a
une borne du nombre des zéros de F (z2)—Z dans D’ lorsque Z°
est extérieur A certains' cercles (sur la sphére). En_ comparant -
cette borne au nombre effectif -des zéros, on obtient une borne
inférieure de Xnj, donc de nj dans I'un des cercles I'j.
Dans le cas le plus simple, celui des fonctions d ‘ordre fini
positif: on obtient des résultats précis que l'on. trouvera dans le
Mémorial cité. De ces résultats, on déduit ce ‘corollaire:

St f (z) est une fonction méromorphe d’ordre fini pos1t1f 0,
il existe une sulte de cercles Aj.définis par

[e=zjl<eilz],  lim|zj=e,  lime=0,
Je=>0

tels que, dans A,, f(z) prend

!

|zr]|{J T, limnj=0,
Jomco

fois au moins’ toute valeur: Z sauf celles représentés dans deux

cercles de rayon el P~ de la sphere
/ De tels cercles sont des cercles de remplissage d'ordre p.
- En prenant une direction D, arg z =Cte, d’accumulation des ar-
guments des z;, on a ce que j'ai appelé une dlrectlon de Borel
~ (d’ordre p). :
Une direction -de Borel est une direction D telle que le théo-
- réme de Borel soit vrai dans tout angle de sommet origine -et
bissectrice D, si petlte que soit son ouverture. Si r(n Z) est le
module de n™"* zéro de f(z) —Z dans cet angle, la série
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> 1
r(n, Z)P—E

© .
est dlvergente, pour £>>0 si petit. 501t—1l sauf pour deux valeurs

de 'Z au plus. ~

L’enoncé IT donné plus haut, qui compléte le théoréme de

. Schottky, sert & étudier les directions de Borel des fonctions en-

tiéres, en cherchant les relations entre- ces directions et.l’'ordre de
,grandeur du maximumn du modulé dans un angle. Il montre par

exemple, que, pour une fonction entiére d’ordre fini p supérieur & -

5' , il existe au moins deux directions de Borel. Tout angle dont

) ' Yo ' o T
Pouverture est supérieure au plus grand des deux nombres —
' N . L : p,.
et 2r — —en contient une, ce qui compléte un ‘théoréme de Bie-
: p - E
.~ berbach. Si'p>1 et s’il n’y a que deux directions de- Borel, leur

)

! 1Y '

.. angle est —. . -
‘ De nombreuses recherches ont été -faites sur les directions

de Borel, la plus grande partie est exposée dans le Mémorial cité.
Mais beaucoup de ‘questions restent 4 résoudre, par exemple: la
comparalson des directions de Borel d’une fonction et de sa déri-
vée; l'étude des directions de Borel - des J.'onctlons algebroides
d ordre fini. : ‘



'CHEMINS DE DETERMINATION. - FONCTIONS
INVERSES ‘'DOMAINES D'UNIVALENCE (*).-

.

" "Lorsqu’on considére les valeurs -d’une fonction entidre f(z)
sur une courbe ou chemin qui joint un point-a distance finie au
point a Vinfinie, les circonstances les plus diverses. peuveni se
présenter. On sait que pour la fonction ¢, ol & est jun entier
positif, on aura une valeur limite qui sera zéro lorsque z ira &
Vinfini sur les demi-droites ¢'=arg. z pour lesquelles coskep
“estnégalif, infinie lorsque -cos kg est positif, tandis que si cos k=0
il n’y a.pas de limite, la valeur Z de la fonction tourne :indéfini- -
- ment sur la circonférence |Z|=1. On a de méme des seciews’
o< <y, dans lesquels f(z) tend vers zéro lorsque |4|—>m et .
d’autres: ot |f(z)|— o, pour les I,'oncuons dont les ' zéros sont.
alignés et régulicrement distribués, lorsque-lordre est. supérieur a

}—. Pour les fonctions de Mittag-Leffler

. Y zn .
. ) ’ "IVOF(l"I‘%)’ p 2

la fonction se comﬁor,t,e comme

pe:{)

N . ~

101‘squc | =arg z| <-é— la différence enire E’p(z) et celte expres-
p

. sion lendant vers zéro lorsque |z|——>oo tanchs qu'a Vextéricur de

I'angle |<p|<_—{—e e>0, ‘Ly(z) tend vers zéro.- Lorsque p
2p

‘devient tres grand I'angle dans lequel la fonction tend vers: zéro

(*) Quinta'y ﬁitihm clase (10 de agosto de 1946) del eursillo sobre Funciones
enteras dietado eu-el Instituto de Matemditiea de la Universidad de Buenos Aires.
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devient trés voisin de 2m. Mittag-Lefflev a indiqué des fonclions

d’ordre infini pour lesquelles la valeur de la fonction a pour li-

~ mite zéro lorsque z tend- vers I'infini sur toute: demi-droite ¢ =
const. (mais .cette convergence n’est pas uniforme). -

' Wiman a montré que, lorsqu une fonction entiére f(z) est

- 1
d’ordre m’feneur a_z—,, il exisie une suite de circonférences
|z2| =4, n=1,2,..., lim A =0,

telles que le minimum de |f(z)| powr |z]=A;, soit de l'ordre
du max1mum M(A;). On a d’une facon plus prccise

HD>MAN  |1=A4,

I est un nombre positif. On avuensuite (Littlewood, Winnan et
Valiron) que l'on peut prendre -pour % tout nombre inférieur &

; , . ' . 1
cos (np), p étant L'ordre. Les fonctions d’ordre moindre que —2_,

sonl donc 4 rapprocher des polynémes, il ne pzut pas exister de
courbes allant & I'infini sur legquelles le module de la- fonction
resterait borné. -

D’une fagon générale, soit f (z) une fonction méromorphe, au-
tour du point & I'infini, qui est limile de poles, ou point essentiel,

et une\courbe continue C qui va & U'infini.” Prenons les valeurs de

la fonction ;f(z) sur la portion de C pour laquelle |z|>7" et

ad]01gnous a cel ensemble ses valeurs limites; nous obtenons un
. ensemble E (). Lorsque  croit incéfi iniment, l'ensemble E(r)
tend vers_un ensemble limite D(C f) qui est contenu dans tous les
E(i*). Bien que D(C,f) puisse se réduire & un point ou i une
courbe, nous lappe]lerons le domaine d'indétermination de f(z)
sur C (sous-entendu, & l'infini). Lorsque D(C,f) se réduit & un
‘ point w, la courbe C sera appelée chemin de détermination w, et
“w sera une valeur asymplohquc Pour les fonclions entiéres exami-
nées plus haut, on a.trouvé des chemins de détermination o,
d’autres de détermination o et des chemins. d indétermination fi-
nie, D(C,f) étant horné et étant une courbs. Si T'on pwnd la
fonction e, z==z4iy et la courbe’ z=sinky; J élant incom-
mensurable, on obtient un domaine d’indétermindtion qui est une

couronne. Pour la fonction elliptique pz, toute branche palabohque‘
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d une courbe algébnque est chemin, d’indétermination complete
D(C f) comprend tout le plan.

Hurwitz et Denjoy ont montré en 1907 que les valeurs
_ asymptothues sont les points singuliers transcendants de la fonc-
 tion inverse z=¢(Z) de la fonction considerée Z=f(z). Cette
-fonction inverse peut étre définié par prolongement analytique de
I'un quelconque de ses éléments, c'est une fonction multiforme a
une infinité de branches, elle est uniforme sur une surface de
Riemann & une infinité de feuillets qui est aussi la surface décrite
par le point Z=f(z) lorsque z décrit son plan. Les points de -
ramification de la surface sont les points critiques algébriques .dé-
finis par Z'=f(z'), f(2)=0 el les points singuliers transcen-
dants w correspondant aux valeurs asymptotiques de f(z). Car, si
w est une singularité quelconque de la fonction inverse z=q(Z),
lorsque Z tend vers w, z tend vers une limite finie ou vers I'infini.

En effet, soit C une circonférence |z|=R de grand. Tayon sur
laquelle f(z) —w ne s'annule pas |f(z) —w| y reste supérieur a
un nombre positif n. Si z;, z,, ..., z, sont les zéros de f(z)—w.

intérieurs au cercle |z|< R et si 'on t‘raoe} des cercles .ayant pour
centres ces zéros et pour rayon p, p-étant assez petit pour que oes
cercles soient extérieurs les uns aux autres et ne coupent, pas
|z|=R, on aura sur ces cercles et & leur extérieur |f(z)—w|=n".
Par suite si |[Z—w| est inféricur au plus petit des nombres n et n’
z=q(Z) sera extéricur au cercle |z|=R ou intérieur aux cercles
|z—zq|<0p, q=1, 2, ..., p. Lorsque Z~»w, ¢(Z) tend vers
Tinfini.ou vers un zéro-de f(z)—w. Les singularités de la fonc-
tion cp(Z) ‘autres que les singularités algébriques, sont les valeurs

asymplotiques w. En changeant f(z) en _f(l—z) on voit que ceci vaut

encore si - est valeur asymptothue

Si w est une valeur asymptotique qu’on peut supposer flme
et si C est-un chemin de détermination w, 1'un: des domaines, D,,
ou |f(z)—w|<e contient C & partir d'un de ces points. Si l'on
prend une suite de valeurs_gl, €9, + ..y Eq, ... décroissantes el ten-
dant vers -zéro, on-a une suile de domaines ng tels que De_q
contient'DEq , - Toute courbe qui va & I'infini en restant z‘l‘partir
de I'un de ses points dans D , si grand que soit g, est aussi un
chemin de détermination w. Ce chemin est equwalent a g, il dé-
finit la méme singularité w sur la surface de Riemann.
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L’étude des chemins de détermination des fonctions entiéres. '
repose sur quelques propositions simples dues en grande partie &
Lindelsf. Tout d’abord, une generahsatmn du théoréme de Cauchy
sur le module maximum: , , i

I-Si F(2) ‘est holomorphe dans ‘un domaine borné D, sien
tout point dela frontiére C de D sauf en un nombre fini de points
aj'de C (j=1,2,...,p) on a |F(z)|<K et si |F(z)| est bornée
. dans D par un nombre M, on a dans lout le. domaine D,
|F(z)|<K. -

Car, on peut touver un nombre H tel que dans D et sur C
|o(2) 1= IHH(é—afJ)|<1

_'Si' e est positif arbitrairement petit, on a e‘pcore, pour toutes les
" branches de ¢(z)¢, qui sont holomorphes dans D et sur C sauf
aux points aj, .

(eI 1.
vS_ur C, sauf aux points aj, on a
(1) EEREELCLCIEL S

Mais si z—a; tend vers. zéro, |d)(z) | tend vers zéro, et puisque
\F(z)|<M l'inégalité (1) vaut encore pour |z —aj|<p, j=1,...,
p; si p. est assez petit. Soit alors z; un point de D. Pour ¢ donne,
I'inégalité (1) vaut sur la frontitre d'un domaine contenant zy,
" frontiére constituée par des portions de C et d’arcs (de cerclca
|z—a,|_pE On' a donc

|[F(20) [10(z1)°|= K.
" Comme ¢ est-arbitraire, et comme |{(z)¢| tend vers 1 101sque
€. tend vers zéro, on voit que le théoréme est établi:
Une transformation homographique permet d’étendre le ré-
sultat aux domaines non bornés. '
De ce théoréme de Lindelsf, on déduit une proposition qui
-avait, été démontré autrément par Iversen . g
II-Si f(z) est méromorphe dans tout le plan A distance fi-
nie, si S est la surface de Riemann décrite par Z=f(z) et si Z}
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est in point de S-et w un nombre quelconquc il existe un chie- |
min de S joignant Z; & un pomt Z, qui apparhent au ccrcle
_|Z —w|= e arbitraire. ‘ -

(Lorsque w ou Z; est infini, il faut considérer les nnAges
sphériques).

Soit ‘D celui des domaines définis par | f 2)—w|<{Z, w|

dont la frontiére contlent le ‘point- z; pour lequel f(zl)_7 Sl o

existe dans D un point z, tel que f(z,) =w, le théoréme est établi.
Supposons donc que f(z) —w ne s’annule pas dans D. La fonction

9(2)= i ; - est holomorphe dans D. g(z) n’est pas bornée dans
f(z)—w "

" D. Car si g(z) était bornée.dans D, le théoréme de Cauchy ou le

théoréme I de. Lindelsf montrerait que Ig(z)l__ \et Yon . :

|Z,—
atrait dans D, |g(z)]= — = ! o
‘rail constant. Donc g(z) n’est pas borné dans D, il existe dans D

un point z, en’ lequel lg(z) |> l—ii, on peut joindre zl, az,
Z—w

par une courbe appaltenant & D puis prendre le domain D1 dé-

fini par lf(z)—w](]f(z2)—w| dont la frontiére contient z,. D1 .

appartient a D et 'on peut recommencer le raisonnement, et ainsi_

de saite. On définit un chemin dans le plan des z auquel corres-

pond sur.S le chemin cherché.

En partwuher, on voit que si f(z) est bornée :dans un do-
maine D, ne s’y annule pas, et si |f(z)|=const. sur-la frontidre
de D sauf en ‘un pomt O de cette " frontiére, il existe un chemin
aboutissant & O sur lequel f(z) tend vers zéro. Et il suffit de
supposer f(z) holomorphe dans D el continue sur la frontwre sauf’
au point O.

Notamment, on voit que

L’infini est valeur asymptohque pour toute fonctlon entitre.
Une valeur exceptionnelle au sens de Picard est valeur asymptotique.

III. - Théoréme de Lindelst. — _Soit G une courbe fermée sim-
ple et f(z) une fonction qui est holomorphe et bornée dans le
domaine D intérieur 3 C. Si f(z) est encore continue sir (G sanf
en un point O de C et si ses valeurs ont une limite J.‘lme w lors--
quee z tend vers O.sur C, l'(z) tend umformement vers wlorsq-ue
z tend vers O dans D 6u sur C.

J(z) et par su1le aussi f(z) se= -



Au moyen ‘@une représentalion. conforme,. on peut se ramener
au‘cas ot D est un - secteur 2 de sommet O, de” rayon' R et de

'

1
pet1le ouverture o Si 2y et un point du sectem et |zO|< 3 R

(O est lor1g1ne) le secteur =’ symctuque de Z par rappoxl: ay

. Ve
- . - Y .

A

B

point z, a ane portion commun avec ¥, cette portion commune
A -est limitée par des segments’ OA, OB et leurs symétriques, les
points de ces segments étant respccllvement a des distances de O
et O’ inférieures & 2|z;|. La fonction

9(2)=1(2) flz—(e—20))  ~

est holomorphe dans A et y est bornée. Si Ton suppose, ce -qui
est loisible, que f(z) ‘tend vers .zéro lorsque z tend vers O sur
OA et OB, on a sur la fronliére de A :

lg(z)[<Me

M étant: la borne de |f(z)| dans A et e‘arbitrairement- peut
‘pouryu que |zy| soit assez petit. En apphquant le théoréme I, on
~voit que -

|g<za>|=|f<zo>|2<-Me s lzol<ne

ce qui démontre le théoréme:
--Comme corollaire, on voil que, Tos autres hypothcses du
théoréme étant les mémes, si l'on suppose seulement que f(z) a

des limites finies lorsque z tend vers O sur C, de part et d'autre’ -

de. C, ces limites sonl les mémes. Gar 81 @ et b sont ces limites,

(7‘( >—"”’)
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. 2 '
tend uniformément vers (b%a) lorsque -z tend vers O dans D.

ou sur C, donc f(z) —f‘l——;—b doit tendre soit vers %,, soit vers

~

a—b

——, uniformément, ce qui exige a=b:
2 ’ - CT

Par des considérations analogues, Lindel6f montre que

IV.-8i F(z) est bornée dans un angle |argz|<a et .si F(z).
tend vers une limite finie w lorsque z tend vers le sommet de
I'angle en restant sur un chemin appartenant a cet angle, F(z)
tend uniformément vers w lorsque z tend vers le sommet dans un
angle’ intérieur au premier: |argz|<w-—¢, € positif arbitraire.

Une méthode analogue i celle qui a donné le théoréme - I
fournit le théoréme de Phragmén (Voir Valiron, I, p. 496).

V.- Soit un secteur r=|z|> R, |<p=argz|<2—f avec Yg-lé .
Soit (])(z) une fonction holomorphe dans.ce secteur et 'sur son
contour a distance finie, dont le module vérifie dans ce secleur
Finégalité

log|@{z)|<rd, 0<d< T,

dés que [z|>R'=R. Si |{(z)| reste inférieur ou égal & un--’
nombre K sur le contour du ‘secteur, a4 distance flme on a dans
tout le secteur B - [

[9(z) | K.

A ces théorémes dé Lindelsf, Phragmen, Iversen, dont on_
trouvera _quelques applications dans le livre cité, il faut joindre
un théoréme de Gross dont on trouvera la‘démonstration dans
I’Ouvrage de Nevanlinna: Eindentige analytische Funkftionen\(p.
276): :

VI Si z=9¢(Z) est la fonclion inverse d'une fonction
Z = f(z) méromorphe dans tout le plan  distance finie et’ si

"l'une de ses branches est holomorphe -an ‘un pomt Z,, celie
. branche- peut étre prolongee radialement jusqu'a l'infini dans

presque toules les directions (c’est-a-dire sur les demi-droites
arg (£—Zy), =i)=const., sauf au 'plus pour un ensemble e
mesure nulle de nombres ¢).
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Ceci dit, on' doit observer que l'étude de la fonction inverse
d’unc fonction méromorphe dans tout le plan i distance finie,
admettant le. point a V'infini pour point limite de poles ou pour
point essentiel, et de la surface de Riemann sur laquelle cette
fonction est’ uniforme, renseigne sur la forme de ces surfaces
de Riemann-dites du type parabolique. Les difficultés proviennent
notamment de D'existence possible de singularités transcendentes
non isolées. Sire a donné le premier exemple d’une fonction en-
tiere dont la fonction inverse a des singularités transcendentes
ayant la puissance du continu (1918), Gross en 1921 a construit

une forclion admeltant loule valeur pour valeur asymptotique. Mais

'

Denjoy “avait prévu en 1907 qu’une fonction entiére d’ordre p a
au plus 2p valeurs asymptotiques finies et I’avait’ prouvé‘dans cer-
tains cas partlcuhers En 1921, Carleman a établi un théoréme
moins précis en montrant que le nombre e ces valeurs asympto-

n2
thues- est au plus égal a—é- p; on ~pou17ra se reporber pour son'

intéressante démonstration i mes Lectures on the general theory‘

. of mtegral functions. Le résultat definitif a été donné par Ahl-

fors en 1932. Pour énoncer le résultat d Ablfors, il faut d’abord
donner deux définitions..

Si w est une smgularlte transcendente de la fonction inverse
de la fonction mCromorphe f(z),-on dit que w est un point ch—
rectement’ cr1t1que si l'on peul trouver .un nombre €. assez petlt'
pour que dans celui des domaines ou-|f(z)—w|<e qui fournit

, cette singularité, f(z) ne preune pas la valeur w.- On dira d'autre

part: que Tordre inférieur de f(z) est le nombre

p =lim 2~ log T(r, f)
= logr

T(r f) étant la fonction caraclenshque ‘de Nevanlinna. Lo théo-
~réme d’ Ahlfors est alors:
Le nombre des points dlrecbcment cr1t1ques de V'inverse d’une

fonction d'ordre 1nfer1eur P’ est au plus égal a 1 31 P <% et &

. 1
20" st p'=—.
P = 5

Pour -une fonclion entitre, les pomts critiques de la fonction
inverse s1tués a Vinfini sont d1rectement critiques. D’ aprés les

\
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théorémes de Tindelsf, entre dsux chemins de détermination. finie
se trouvent des chemins de détermination infinie si ces denx .che-
mins ne-sont pas- equwalents 8i m est le nombre “des singularités
directes & distance -finie, n'le rombre des autres smgulamtes trans-
cendenles & distance finie, il y a m+n points critiques & l'infini
_ pour la" fonclion_ inverse, donc

i
!

. omdngoy, pza.

'L\'JI

'

Le maximum Zp de points cullqueq a chslance flme ne peut etre
.atteint que pour m=0. C est ce qui a lieu pour les fonchons d’or-
. dre p p entier

sinf 2 ‘sinPt
g dt.

‘On trouvera la démonstration d’Ahlfors dans le livre cité
‘de Nevanlinna. Et il faut s1gna1e1: que dans la Note des Comptes
Rendus de 1907, Denjoy énonce un autre théoréme qui reste a
démontrer. J'ai d’autre part établi (Circolo Palermo 1925) qu’une
fonction meromorphe pour laquelle '

O lm S I(r, nf) _
‘ r—co (logﬂ)?

T

' ,peut avoir une infinité non dénombrable de valeurs asymplouques.
tandis que les fonctions pour lesquelles

T(rf) _  \

=00 (100'1)2

N

a

-

ne peuvent avoir qu'une seule valeur asymptotique et n’en ont pas ..
en général. Ce resultat s’étend aux fonctions algebrmdes (Comptes
Rendus, 1935). : - ! '
Raulroux. avait donné une clasmflcatmn des s1ngular1tea isn-
lées des fonctions inverses des fonclions entiéres qui a été complé-
tée et 'prlécisée par Iversen (Thés‘e, 1914) et éter}due au fonctions

o
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“inverses des fonct1ons méromorphes. Un exemple snnple de singu-
larité non' isolée est. fourm par lmverse de

(2) o Z=(e"—1)eiz, - -

v

"soit z=¢(Z), une’ smgularllc 7 ® n’est pas isolée. Elle Ccorres-
. pond-au chemin z=iy, i="V— y<0 tandis que les chemins

'z~2mh, >0; h ‘entier, fourmssent a lmfun des singularités-

1solces les unes des autres.

On a- dqa dit ce qu'on entend par- pomt directement critique
de la fonction inverse z=@(Z). Si w est un tel point et ¢ assez
petit, lorsque le point Z reste dans un cercle |Z-w|<e qui a
nécessairement une infinité. de feuillets, et tend vers w, cp(l)
tend vers I'infini. Si, en oulre, ce cercle’ peut &tre pris de rayon s,
assez pelit pour qu'il ne contienne pas de singularité algébrique, le
point w est dit de premiére espéce (ou point logarithmigue);
non, w est point limite de poinls critiques algébnques, le pomt
est ‘de seconde espéce. : . .

Lorsque w n’est pas directement cnthue 1l existe " dans
|Z—w|<e des chemins sur lesquels ¢(Z) a une limite finie lors-" °
que Z tend vers w. Si ceci a lieu lorsque Z—w avec arg(Z—w)= -
const., quelle que soit cette constante, le point w est dit indirecte-

: ment critique. Ce ne sera en' quelque sorte que sur des chemms

en spirale \tendant vers'w que ¢(Z) tendra vers P'infini.
Un point qu1 n’est’ ni directement critique, ni indirectement
critique est _dit cirectement et indirectement critique. , '
Si f(z) est une fonction entiére, le domaine du plan des.z qui
correspond - un cercle |Z—w|<e, w fini, est simplement.connexe
au sens, large ou resteint. Par exemple pour la.fonction (2) et

+'Z=0, le domaine |Z|<e est simplement connexe au sens large

sens resfreint  Sems forge ,

seulement Mais pour une fonclion, entiére. d’ordre, fini, et w fini,
les domame: COllSld(,I‘Ca sont snnplement ‘CONNEXss au sens strict

[
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dés quee ¢ est assez petit. Pour la fonction inverse d’une fonction .

. entiére d’ordre fini les points directement critiques a distance finie
sont. tous \de premiére espéce; mais le point & I'infini est de

deuxiéme espéce -pour les inverses des fonctions entiéres. d’ordre

inférieur a5 ; .

La facon la plus simple de définir la surface ‘de Riemann
décrite par Z=f(z) est a priori la suivante, dans le cas o il n’y
a qu'un nombre fini de singularités transcendantes (Pour le cas

général, voir les travaux de Marty et de Shimizu). Prenons les,

branches de Z:,_(?(Z) qui sont holomarphes autour de Z=0;

. prolongeons radialement ces branches, on obtient pour chacune

d’elles une étoile d’holomorphie. Pour les branches qui présentent

a l'origine un péle ou un point critique algébrique, on coupera -

“d’abord par un rayon arg Z = const. et on prolongera radialement
les diverses branches dans les deux sens a partir d'une petite cir-
conférence |Z|=const. Si Z=0 est point critique transcendant;

" on coupe encore par un rayon arg Z —const., ce qui rend les di-
re p Y ;

verses branches uniformes. Si Z=0 est directement critique de
premiére espéce, on obtient en prolongeant radialement & partir
d’un petit cercle |Z|=¢, des étoiles d’ouverture 2m. Si Z=0 est

directement critique de seconde espéce (cas des fonctions mé-

‘romorphes) ou est directement et indirectement critique, on peut
obtenir des é&toiles d’ouverture inféricure & 2n. A’ cette division. en
feuillets de la surface de Riemann correspond dans le plan des z
une division en domaines d'univalence” dans chacun desquels la

.~ fonction prend une seule fois la méme valeur. A une étoile d’ou-

verture 21 dont toute le.frontiére esl accessible correspond un do-
maine complet d’univalence, dans un tel domaine auquel on adjoint
sa frontiére & distance finie, la fonction f(z) prend toute valeur:
finie. Si une partie de la frontiére d’unc*étoile;d’ouverture 2n est
inaccessible, le domaine correspondant est un.domaini
,singulier d’univalence; -dans’ce domaine et sur sa :i’rqnt;f};‘
prend loute valeur sauf celles appartenant A certaines hg'nea;.-z_
une étoile d’ouverture moindre que 27 correspond un domaine in-

complet d’univalence dans lequel la’ fonction ne prend pas les:

. valeurs -appartenant .2 un domaine.. On peut évidam‘ment, s’il..x?’y
a qu'un nombre fini de valeurs asymptoliques, éviter cette cir-
constance en prenant pour origine Z =0 une valeur non asympto-
tique. T o

complet




7

‘ —321—. ;o '

D’autres anomalies peuvent se présenter, méme lorsque f(z)
est une ;fonction entiére d’ordre fini, dans la jonction des feuillets
entre eux, .c’est-a-dire dans la juxtaposition, dans le plan des z,
des’ domaines d’univalence. On pourra avoir une division i impropre,
telle que |pour passer de certaines de ces domaines i d’autres, il
soit nécessaire . de- traverser une mfmltc de domames ‘

On troivera dans le Journal de Math., 11940, p. 339, une\
- étude de"la division du plan-des z.en domaines d’univalence, par.’
~Ja méthode qui vient d’étre sommairément indiqué, dans les trois

cas

-1
I =5,
o 2=
' z—] .
II i = € —_—
(ID “ z L
o 2=

Dans le cas I, Z=0 est point critique, on a un domaine fincomplet

d’univalence; ‘dans le cas II, Z=0 est point d’holomorphie isur

. tous les feuillets, mais il'y a un domaine complet singulier d'uni-

valence; dans le ‘cas III, la division est impropre.

. La division du plan en domaines d’univalence par des mé-
thodes élémentaires a été abordée par Hibbert. Mais il importerait

de poursuivre .ces études et classifications.

Dans tous les cas. étudiés Jusqu ‘ici d’'une fagon précise, on
trouve que, & la condilion de supprimer sur la sphere ot I'on peut
représenter Z, le voisinage' de quelques points, puis de rendre sim-
plement connexe, on peut former un domaine auquel correspond,
dans le plan des z un domaine d’univalence qui peut étre aussi
éloigné que 1’on veut'de l'origine et qui est vu ‘de cette origine sous
un angle .qui tend vers zéro. Celte propriélé est-elle générale?
Les méthodes’ nouvelles introduites par Ahlfors et developpées par
Dufresnoy A partir de 1941 n’ont pas: encore permis de répondre
A cette question. On a vu dans la deuxiéme conférence que la -
réponse est affirmative pour les fonctions d’ordre nul- assez ré-
-guliéres et pour toutes celles p0u1 lesquelle,s

' reo (log SE
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. La. théorie des fonctions-enliéres et:des fonctions méromor-
phes a été étendue aux fonctions holomorphes el aux fonclions

: meromorphes dans- un cercle et sallsfalsant a certaines ‘conditions.

Le théoréme de Weierstrass.sur la decompo.alllon en facteurs cles
fonctions entiéres a 66 étendue par Picard aux. fonctions holo-
morphes dans un cercle et s’y annulanl une infinité de fois. On
+ étendit également A ces' fonctions holomorpnes dans un cercle la
‘théorie de la croissance du module maximum, cest-a-cire la re-
cherche des relations entre les coefficients du dcve]oppemcnt taylo--
rien et la fonction M(r). Plus tard la théorie de. Nevanlinna «
été étendue ainsi que la definition des cercles de remplissage et
I'étude de points de Picard ou de Borel correspondanL aux direc-

tions de Picard et de Borel.

En dehors de leur -intérét propre, certaines de ces recherches,
ont une application immédiate. dans 1'étude des propriétés anguLu—
_res des fonctions entidres ou méromorphes dans tout le plan’' &
distance :['1n1e ‘Si f(2) est une-telle fonction et si L'on se propose

d’étudier les zéros de- f(z)—Z 'dans un angle ]rp~(p0}<~, ot

¢ =argz; une transformalion {=2z%¢® raméne 4 une é&tude
pour une fonction g(&) définie pour RE>0 et la transformalion

u,:'ﬁ au cas d'une fonction F(u) définie, pour |u[<1l. De ‘

telles considérations -auraient dii s’imposer dés que Schottky, eut
établi son théoréme, mais ce ne fut qu'en 1918-1919, en méme
temps que, Julia abordait 1'étude des zéros, que cette transforma-
lion s1mp1e fut wtilisézs. Le théorémz de Schottky, sous la forme
sprécise: fournie par l'emploi de la fonction modulaire, permet
" d’affirmer que, si F(z) est holomorphe pour |z|<<1 et si

‘ M(r) =max |F(re® )], '
r (z) prend necessau‘ement foute valeur sauf une au plus dans
.ce cercle si.

- 'l—logM (r)

r=1 . . '

b 1—')‘ . ) c

Les transi‘ormauons precedenles conduisent. alors_a une extensmn
du’ théoréme de Picard & une fonction holomorphe dans -un angk
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d'ouverture — pourvu que l'ordre de la fonction' dans cet -angle
o o

(orvdre défini & partic de M(r), maximum du module pour |z|=r,
Je point z étant.dans l'angle) soit supérieur & a. En combinant ce
résultat-avec un théoréme de Phragmon Llndelol‘ Bieberbach mon-
ltra que, f(z) étant une fonction entiére d’ ordre“p > %, le théoréme
de Picard s’applique-a f(z) dans tout axlgle dont l’ouverture est :
supérieure au plus grand des deux’ nombres Tet2i—".0Ona.
" P~ P
.vu'qu’il ‘avait été prouvé ultérieurement que le théoréme de Borel " ,
" vaut aussi dans un tel angle.

Ceci montre le genre a application. que T'on peut faire de la
considération des fonctions holomorphes dans un. cercle. On a
- d’ailleurs -aussi étudié directement les fonctions holomorphes ou
meromorphes dans un. angle et sur ses cotés  distance finie. Il est
clair que’lorsqu’on prend, par exemplc les valeurs d’une fonction -
entidre en supposant . intérieur 4 un “angle A, on obtient une
fonction holomorphe dans ‘A mais qui est particuliére. Les anoma-
lies que ' peuvent présenter les fonctions holomorphes dans un
_ angle ne se transposent cdonc pas aulomatiquement aux fonctions
entiéres.. Par exemple, iliest’ clair que l'on peut définir des fonc- - -
tions holomorphes .dans un. angle et qui n'y admettent jaucune
“valeur asymptotique alors qu'elles sont bornées. Mais il faut
faire - un effort supplémentaire pour montrer qu unc fonction en-

© . tidre peut rester bornée dans un angle de sommet origine et n’y

"admettre- aucune valeur: asymptotique. Un exemple simple de ce
cas est fourni par -

B(z) =M(2) (exVEe—1) (27— 1)

./ \ , '.‘ e i 2
L. Me=T 2n+z2

[ . '

vérifie I'équation fonctionnelle

: (1-22%) M(2) = (1 +22%) M()/22)).

E(z) est. bornés pour-&;—-—{— e<argz< g’g— —e, >0, mais le do-

' . - 7
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maine d'indétermination & l'infini de toute -demi-droite arg4_. /

const., est une courbe .D’aprés le théoréme IV il en résulterait qu’
il.n’y a pas de valeur asymptotique-dans cet angle, ce qu’on voit
directement. On forme des.exemples-plus généraux en utilisant
des fonctions d’ordre nul générales (Journal ds math., 1928).
Parmi les fonctions meromorphes dans un cercle, il faut don-
ner une place a part a celles qui ne sont pas prolongeables au-dela
de ce cercle. La surface de Riemann décrite par les valeurs de la
fonction_est alors du type hyperbolique. En particulier, si f(z) =
Zcnzn est holomorphe pour |z'<1 le ceércle de convergence de
la série étant |z|<1, on sait que si I'on multiplie les c, par -1,
le signe + ou — étant pris ou hasard, on obtient une fonction
non prolongeable. Cette opération ne changera pas en général I'or-
dre ‘de la fonction ‘M(r). L’étude des fonctions holomorphhes
pour |Z|<1 et non prolongeables fournira -des renseighements sar )

‘les surfaces de Riemann du type hyperbolique. Si Z=f(z) est

une * fonction holomorphe pour |z|<1l et non prolongeable et
z=(Z) sa fonction inverss, le raisonnement fait plus haut pour
montrer que, lorsque Z tend vers une singularité non algebrlque,

a une limite, tombe en' défaut et montre seulement que, ou bien z
a une limite de module moindre que un, ou bien |z| tend vers.
un. On peut former des exemples de cas ou z n’a pas de limile,
On peut en effet construire des fonctions holomorphes pour |z|<1 -

_et do.t.le module croit indéfiniment lorsqué z décrit une spirale

asymptote a la circonférence [z|=1, la valeur infinie- étant la

“seule valeur asymptolique. On. peut méme faire en sorte que -

'Z =0 soil la seule singularité de la fonction inverse ¢(Z) et qu”

- elle soit isolée des points cr1t1ques algébriques. Pour faire cetle

construction d'une fagon generale, on peut utiliser des théorémos

ol — =

-

gencrau\: sur les’ fonctions enlleres qui ont d’abord été obtenus par
la considération du polygone " de Newton d’ Hadamard (V01r Pre—
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miére conference) On moitre que, dans le voxsmage des points z,
ol une fonction entitre f(z) atteint- le maximum de son module

pour |z|_|20|, elle se comporte sens1blement comme( ) f(-o)

.n_ étant le rang du terme maximum de la série de Taylor la partie
“réelle passe raplclement de valeirs voisines de M(|zp|) & des va- ~
leurs voisities de ‘— M(|z,|). La fonction ef(® passe.de valeurs
trés* grandes.d des valeurs trés petites en module. On pourra
constraire une fonction entiére dont le module tend rapidement
vers zéro lorsque z décrit les courbes frontiéres d'un domaine D
rapidement asymptote & 1'axe réel Oz; tandis. que le module tend
vers l'infini sur certaines courbes appartenant & D. Une transfor-
mation, £ =eiz transformera D enundomaine A du cercle |§|<1
asymptote & la circonférence |E|=1 et la fonction entiére se trans-
formera dans A en une fonction g(£) holomorphe dans : A et
tendant rapidement vers zéro lorsque |£| tend vers un, tandis que
sur des courbes intérieures & A, |g(E)| tend vers I'infini. L’inté-

grale de ‘Cauchy ] gE (%) dg calculée sur les bords de A définira

a l'extérieur de A une fonction holomorphe que l'on prolongera en
déformant A. On aura pour |z| <1 une fonction de Lespéce
cherchée.

. Pour les fonctlons ainsi construites, le maximum du module
pour |z|=r croit trés rapidement lorsque r tend vers un. Cette
proprlete de M(r) est assez caractéristique. On pourrait chercher
‘A caractériser d’une facon analogue d’autres anomalies’ du méme
genre. Pour le détail des calculs on pourra se reporter au Journal
de mathématiques de 1936.



