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LE THEOREMEET· LE PROGRAMME DE· BOBEL el) 
par GJiJORGES V ALI~N 

Professeur a la l!'lÍculté des Sciences de Pads 

Le se<::ünd des tr'avaux fondament~ux de Borel auquel ili a été 
fait alluSlon. dans la troisieme conférenoe, créa toute' une théorie. 
en posant le probleme. de l' étude des singularités esse~tiellesd'une . 
faQOn entierement nOJlvelle. A vec Picar~ et son -lointain successeur. 

/ Jriliá, l'étudedes points OU la fonction f(z) prend une valeur don­
née arbitraire', Z es( qualitative: une valeur Z. est .ordinaire si elle 
est prise une infip.ité 'defois dans le domaine envisagé,. sinon elle 
es!. exceptionnelle. Avec Hadamard, le prbblemede la Clécomposi­
tion en facteurs avai'! conservé son aspect formeL' Des "propriétés 

. des coeffic:ientsou. de la croissimce du module maximum, on dé­
duisalt la forme des fá¿teurs expónenti~ls de la décomposition, ce 
qui avait certes de l'importance, -Hadamard le Irióntra clans ,l'appli-­
cation de son ihéoreme a lá fonction de Riemann .. 
" Borel s' es! proposé de pénélrer beaucoup plus profondement 

clans l' étude ,de la fonction. Ses idéesa ce sujet, qui appa:raiss~nt 
dans les conclusions de son Mémoire des Acta mathematicuLde 

'1896, sont précisées dans son Livre sur . les fonctions ,entieres de' 
1900. 11 s' agit de connaitre aulanl: que possíble la foIiction. Ce 
n'est pas; dif-il, paree qu'elles sont données par des séries simples 

. toujoursconvergentes, que les fonctions trigonométriquescos z, 
sin z, sont bien' connues, e'est parce' qu' elles sont périodiques, donc 
parce qu'on sait que' les points ou elles prennent une valeur .don­

'riée arbitraire se déduisent.les uns des autres par des trunsliüions. 
" Connaitre une fonction, ce sera connaitrécles propriétés eles points 

OU -elle prend une valeur donnée arbitraire. Pour une ,fonction en-
tiere f(z), on sait que" si la valeur Z n'est pas exoeptionnelle au, 
sens de Picard, eUeest prise une infinité elefciis. Quelles sont les 
propriétés' générales deszéros Qn(Z) de -f(z) ~Z losque Z esí 
quelconque? Borelfournit une premi~re réponse a cette question. 

(*)Cuarta clase .(6 de agosto de 1946) del cursillo sobre Funciones ente1'l18 

dictado en el llÍstituto de Matemática de la Universidad de Buimos Aires. 
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Si.la fonction est d'ordre p positif, c'est~a-dire si 

-l' -log(log M (1')) _ 
un. _ . p, 

r~ir.> . log l' . 
111(1') . -max If(l'ép) I 

OS'jl <2" .' -' 

CVoir la premiere conférence) et si n( 1'; Z) est le nombre des zéros 
de f(z) -'-Z qui appartiennent au cerde Izl<1', on a . 

'(2) 
-'.-logn(1'; Z) " 
hm =p 
r=Y.> 10g1'" 

pour toutes les vale~rs de Z, saufauplus,pout une, seule valenr 
Z. CeUe yaleur exceptionnelle ne peut exisLer que si p' esL ; un 

'norÍ1bre eIltier~ lavaleur du preiniei· membrede (2) est inférieure 
, ti P lorsque Z, est, valeurexceplionnclle. Dans le cas de l'ordre 

infini, Borel introc1uit un~ ordre co(1') qui dépencl de ;. et est tel, 
que 

on a encore 

Iim log 10gM(1') - 1 
1'=0'" 'm(l'~ Iog l' 

lim lag n(l'; i) 
1'~'" m(r) log ¡. 

1 

, I 

saúf au plus pour une seule valeur eX,ceptionnelle de Z poUl' 
laquelle la limite supérieure cst inféricure a 1. Mais il n'aUeint 
par saméthode que cerlaines classe3 de foncliJQns d' ordre infini. 
La mélhode' de Borel esL basée sur la décomposition ,en facleurs 
eL sur la c1élerminalion de l' ordr'c de la fonclion entiere définié par 
un produit de vVeierslrass-I-Iadamard, a partir de l' ordre du nom­
bre do ces 'zéros. Dans le cas elo l'ordre f~ni non cntier p; il 
monlre que si ron avait, . 

~1·,logn(1';Z) . > 

1m. ' = Pl <,p, . 
'/,.=/J ;, log l' 

le proJuit' :canol~ique figurant c1ans le théoreme el 'Hadamard, for­
mé avec, les zérQ3 de f(z) - Z s8rait el' orc11-e Pl au plus; en le 

, , 

, I 
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multipliant par une exponentielie eQ(z) OU Q(z) est un polyll()me , 
,ele elegré moinelre que p, on ne pourrait pasobtenir une fonetión 
el'ordre p. Pour traiter le eas ~le l'orclre entier; il-s'agit de monb~er 
qu'il ne, peJlt pas exister elenx valeurs ele Z ,pour lesquelles le 
'premier :ín~inbre de (2)' 'sel~ait inférieur a p.' Il est loisiblc'de 
supposer eesvaleurs exeeptionnelles ~gales ,a o ét 1. Ori aurait 

f(z:)=:=::.Pe Q
, , 

" 

,done 

(3) 

" P et,P~ étant des 'proeluits infinis el'orelreinférieur ,a p el Q et Ql ' 
'elespolynomes dG c1egré p. En muHipliarít les eleux membres d9(3) 
pare-Q\ on montre que e Q

--:
Q

, , est aussi d'ordl~ p; Q-Q~est 
un pólynome ele elegré p. r;>érivant (3), o~ 'obtient . 

. (4) (Pi+Q'P) eQ ~ (P/~+Q\Pl) eQ
¡ =-0",:0 

, done 

Ceei est, impossible paree que IQseeond membre est d'ordre infé­
rieure a p (e'est ee que montre Rorel) tanelis que le premier meni ... 
bre est d'orc1i:-e p. Borel généraliseee raisonnement au eas de 1'01'­

elre infiúi; suree point, sa méthode qui ne' cotivrait pas tous les 
,eas aMé repriseet eomplétéepar BhimenthaL Il eonvient de no ter 

,qu'len ,éerivaút ~4) sous la forme 

f"PeQ-·'L Pie Q,= O 
'f ' 1-1' 

et'éliminant P1eQ
¡ entre ~,ette identité et (3)"oú obtient' en résol­

vant par' rapport a Pe Q qm esL t, l'iclentité indépendante de 
imite hypothese: 

,(5) 

.. , 

, f 
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l La méthode de Borel équivaut a écrir.e f sous ceHe' forme. si 
l'ordre du nombre des zérós de fez) et fez) -1 est inférieur a p, 
l'ordre du' second nombre' de (5) est infériellI a p, d'o,u contra-
dictjon. ' . . 

Le théoreme de Borel met en évidence l'invariance 'del'ordre 
du nombre des, zéros !le f( z) - Z lorsqu' on compte ces ,zéros dans 
des cerdes de centre origine: sauf pour une yaleur exoeptionnelle 
au plus, ,cet ordre est touj'ours le meme; e'est J'ordre de la·fonction ' 
fez). 11 ne s'agit évidemmeut que d'une premiere ápproximation.' 

. Les fon~tions sin 1tZ et _1_ rema'rque Borel, ou't des nombres de , rw·· 
zéros dont le rapport est 2 alors que les modules inaxima ;80nt 
comparables a elt /' et a erlogr respeetivement. 11 conviendra 'doll-e 
de préciser les résultats obtenus, ce quí ne doi't pas' presenter de, 
grosses diffi~ultés dans le eas de l'ordre non entier. En outre, dit 
Borel, on sera sans daute amenéll tenir ~ompte des argume~tsdes 
zéros. Co¡.nme exemple ,particulier ele cette néoessité, Borel signale ' ' 
le eas des fonetlóns d'ordre non, entier p dont les zéros sont alignés ' 

, el sont des fonctions régulieres dé leur nombre, ainsi, si le n icmd 

. 1 

zéro ,est n P ,le maximum du inodule sera asymptotiqueme,nt égal . 
, a AprP Inversement, si l'C)ll sait que le~' zéros sont alignés, ou· 
'meqle si leurs arguments Olit une limite, 1t par exemple, ~m doit 
pouvoir déduire' la vále'ur asymptotique de leurnombre de .la 
valeur asy~ptotiqtJ.e de la fonction dalls la direction opposée, ici 
ladroite d'argument o. D'une fayoll'gén~rale, connaitre les zéros, 
c'est connaltre nOln seulemEmt leurs modules, mais' aussi leurs 

, arg~ments.Mais" dit' eQeor~ Borel, s'il importe de poser ,des ques­
tions, il importe encoré pliIs' de trouver d(3s méthodes poui y ré- , 

, ponelre. On pourrait aussi di re qu'il faut que les questions soient, 
. bienposées. Les questions posées par Borel dáns les ,conclusiOl18 
',de son. l~vre sUr les fonetíons entieres étaicnt bonnes puisqu'el1es 

sorít aujourel'hui a' peu pres résolues" ce quí ne' signifie pas 
que la tlléorie soil achevée, bien an cón,traire: ehaque pas' en' avant . 
découvre eles horiwl1s -nouveaux: et le plus souvent chaque question 
résolue augmtmte au Heu de le eliminuer 113 nombre des quéstions 
, a résoudre. 

7' Parmi eeuxqui ont ,tout d',abord poursui.vi les recherches de 
,Bo.re! el obtenu des résultats tres 'précis sur les fonetions d' ordre 
fini positif, ilfaut citer á part Linde16f. Alors que Bor'el com-
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pare. la croiSsance it rp+e ,LindelOf la 'compare a . ('.;1::: 

rP {log r )1'1 ..• (log p r )PP , 

iI ohtient des réstlltats' précis et traite le cas des fonctions d' ordre' 
entier avec un grand succes. On peut étendre sas résultats et les 
rendre applicahles a ~outes les fonctions d' ordre fini en intror.lui.., 
sant l'ordre précisé defini dans la -premiere conférence. Pour les' 
fonctions d'ordre non entier, le théoreme de Borel' est remplacé 
par 'le suivant: . , 

, Si f(z) estd'ordre non entier' p et d'ordre préci~é p(l'), on 
.a, a partir d'une valeur r(Z) de r, ' 

(5'), 

[( étant une' constante fonction de p, el pour une suite de valeurs 
rp de rindllpendante de Z, . 

. (6). n(r; Z):> [('I'p(r), 

-[{' étantaussi une constante dépendant de p. 
Dans le cas de l'ordre entier;·l'inégalité (5') reste valablc, 

mais (6) peut ne pas etre vérifiée. Les recherches r,elativtes a ce 
cas de l'ordre enHer étaient genéespar la pl'ésence des exponen-

/ tielles dans ia décomposition en facteurs et, d'autre part les inéga­
lités du type (6)valahles pour une suite seulement ,de valeurs 
de r proviennentdes'irrégularités pQss,ibles de la fonction n(r; Z). 
J'ai introduit a la place de cette fonction'sa moyennelogarithmi­
qu~ qui s'introduit ~dans.le théoreme de 1 ensen: 

r . 

N (r; Z) -~f[n( t; Z) - n(o,;Z)] d; + n( o; Z) l~gr.. 
• u ' 

'On sait en effel' que, dans le cas qes fonctions d' ordre nul a 
croissance assez ,lente, On a 

N(r; Z) '" log M(r, f). 

(VOIT la :deuxieme conférence). On peut d' autre pa;t reprendre l,a 

" .. ," 

" ' 
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.méthode de démonstration ,de Borel, mais en écrivant .' 

P .el P 1 étant des polyriÓmes formés avec les zéros de f et f ---' 1 
intérieurs a un cercle Izl<l" el en. faisant l'hypothese ,que, p'our 
~ne suite de valeurs r indéfiniment croissantes, on aurait '. , , ' , 

N(l';o)<':Hlogjjf(~),.. N(1'; 1) <Hlog~M (~). 

.' 

On arrive a une contradiction si 1", H et le 80nt convenablem(ml' 
éhoisis (Voir Lectures on the gerieral theory óf integra(fundions) 
et ron a le résultat suivanf: , 

Si f(z)est d'ordre' fini, a le> i correspondun nombre H(k) 
'b~l qUe,Sl Zl:-j=Z2' on a, pour 1'>l'(ZVZ2): 

Dans le cas de l' ordre infini, on a un' résultat analogue, mais. 
~oins précis; il peut d'ailleurs existerdans ce ,cas un ensemble 
de valeufs Z ayant la püissance du continu 'pour lesquelles 

I 

.1: . log N(l';Z) 1 
un' , <, 

1'=>:> log 2 M ( 1') I 

Je me borne a indiquer que de l'inégalité (7) et de l'inéga­
lité de Jensen (Voir Prémiere conférence), on cléduit apres mul-

tipliQ~ti,on par _}1+ etintégration, la proposiLion suivante: 
l' r, 

,- Si l'intégrale 

, (8) 

div,ei'ge, la, série 

X> 

f lOg M(r) dl' ' 
"l+r 

1 

<Y.> • 1 
-;S . 

,. 1 lan(Z) Ir 
, I 
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diverge pburtous í~s Z sauf un au' plus. Si l'ordr,e.p n'esl pas 
'entier, la valeur e'xcepÜonnelle ll'existe pas. Si nntégral~ (8) con,­
~verge, la: 'série (9) converge po{¡r tous le's Z (Il est entenduquep 
'est l'orclre et les .a~( Z) les zéros non nuE dé f(z) - Z). , 

qe résultat régle enc.ore quelques questions posécs par Borel 
e~permet cletra:iter la questioÍl du genre, La questipn relative 'aux " 
Jondions a zéros alignés. fut également traitéedan~ ,le casdn 
l'ordre non entier. Si ron suppose que les argtiinents" des ;¡;éros 

'- ¡. 

ont pour limite 1t et si 

n(r) = n(1'; ~) r-v I'p('l'), 
, , 

p(r) jouissant des prbpriétés de l'o,rdre précisé, on obticnl l'éga­
"lité asynwtotique, 

log fez) = '-.-+ E(r, qr) rP(l'); [ 
1tépP' ]' 

. sm 1tp . , , 
z'= l'e i<p " 

,,~).lable pour I Cf' 1< 1t, la fonctioIl E (1', ep) teudant vers zéro I avec 

~ .. Cett~ égalité permet ·d'éh~clicr les zéros ele f(z) - Z (l'une ' 

falfon tres pr6cise.. " 
" InversemeÍlt, si 1'0n sait qu¿ les arg~ment5 ~les zéro; ,ont pOUl~ 

limite 1t el que . ,- , 
i • 

,10g/(r)r-v(-1)PI'P(1'1, p=partie enLicre de p, 

la résolutioIl c1ei'équation intégrale asymptotique 

(10 

.. ". ~J • '1 . '. , j n( x) 1'1'+1 , ' log f(l') r-v (-l)p " dx ~ (-1)1' r~('I') 
l' • 'xP+!( X+l:) " : 

o 

I est possíble el montte que 

I Sll1 1tp I ( , n(l') ." - rP 1). 
1t 

Le procéc1é ele ré~cilution de l'équation (10) que j"avais titilisé a 

" 

, 

, " 



','. 

" I 

:' < .. 
~ " " 

" 

.... 1. 

-304-, ' 

" . l·f· "d l' , , () ~ Pi H d' ete 'Slmp 1 le, ans e cas Ol! P r ,=~" p +--, ,par al' ,yet 
" ' logr 

'Titchmarsh .. Tout récemment Delange (Comptes. Rendus" 1944), 
:a repris la question et obtenu de jolis résultats meme dans le cas 
de l'ordre ent.ier. 

L'étude circulaire du nombre des zérosa, pris'une fornican-', 
,core plus vrécise aVEle .l'introduction par R. Nevanlinna d'uné 
fonction caractéristique nouvelle, quipérmet en outre de traiter 
le' cas des fonctionsméromorphes. Le théoreme de JensElD, dans 
le cas général d'une fonction méronlorphe qui n'est. ni ,nulle ni 
infinie pour z=O, s'écrit' . 

21t ". 

N(r; O) - N(r; 00)-. 2~poglf(rei.) Id~ -log 1t.(0) l .. 

R.Nevanlinna 'eut l'idéede séparer daris l'intégrale du ,second 
membre les termes positifs et le3 termes négatifs: Si Ton désigne, 
par log+ a le nombre log a ,lorsque a, est > 1 lit ° si a <1, la fON 

mule peut s' écrire ' ' 

21t 

. N(r; O).+~ ~og+i. ' de¡>+lóg If(O)I= 
, 21t J ' '1 f(re¡CP) 1 

o 
21t 

"= 'N(r; (0) + ~ {tog+I f(reiCP) 1 de¡>. 
21t) , 

o 

, R.Nevanlinna prend pour fonclion caractéristique 

. 21t 

T(r,f) , , N(r; (0) +~flog+lf(reiCP) Ide¡>. 
, .21t' , 

o 
\ . . 

Dans le cas' OU fez) 'est une fonction entiere, T(r,f) sé'réduit ,3. 
, son second terma qu'on désigne par m(r;f). On. a, si le> 1, 

/¡;-1' (r) . . -logM -' ,f; ,<m(r,!) < log M(r,f) 
/,+1 le ' 
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ce qui établit le lien, entre 'le~ résultats obtenus .3. partir de la llOU-, 

velle fonction caractéristique et l'anciemie. L'orche déÍini par 

lim,log T(r, f) 
r-co .~ logr 

coincide avec l'ordre de ,Borel dans le cas des fonctions entieres ,et ' 
aussi avec eclui qú'il a"ait défini, et dontnous n'avons pas parlé, 
dans le cas, des fonctions méromorphes. La fonction T(r, f) .• 
comme log M(r,!) lorsque fez) est entiere, est une fonction con'-

,vexe de log r; cette p'ropriété joue un role fondamental dans cer­
taines dérrionstrations~ Utilisant l'identité (5), R: Nevanliima üb­
tint de premiers résultats qui étendént et précisentmoninégalité 
(7). Saméthode prit sá forme' défi..w.tive a lª suite d'une remarque 
de Littlewood, et Collingwood qui introduisent non plUs deux 
valeurs Z, 'mais p valeurs dans les formules. L'identité (5) de 
Borel est alors remplacée par . 

les' bj étant des con'stantes convenables qui s'expriment au moyen 
des, ajo On obtient notammentl'inégalité' . , 

': (11) 
P' 

(p~2) T(r, f) -s.'~ N(r; aj) +S(r) , . 
l' ,. , 

'. le reste Ser) 6tant de l'ordr~ de log r pour les fonctions d'ordre 
. fini. Mon but n'est pas de dira 'ici tout oe qu'on peut tiI:er de 

cette remarquable inégalité. On 58 reportera, pour be point áu 
Livre de Nevanlinna de la CoHection Borel. Je signalerl¡li'-$eulement 
qqe, 'dans la définition des valeúrs déficient~s, valeurs Z pour 

. ,lesquelles 

:---1' NCr; Z)< 1 HU' ----'-----'-
r=X) T(r, f) , . , 

il convient de, reinplacer la- fonction T(r, f) par ~e fonctiori majo-

.. 
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rante, a croissance réguliere; rrM par exémple dans le c¡.ts de l'or­
dre fini. De T'inégalité (11')" j'avais eléduit que, pour mie fonctión 
'el' ordre fini, on a' . . 

(12) lim N(r; Z) .1 
r~'; T(r, f) 

pour tous les Z sauf ceux' el'un ensemble: de mesme linéaire nuÜe; 
pour. l' orc1re infilli, lo résultal ÓtaÍt plus compliqué. A la sliite 
de elivers travaux, l'égalité (12) a été 'étenel~epa'r AhIforsa 

~ toutes les fonctions ~néromorphes, l' ensemble yxceptionnol, .qui 
peut. exister étant elu type indiqué. Cett~ proposilion est liéc .a un 
théoreme el'He'nri Cartan, qui a établi que :la fonction T(r, f) 
est la, moyenne superficiello ~u linéaire 'elo >1V(r; Z).. lorsqu.e Z 
décril un c1o~naine Otl uné courbe, 1l. un terme additif· fini pres. 
A la meme époque, ~'esl-a-dire vers 1929-30, la théorio ele Ne­
vanlinna a élé . élendue aux fonclions algébfoieles u(z) eléfinies 
par une équation 

. , 

ou les coefficien ls ;1 j( z). son t des· fonctions entiercs. Mais le. 
théorje générale de ces fonctions algébroldes reste moins déve­

'loppée que' celle eles fonclions mé'romorphes; 
La méthode de. Neva:nlinna pern~et de géneraIiser le \;héol'~rne 

de Scholtky. On obtient (['abord laproposilion suivante:' 
Si F(z) est méromorphe pour Izl<B, siF(O)esl différent- , , 

des vaIeurs 0,1,00 el st F'(O) est Íini non llUI, on a,pour l' < R," 
. " ' \ 

T(r, F) < 5 {N(R, O) +N(R 1) +N(R,00)}t405 + 10 10g+IF(d) I 

. l' 1 I . R -+ 5 log-!' + ¡4Iog --,o . ~I F'(O)R .. R-r . 

.. 

.. CeUe inégalité donue' le théoreme c1eLandau, elle fournit, une 

. borne du nombre des zéros de. F(z) - Z lorsque Z est arbil:raire 
et Izl<.r<R. On obtient ce résultal. . 

. I-Si·F(z) ,est n~éromorphe pour Izl<Rc~ prencl n fois au' 
plus d~ns ce cerde trois v~leurs a, b, e telles que les distances 
eles images sphériques de a, b, e soient -supérieures . al); dans le' 

I ,; 

i -' 

. ." 
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cerde ,1 z 1 < J¡;R, '¡e < 1, ' F( z) prend au' plus' 

" l' l -2 ',1' 1 ] 
(An+B) log -, '--+ Gldg.- +D log-' 

(l~le)B ,l-1e ~'d ' 
, 

f'Ois 'toute valeur Z donl la disLance sphérique il un point Z (1;;) 
,est au moins d. Les non~bres,n, le, b, 'd,sont arbitr.all~es; A, B,e, D 
sontcles constantes numériques positives. 

CeUe inégalité a été remplacée pour'lHilloux par une autre 
qüi semble etro la plus précise possible, mais elle suffil pour l' étu­
dé de la distribution eles ,val!3urs des fon~tioris ·méromorphes. Enfii1, 

,le théorcmé .<;le Schottky se généralise comme suit, (Pour les ,dé­
mOIistr~tions; voir: Mémorial des Sciences math., nO. 89, 1938): 

. 11- Si F(z) e'sl holomorphe pou.r'lzl<l, prend n fois au plus., 
daos, ce cerde les valeurs Z et Z' -telles que 1 Z 1 < P, , ,1 Z'I <. P.. 

, . '1 -
IZ'-ZI> '-,ou P>l, et si . 

. ' P 

IF('z)I<M 

en des points du cerde Iz 1 <1: qui ne peuvent pas elro enlermés 
dans 2n' cerdes dont la s0111me des rayoIis est inférielire, a d -< 1:, 

" ()na, 'pour Izl< r el 1: < r.< 1, 

1 ' - 2 " 2' '-
- log JF(z'),l< . [un log +~ log -. - + y 10g(P+M)], 
,(1-1')2. "-d(l-r) - 1-1' -. " 

. ui ~,y' étanl des conslantes numériques p03itives; 
Ces propositions permettent dis remplUcer l'étude des fonc­

tions autour d'une singularité ,essentielle faile au moyen de la~ 
. théorie des familles normales OH meme quasi~normalos de Montel' 

(J ulia, Saxer) par une ,élude directie qui fournit eles ',réslutats 
quantitatifs. Le théorc}11e 1 s'uliliso comme surt:, 

Supposonsque- F(z) soit méromorphe. dans un domaine D et 
soit D' complctement inLérieur a D. Couvrons D' par p ¿ercles, 
Cj (j--:-'1, 2, ... , p) int6rieurs'ilD él:lels que,pour cl~aqu'e i 
exisle un cerde ,I'j ;concentriquea Cj, intérieur ~ D, dont le 
rayon soitk fois le rayon ele Cj;k étant un nombredonnée supé­
rieur aL -Considérons le nonibre 'des' . zéros de F(z)' - Z (chis 
poles si Z =(0) 'appartenant a l'j, il a un minill1um 7í"{ aUeint 

'. I \',' 

" , 
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pour Z'~'j. Supprimonsde la sphere OU l'on représente Z le, 
cerde de centre'Z"'ret rayon b. Pour les points r,estants, oua un 
nouveau minimum n'¡ atteint pour Z"j; supprimons de lasphere 
le cercle de centre' Z"j et rayon b. On a encore un minimum ni ' 
pour les points restants atteiut pour Z' j. ~es distances sphériques de 
Z'j, Z"j, Z"'j étant au moins b, F(z) prendra daos Gj, 

" . 
fOls au plus les ,valeuis Z pour lesquelles, Zj étarit uncertain 

- point; on a: distance Z" Z/>Ibj. En ajoutánt cés nombres, on a 
une borne . du nombre des zeros de F (z) --.:... Z dans D' lorsque Z' 
est extérieur a certains 'cerdes (sur la sphere)'. En comparant,· 
cette borne áu nombr,e effecfif -des zéros, on obt1ent une borne 
inférieure de ,Snj, donc de nj dans l'un des cerdes T'j. ' 

Dans le cas le plus simple, celui des fonctions d;ordre fini 
positif~ on obtient des résultats préCis que l'on. trouvera dans le 
Mémorial cité. De ces résultats, on déduit ceco~ollairé: 

. Si' fez} 'e~tune fonctlon méromorphe d'ordre fini positif p,' 
il existe úne suite de cerdes A j' définis ,'par 

lim IZjl=oo, 
j-x> ' 

,1 , 
tels que, daos Aj, fez) prend 

limT\j=O. 
j.=oo 

lim el. .0; 
j=x> 

fois au inoins toute valeur' Z sauf celles représentés dans deux 
'1 Ip-r¡j '. . cerdes de ray()n e~Zj de la sphere. 

De tels cerdes sont des cerdes de r~mplissage ¿i'ordre p. 
En prenant une direction D, arg z = Gle; d'accumulation des ar­
guments des Zj, on a ce que j'ai appel~ une direction ,de Borel 
(d'ordre p). , , ' 

Une directiohde Borel est une drrection D telle que le théo­
, reme de Borel, soit vrai dans tout angle de sommet origine'et 

blssectrice D, si petite que soit son ouverture. Si r(n; Z) est le 
module den ier1l6 zéro de fez) - Z dans cet angle, ,la série 

, I 

l' 
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~ r(n, Z)P-o . 

~. 

est divergente, pour ,E> O si petit. soit-il, sauf IPOur deux: valeUl'S 
de . Z au plus. 

L'enoncé 11 donné plus haut, qui complete le théoreme de 
. Schottky, sert a étlidier les directions de Borel des fonctions ren­
tieres, en cherchaÍlt les relations entre' ces dir?ctions et J'ord~e de ' 
,grandeur du maximuin du modulé dans un angle. Il,montre par 
exemple, que, pour une fOI).ction entiere d'ordre fini p supérieur a 
~, il existe au moins deux directions de Borel. Tout angle dont 2 ' , ., 

l'ouverture I est supérie1.J.~e au plusgTand des deux~oinbl'es ~ 
. p 

et 21t - ~ en contiént une ,ce qui. complete un 'théoreme de Bie-
p , , , ' 

,' .. berbach. Si' p > 1 I et s'il n'y a' que deux directions de, Borel, .1eur 
I 1t 

angle est-. 
p 

De nombreu~es recherches 'onl: étéfaites sur' les directioÍis 
de Borel, la plus grande partie est exposéedans 'le Mémorial cité. 
Mais béaucoup de 'questions restenta résoudre, par exemple: la 
comparaison des,directions de Borel d'une fonction -et de sa déri.:. 
vée; l' étude' des directioñs de Borel· des fonctions algebroldes 
d' ordre 'fini. 



,:-1. 

" 

• 
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CHEMINSD.E DETERMINATION. 'FONCTIONS 
INVERSES 'DOMAINES D'UNIV KLENCE (;t,) , " 

'Lorsqu'on considere les valeurs ,d'une~onction entiere f(z} 
, sur une courbé ou chemin quí' joint un poiót, a distance !inioau 

point a l'infinie, les circonstances les plusdiversespeuvent se 
présenter. On saÍt 'que p-our la fonction ez", ou h; est (un élltier ' 
positif, on aura une yaleur limite qui sera zéro lorsque z ira a 
l'infiní sur les c1emi-elroites cp=ar.g. z pour lesquelles coskep , 

. e.stnég'utif, infinielorsquecos l~ep ost positif, tundis que s,i cos lecp=O 
il n'y a, pas 'de limite, la valeur Z· ele la fOllction tourne : indéfini.:. ' 
,m~nt 'sur la circonférence IZI.....:-l. On a de meme des' secteurs' 

epo < ep < ep1 c1ans lesquels fez) tenel vers zéro lorsque 1 z,l __ 00 et 
d'autres' ou If(z) l-roo, pour les -fonctiol1s' dont les' zéros sont. 
alignés el régulicremenL distribués, lorsque ,l'ordra est, supérieur a 
~. Ponr les fonctlons ele Mittag-Leffler ',2 'v 

, .. ~, zn 1 
Ep(z)::=;.s-, ---,' P>-2' 

, ' 'o 1"(1 +%) 
lafonclion ,se comror,t.e comIne 

, peor 

lorsquc 1 ep = arg zl <.2r-,Ja. différence e~ltre F;p(z) et cette expres-
, ',' " ,2p , ',;' " 

" . síon tendant verszéro lorsque 1 z I'-r 00, tundís qu' a l' extéricur de 

l'angle Icpl<;p +e, e>O, :Ep(z) tenel v~rszéro.'Lorsquep 

'c1evient tres granel, l' angle dans lequel la fondión tend vers zéro 

'(*) Quinta y úiti~l1a clase (10 ele agosto ele 1946) elel cursillo sobreF1tneio~e8 
enteras elictado eu ,el Instituto de Matemática ele la Ulliversiclad de Buenos Aires. 

", ~ .... -: 

" 
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dcvient tres voisin ele 2n:. Mitlag-Lefflev a indiqué des fonctions 
d' ordre infini pour lesquélles la. valeur de la fOÍlctiQn a pour li­
mite zéro lorsque z tend vers l'infini SU,r toute ~lemi~droite cp = 
consL (rriais,cette Gonvergence n'est pas uniforme). 

Wiman U inontré que, Jorsqu'une fonction entiere f( z) est I 

d' ordre inférie~l: a!-,. il existe u~c suite -ele circonféri:ll1ces 
", 2,' ',,' 

telles que lé m1l1unum Cle I f( z) I pO,ur I z I = A~t soit ge l"ordre 
du max;imum M(An)' On a d'une faljon plus précise 

le est un nombre positif. On a vu ensuite (Littlewood, Winnaó. et 
V aliron) que ron peút prendre pour le tout nombre inférieur a 

- 1 
cos (n:p ), p étanL l' onh'e. Les fonctions d' ordre moindre que -

2 . . " '. . . 

son1 donc a rapljroeher des polyn6mes, !l ne p::lUt pus e'xister elé 
,courbes allant a l'infiúi sur lesquelles le module' de la fonetion 
:r.est~rait' borhé. 

p'une faljon géúérale, soít f(z) uile fondion mérómorphe, uu­
tour dU,point al'infini, quiestlimite de poles, ou point cssentíel, , 
ét une, courbe continue C qui va a l'infini. Prenons les valeurs de 
l~ fonétion :f( z) sur la portion de C -pour )aquelle I z I > 1" ,et , 
ad,loigPous a cet ensémble,ses valeurs lirílites; nous obtcnons un 

, ensembleE(i·'). ,Lorsque ,.' erol/; indéfiniment, l'ensémble E(l") 
tend vers UlleI1senible limite' D( C, f) qui est eontepuelans lons les 
E'(r'). ,Bien que D(C, f) puisse se ~éduire a un poirit ou it une 
cOUl;,be, nous Tappellerons le domaine, d'indétermination de f(z) \ 
sür' C (sous-entendu, a l"infini). Lorsque D(C, f) se réduit a un 

• i)oint w, la courbe (] sera appelée ehemin de déterminatioil w, eL 
'w,sera une valeur asymptotique. Pour les foncl:ions entieres exanli­
née::; plus haut, , ona .trouvé· des cheinins de détermination' o,, ' 
d'aixtres de détermination 00 et des ehemins d'indéten;lination fi­
nie; D(C,f) étant bornó 'et étant une ~ourb;. Si ron prend la 
foneJion ez, z-:-x+iy et la' eóurbe' x=sinley; le étant incom­
mensurable, onobtient un domaiIie d'ind&termillátion qui est une 
couronne. Pour la f?nctíOll elliptique pz, toute praJiehe pal'abolicjue 

1, " 
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, d'~ne courbe algébrique est chemin, d'indétermination complete,. 
D( e, f} comprand tont le plan. 

HU!'witz et' Denjoy ont montréén 1907 que les valeurs 
asymptotiques sont les points singulie.rs transcendants de la :fonc-

. , tion inverse z=cp(Z) de la ,fonction considerée Z~f(z). Cette 
,fonction inverse peut etre définié par prolongement analytiquede 
l'un quelcunque de ses éléments,' c'est une fonction multiforme a 
"me infinité de brartches;' elle est uniforme sur une surface' de 
Riemann a un~ infinit~ de feuillets qui est aussi la sUrface décrite 
par le point Z = f( z) lorsque z décrit son plan. Les points de­
'ramification"ele la surface 'sont les points critiq~esalgébriquesdé­
finis par Z'=f(z'), f'(z') =0 eL les points singuliers tl'anscen­
danls w' correspondant ,auxvá.1eurs asymptotiques de fez). Car, si 

, w est une singularité quelcorique de la fonction inv,erse z = cp(Z). 
lorsque Z tenel vers w, z ten el ve1rs une limite finie ouvers l'infini. 
En eHet, soit e une 9irconférenoe I z I =R ele granel -rayon sur 
laquelle fez) - w ne s'annule pas If(z) - wl y reste supériel~r a 
un nombre positif '11. Si Zv Z2, ••• , zp sont les z~ros de f(z)-w, 
intérieurs au ~ercle I z I <R et si l' on trace ele,s cercles ,ayant pOUl' 
oentres ces zéros et poul' 'rayon p, p étant ~ssez petit pour que{)es 
cercles soient extérieurs les uns aux autl'e~ et necoupent. pas, 
Izl . R, on aura sur ces cercles el: a leur extérieur If(z)-wl:?: '11'. 
Par suite si I Z-:-w I esi inféricur au plus' petit eles nombres J,\ et '11' 
z = cp(Z) sera extérie\u' au cercle Izl> R ou intérieur aux cercles 
/z""":'Zql<Jp, q~,l" 2, ... , p. Loi'sqrie Z~w,cp(Z) tenel \vers 

l'irifini.ou ,vers un zéro· ele f(z)-.,-w. Les singulari~.ésde la f~ll1c­
tion cp(Z),.~utres q;te les singularités algébriques, sont les valenrs 

" . \ 1 
asympLotiques .:w. ,En charigeant f(i) en fez) on voit que ceci vaut, ' 

encore si 00: est \ vale:u'r ,asympLotiqtie. 

Si tu esi une valeurasympto,tique qu'on petIt supposer '~inié 
et si e estun chemin ele dctermination ,w, Tun, d~domaines, Ds' 

011 If(z)-wl<E contient Ca partird'un d'e ces points. Sil'mi 
prend une suite de valeurs, E,V E2, ••• , Eq, ; •• décl'oissántes el teil~ 

daI).t vers' zéro, .on a une' suite de domaines DSq tels que D~q 

contient DSq+l . Toute courbe .qui va a l'infini en restanta' partir 

de l'un ,ele. seS points dans Df.q ' sigranel que soi: q, est aussi ~n 
. cheminde détermination w. Ce chemin est équivalent a e, il dé­
finiL la me me singularité w ,sur 'la sul'face de Riemann. 
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L' étude des chemins de détermination des fonctions entieres· 
repose sur quelques propositions simples dues en grande' partie a 
Lindel~f. TC~}lit d'abord, une généra1isation du théoreme, de Cauchy 
sUr le module maximlill: i 

I-Si F(.z) ;est llOlomorphe dans'un domaine 'bo~né D, sien 
tout poi~t de' la frontiere e de D sauf en un nombre fini de points, 

'aj'de e (j~1,2" ... ,p) ona W(z)I<IC et si ¡F(z)! estbornée 
dans D par un nombre M, On a dans tout le d:omaine D .. 
W(z)I<!C - I , 

Car; on peut touver un nombre H tel que dans D et sur e 

1 <I>.(z) !=!HII(z-:-dj) 1< 1. 

"Si e esl. pos¡tif arbitrairement petit, 011 a encore, pour toutes les 
.branchesde <j>(z),e, qui ,sont holomorphes dans D el sur e sauf 
a~x poin~s aj, _ 

Sur e, sauf aux points aj, on a 

(1) 

Mais si z -:- aj tend vers, zéro, f<l>,(z) e 1 tend vers zéro, et puisque , 
W(z)I<M l'in~galité (1) vaut encore pour !z-aj!<Pe' j=l, ... , 
p; siPe est assez petit. Soit alors zl un point de D. Pour e donné, 
l'inégalité (l)vaut sur la frontiere d'un domaine con,tenant Zv 

frontiere constituée par des portions de' e el d' ares' cde cerde.:; 
Iz-ajl=Pe' On'3 done 

' .... , 

Comme!:: est"arbitraire, et comm~ ,1 <p(zl)e 1 tend vers 1 lorsque 
e tend vers zéro, on voit que le théoreme est établi: 

Une transformation homographique permet d'étendre le ré-
suItat aux domaines non bornés.' , 

De ce .théoreme de ,Lindelof, on déduit une proposition ijui 
, avait, été ,démontré autrement par 1 versen: 

II- Si fez) est méromorphe dans :t~ut le ,plan a,distance fi­
nie, si S est la surface de Riemann décrite par Z . fez)' et si Zl 

" 

l' 
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est Ún püint de S, ~t w únrtümbre quelcü'nqué, ilexiste Un ché- \ 
J11in ele S' jüignant Zl a un póint' Z, qui appartient au cercle 
jZ-'- wj< E, arhitraire. " 

(Lürsque 'w üu Zl est infini, il fauL cünsielérel: les imáges 
sphériques). ' - ' 

SoitD celui eles. elümaines cléfinis par If(z)":'-:¡uj<1Z1-w\ 
dont la früntiere cüntient lepoint zl pour lequel f(zl) ~Zl' S:iÍ " 
existe elans D un püinl' Zo tel' que f( ?o) = w, le tlléürelne est établi. 
Supposüns clünc que f(z)-w ne s'annule pas elans D. La fonctiorl 

g(z) = 1 , ~st holomorphe clans D. g(z) n'esl pas bürnée elans ' 
f(z)-w " " 

, D. Cal' si g(z)' était bürnée,dans D, le théo'reme 9.eCauchy: üu le 

thlloreme I ele, Linelel6f :müntrerait que Ig(z)l< , ,1 et rÜJ~., 
",' 'IZ1-wl" 

aurait dans D, Ig(z) 1= 1 ,g(z) et par suiteaus'5í fez) so-:-' 
jZl-w j, " " 

'raíl constant.,-Dünc g(z) n'est pas bürnédans D, Ü,existe: elans D 

un poiht Z2 en lequel' jg(z)j> 2" ün IJeutJ'üindre zl' a Z'Q 
, ',,' j Zl-W j" , " ~ 

par une courbe appartenanl ~, D puis'prendre le elümain D1 dé­
fini par'jf(z)-wj<\f(z2)-w\ ,dout la früntiere cüntient ZÍ!' D1 

appartient a D et ron peut recümmencer le raisünnement, et ainsi 
de silite. On eléfinit un chemin cia~s le plan des z Iluquel' corres- I \ , 

ponel sur, S le chemin cherché. 

En parti«ulier, on vüit que si fez) est bürnée :elaris un do-' 
maine D, ne s'y annule pas, et si If(z) j=const. ,sur, la früntiere 
de j)' sauf en un püint O de cette 'früntiere, il existe un chemÍ\ll 
aboutissant a o sur lequel fez) ten el vers ,zérüi' ~t jI suffit de 
supposer fez) hülümorphe dans D eL continue' sur la frontiere sauf', 
au poinl O. 

Notamment, ün' voit que 
L'infini es:t valeur 'asymptotiquc püur tüute fanction eriliQl:e: 

Une valeur exceptionnelle ,au sens dcPic~rdesl valeur asymp'tütiqlle. 
111. - Théüreme ele Linelel6f. -:' Süit e une cüurbe fermée sim­

ple el, fez) une fünctiü~ gui esl hülou'Iorpheel' bornée d~ns le, 
~lomainé D intérieur it C. Sif(z) est encüre continue súr ,e sauí 
en un püint O de e et sises yaleurs ünt une limite finiew lors.,. , 
quee z tenel vers O,sur e, fez) tenel uniformément vers' wJorsque 
z ten el vers o elans D óu sur e.' , ' 

, 

.' ~. 

\ 1", 
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" . ,,t\u moyen'el'une ~eprésenb.i.ti?ncbnforme,on peut se ramenef . 
. a,u ca$ ou Dest un seeteur :I de. sommet. O, derayon R et de 

:petit~ ouverture' 0" 'Si ~oestunpoint dú secteur.etlzol<~ R, 
." .' . '¡'. ' .• ,' •.. 2 .. 
{O est l'orii,ine} l~ secteur _,I' syméttique de ~par rappoi·t aij .. 

l .. 

,poin~ Zo a une portion eommun avee :S; eeUe portion commune 
Aest limitée par,des' segments'O.4, OB el leurs symétriques,les 
points de ces segmenls étaiit respectivement a ~les rlis"tances de Q 
et 0 ' inférieures a.2Izol. La fonction 

est holomorphe elans A el y est bornée. Si Ton suppose, ceqUl 
est ldisible, que f( z) ten el verS.zéro lcirsque z tenel v,ers O sur 
OAet OR, on a sur la frontiere deA 

Ig(z) I<ME' 

M étant. la borne elelf(z) I elans Aet E 'arbitmirement· petit, 
pouryu que IZol soit 'assez petit. En appliquant, le théoremeI, ,on 

~voit que 

ce qui démontre le théoreme~ 
. .Comme .corollaire; on voit que, les autres hypotheses. du 
théoreme étant les memos, si l'on suppose seulement que f(z). a 
des limites finies lorsquez tenel vers O sur e,' de part et d' autro . 
de. C, 'ces .lüuites sorü les memes. Carsi a et b· son,t c~s limites, 

.- ., . 

. .: " 
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b 2 ' 
tend uniformément vers ,( 2 a) lorsqmiz tend vers O dans D 

" e d t() a+b' d . d '. b-ci. ou sur , orrc z, --- Olt ten re SOlt vers SOlt vers 
" ,,2,' 2' 

,a-:-b, 
1fniformément, ce qm eXIge a = b: 

,2 I 

Par des considérations analogues, Liríde16f montreque 
,IV. - Si F(z) est bornée ,daria lln angle I~rg zl <: a, et ,si F(z). 

tend vers une limité firiie w lorsque z tend v,ers le\sommet de 
l'angle en restant sur un chemin appartenant a cet angle, F(z) 
tend uniformément vers w lorsque z tend vers le sommet dans un 
angle intérieur au premier:1 arg'zl < a,- E, E positif arbitraire. 

'Úne méthode analogue a celle qui a donné le théoremeI 
fournit le théoreme de Phragmén (Voir Valiron, I, p . ..496). 

• " " 1t '1 
V.-Solt un secteur r=lzl>R, Icp=argzl<- avec y2:-

, , ~,2 

Soit <I>(z) unefonction holomorphe' dans, ce secteur et 'SUr son 
contour a distance finie, dont le module vérifie da~s ce secteur 
l'inégalité 

10g/9>(z) /<rb, O<b < y, 

des que Izl> R'·> R. Si 1<I>(i) I reste inférieur' ou égal a un', 
nombre lf sur le contour du 'secteur, a distance finie, on a dans 
tout le sectew 

1 <1>( z) 1 ::.: K. 

A ces théoreines d~ Llnde16f, Phragmén, Iversen, donlon 
trouvera, quelques "appliyatio~s dans le livre cité,' iI faut joindre" 
un' théoreme de Gross dont on trouvera la' démonstration dans 
l'Ouvrage de Nevanlinna: Eindentige analytische Funktionen, (p. 
276): 

VI. ~ Si z=cp(Z) est la fonction inverse d'une fonction 
Z .. fez) méromorphe dans, tout le plan a. dislance finie el' si 

'l'une de ses brarichesest holomorphe '~n 'un 'paint Zo, celte 
, branche' peut etre, prolongée radialement jusqu' a l'infini, dans 
presque toub.:lS Les directions (c'est-a.:-dire s\lr les demi-droites " 
arg (Z'-Zo'r, :q)= oo'nst., sauf au 'pl~s pour un ensembb (le 
mesure nulle de nombres <p'); 

-, , 

:\ ; 

..:,'.' 

" 
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Ceci dLt, on' doit observer que l'étude de la fonction inverse ' 
, d~unc f9nction méromorphe dans tout le, plan ,a distance finie, 

admettant le: point a l'infini pour pointlimite de poles oupour 
point essentjel, et' de la surface de Ri;emann sur laquell,e cette 
fonction est uniforme, rem,1cigne sur la ~orme de ées surfaoes 
de Riemann,dites du type parabolique. Les difficult~ proviennent 
notamment' de l'existence possible de singularités transcendentes 
non iso,lées. Sire a donné le premier exemple d'une fonction en­
tiere 'dont la fonction inv,erse a dessingularités transcendentes 
ayantla puissance ducontinu (1913), Gross en 1921 a construit 
une 'for.clion 'admettant toule valeur pour valeur asymptotique. Mais 
Denjoy'avait prévu en 1907 qu'une fonctionentiere d'ordre p a 
au plus 2p valeurs asymplotiques' finies et l' avait prouv6', dansoer.,­
tains cas particuliers. En 1921, Carlenia,n a établi un théo~em:e 
moins précis en montrant que le llombreae ces valems asyniptu-
.' " 11:

2 
tIques est au plus egal a-- p; onpourra se reportér p,ourson' 

" 2 
in téress~nte démonstratio'n 11 mes Lectures oh the general theory 

'oí integralfunctions: Le ,résultat definitif a été' donné par Ahl-, 
fors en 1932. Pour ,énoncer le résultat d'Ahlfqrs" iI fau! el'abord 
douner, deux défirÍitions. 

Si w est une singularité transcendente 'de la, fonction inverse 
de la fonction méroniorphe fez),. on dit que w est un point di~ 

, rectement cr~tique si Ton peut trouver _ un nombre E, assez petit 
pour que dans celui aes domaines ou-lf(z)-wl<E qui fourni~,' 
cette singularité, fez) ne preuna pas la valenr w. On dira d'autre 
parto. que l'or:,dre inférieur ele fez) est le nombre 

, , l' log T(r,f) 
p = ll11~--, 

r~",. log r 

T(r,j) 6tant la fonction caracléristique' de Nevanlinna. Le théo-
reme el' Al1lfors est alors: ' 

Le 'J1ombre 'des points elireclement critiques ele l'inve~se el\ine 
, . , .' '1 

fonction d'orelre inférieur p' est au plus égal a 1 si p' < -'et a 
2 

2 ' ,>1 
p Slp =2' 

Pourune fonction .entiare, les pO,ints critiques de la fonction 
1l1verse situé s a l'infini sont directement critiques. D'apres les 

:.: . 
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théoremesde Lin:deIOf, enireeleux: chemin's ele eléterminat"ion finia 
se trouvent des éhemins eleelétermination infinie si ces cleuxche:": 

, nlÍns ne, sontpas ,équivaleút~,Sim ~st le 'ilOmbrc'eles ,singularités 
direcles á d~stancefinie, n le J:ombre eles imtres singularités ti'ans-, 
cenelenlesa distance finie, il y a m + n poinls critiques al'infin~ 
pour la" fonclipn.inverse; done 

2m+n,<2p', 
'~> l' 

p =2:' 

Le maximum 2p' de poinls' criliques a dislante, finie rÍe peut 8tre', 
,iitteint qUI;) pour m ' b, C'estce' qui a lien po~ les' fonctionsd'dl'- , 

',elre f ' p' entier 

sinP.z 
, : 

, zp 

'o 'j' :sinPl dt 
tP , 

(1 

On trouvera ladél11ol1slralio~ el' Ahlfors 'dán's le livre cité 
dé Nevarilinna, El il' faul signaler que dan~ la Note eles COl11ptes 
llendrís de 1907, p,enjoy énonce un autre théoreme qui reste a 
déinonlrer, J'ai d'aulre part élabli (Circolo Palermo, 1925) qu'ime 
fcip.clion mérol110rphe l?0tir laquelle ' 

1
, T(r, f) , , 

'lnli ' =0:1 

r~oo (100'1 1')? " ' b, 

. peut avoir uneinfiniténon c1énombrablé de valeurs asymplotiqu.:is. 
tandis que les fonctions pour !e.squelles ' 

-T(l' f) 
lim ' <00 
1'""COO (log 1') 2 , " 

'nepeuvent avoir qu'une seule valeUr asymptotiq'ue et, n'en out pas " 
en général. Ce résultat s'élenc1 ¡un fonctions algébroieles '(Comptes 
Tttmdus, 1935). 1 , " " , ','" " '. 

, 'Rl)ulronx" .(I,vait elonné, une ,classification des singularÜés ,i<u>­

léesdes fonctions inverses eles fop.clions entieres qrii a été eomplé­
tée el précisée par Iversen (These, 1914) et étenc1ueau fonctioIls 

, . I '- '. 

, " 

" 
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inverses desfonctions méromorphes. Un exemple simple de singu-
lafité non isolée est fournipar qnverse de ' 

,' .. 

(2) ,Z = (ee~.....,.l) eiz, e 

, '1 " 

';soit z-cp(Z); Iin(f singularité Z -Cf:l n'est pasisolée. Elle corres-

pOri.Cl:au chemin z ' .iy, i -, 1/' '1, Y < O; tundis que les chemins 
z = 2ir:Í1,., x >0,' h 'entier, fournissent á l'infini des singularités' 

,isolées les unes eles autres. , 
Ona' déjá dit ce qu' on entend'iJar' point directement critique 

ele la fonction inverse z=cp(Z)., Si w est l!n telpoint el E assez 
petit, lorsque le point Z reste elansun cercle ,Z--'w, < E, qui a 

,nécessairement une infinité, de feuillets; et tencl. 'vers w, ep (Z) , . 
tenel vers l'infini. Si, en outre, ce cel'ele peut etre pris de rayon E, 

assez petit pour qu'ilhe contienne pas ele sihgularité' alg6brique,: le 
poiní Ul' est' elit de premiere' especo (ou point logarithm~que); si~ 
non, w est pO,int 'limite ele points critiques algébriques, le point 
.' '.' I 

'estele seconde espece. 
Lorsque ,w n'est pas elirectement critique, ,il existe' dans 

,Z~w ,< E eles chemins SlJ,f Jesquels cp (Z) a une. limite fiIi.ie lors:-' • 
que Z tenel vers w. Si ceci a lien,lorsque Z-+w avec arg(Z-w) " 
c0!lsl., quelle que soit cette constante, le poiri.t w est dit inc1irecte­
ment critique. Ce neser,aen 'quelque sorte q~e sur eles ch~mins 
en spirale \tendant vers w que cp( Z) tenCIra vers l'infini. 

VI)., poin,tqui' n'est nidir~ctement Cl~~tique, úi inc1irectemerít 
critique est, dit dlrectement et üic1irectement critique. 

Si j(z) est une fonctioll'entiere, le dómaine du plan eles ,z qui 
~orr.espond á, ullcerele ',Z~w, < E, w fini, esi siniplement, connexe 
au sens, large on resteinl., Par exemple pour la foilction ,(2) ;,et 
Z -:- 0, l~ elomaine ,Z, < E est simplement connexe an sens large 

~ ens re.s!reinf ~ens/orge 

seúlemenl. Mais pour une foncLioll, entie~e cl'ordre, fini, et w fini,. 
les, don~aines cOllsiclérés., sont simplementconn8xes au sens strict 

.. ~. 
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des quee E est assez petit. Pou.!' la fonction inverse d'une fonction ' .. 
· entiere d'ordre fini les points directement critiques a distance finie 
sont· tous ,de premiere espece;' mais le point a l'infini est de 
deuxieme e~peC-e "porir les inverses des fonctions entieres. d'orc1re 

Iin;férieur a .~ .~ . 
La faGon la plus simple de définir lasurfacede Riemann 

décritepar Z = I(z) es't a priori la suivante, dan s lecas ou iI n'y 
a qu'un nombre fini desingularités transcendantes (Pour le cas 
général, voir les trávaux de Marty' et de Shimizú). Prenons les. 
branches de z 'ép(Z) quisont holomorphes autour de Z =0; 
prolongeons radialement,ces branches, on obtient pour eh acune 
d'elles une lltoile d'holomorphie. "Pour 'les branches qui présentent 
a l'origine ,un pole ou un point critique alg~brique, ,on coupera 

'd'ab«;>rd par un rayon arg Z= consL eL onprolongera radialement 
les diverses branches dans les deuxsens a pa,'l'tir d'une petite cir­
conférencel Z l' . consto Si Z = o est point' critique transcendant¡ 
on coupe enco~e par un ráyónarg Z = const., ce qui rénd les . di-

· verses branches uniformes. Si· Z - O est directement critiqUe. de 
prelllÍere espece, on obtient en prolongeant radialement a partir ' 
d'un petit,cercle IZI--:-E, des étoiles d'ouverture 2n:. Si Z=O est 
directement critiqqe ~e seconde espoce (cas desfonetions mé'" 
romorphes) ou est elirectement et indireCtement critique, on pe~lt 
obtenir eles étoiles d' ouverture iriférieure a2n:. A ceUe elivision en 
· f~uiI1ets ele la sur~ace de Riemann corresponel elans le plan des ~ 
. une. division en domaines el'univalenoe- dans chacun elesqu,els la 
fonction prend une serile foisla meme valeur~ A une étoile cl'ou­
verture 2n: dont toute leJrontiereest accessible corresponcl un do­
maine complet d'univalence, dan s ún tel domaine auquelon adjoint 

.sa fronliere a distance finie, la fónction I(z) prend toutevaleul". 
fini~. Si une p~rtie de la fronliere cl'ti~é:·etoileicl~9.u,.yertlire:2n: est' .... , 

. inaccessible, le ,domaine correspondant esturi:'dQ~aiIl~'-·~c.O.~Í?]et ; '. ,'.. 

.,si,ngulier d'ünivalence ;dans' cedomaine el sur sa~rqiit\?ir~::i:t~.~)!~W;-{;:;~.,«:' '. 
prenel toute valeur sauf ceJles appartena~t a certames. 11g~éS;·>i~~·":}f.~f~~X%~~;X.~;~ 
une étoile, d'ouverturemoinelre que 2n: corresponcl un doma~ne m~ ...... ,.:r~:t;¡'~f~ 
complet el'univalence. dans lequel la' fonction ne prencl p~s les' . 

. yaleurs -app·artenanl.a undorr,taine" On pe~tévi~le?l~ent, S'll.l~'y , 
a qu'un ,nombrefini de valeurs asymptotlques, evIter cette Clr­
constance en prenant pour origine Z = O urie valeur non asympto-

,. tique. 

" ~ .... -
"1 
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'D'autres ,anomalies peuvent ~e ,présenter, meme lor~que f(z) 
est une ';Íonction entiere d'ordre fini, dans la jónction des' feuillets 
entre eux, ,c'est-a-dire dans la jux.taposition, dans le plan des z, 
desdomaines d'univalence. On pourra avoir une division impropre, 
telle, que IPOur pas~er de certaines deeesdomain,esa d'autres, il, 
~oit ' nécessaire,~ de' traverser une inf~itéde domaines. 

On trouvera dans le JournaJ de Math., '1940, p. 339; une,' 
étudede·.la division du 'plan des z ,en domáines d'univalence, ¡par, 

, la méthóde qui vient d'~tre sommairement indiqué, dans les trois 
cas 

(1) 

(Ir) , 

( (111)' 

ez-1 
Z=-. 

z 

z= ez 
,1+1. 

z ' 

Dans le cas 1, Z = O e~t pointcritique, on a un domaine ~ncomplet 
d'univalence; 'o.'ans le cas 11, Z = O est point d'holomorphie ISur 
tous les feuillets,mais il' y a un domaine complet singulier d'uni-
valence; dans ,le cas III, la division est impropre. " ' 

, La division ,du plan en domaines' d',univalencE:) par des mé-, 
thodesélémentaires á été abordée par Hibbert. Máis il importorait 

'de poursuivre ',ces études et classifications. ' ' , 
, Dans tous les cas étudiés jusqu'ici d'une fayon précise, on 

trouve que, a la concliLion de supprimer sur la 'sphe;re OU 1'011 pout 
représenter Z, le voisinage- de quelques points, puis de rendre sim­
plement connexe, on peut former un do~aine a~quel correspond 
dans le pian des z un clómaine cl'univalenoo_ qui peutetre aussi 
éloigné que l'pn veut 'de l'origine et qui est vu de oeUe origine iSOUS 

un angle 'qui tenel vers zéro-. Cettc propriété est-ellegénérale? 
Les métliocles' nouvelles introduites par Ahlfqrs et developpées, par I 

Dufresnoy a' partir de 1941 n'ont pas' encore permis de répondre 
a. ceLte ,ques.tion. On a vu dans la deuxleme conférence que la: 
réponse est affirmative pour les fonctions d'ordre' nul' assez 1'e-
gulieres el ,pour toutescelles pour lesquellc,S , 

-l' 'log M(r) +" 
f 1In < oo. ' .. 

, 1'-)0 (log 1')2 

" ' 

\ ; 
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, La, théorie des fonctions -entieres e~ des fonctions 'mérol11or­
J?hes a été étenclueaux fonctions ~lOIomorphes et aux fo~ClioIlS:· 
mérolhorphes dans un cerde et' satisfaisant a oertaines :conditions. 
Le thé~rcme de Weierstras~sur lit décomposition en facteursdes 
fonctions entieresa été étendue par Pica~cl "aux fonctions holo­
morphes dans un cerde et s,'y annulan.l une infinité de fois. On. 

, étendit éga,leI11ent a. ées . fonctions holomorphes cIans un cerde la 
'dhéorie ele la crbissaIwe du module maxi)TIum,9'est-a-díre la re­

cherche des relatlons entre les c()effícíentsdu développement taylo:.. 
rien et la fonction, M (r). 'Plus lard la théorie de, Nevanlinna ti 

été ét.endue ainsi que la clefinition eles cerdes. de remplisság0. et 
l'étude de points ele Picarelou ele Borel Gorrespondant aux c1iree­
tions 'de Picarcl et de Borel. 

En deh()rs de léur :intéret propre, certaines de ces recherches, 
op,t une' application irnmécÜate, elans l'étucle 'des propriétés anS'~lai­

,res eles fonetions entieresou mél'omo'rphes clans tont le plan la 
c1istance finie. 'Si fez) est uncielle fonCtion etsi-lion se propose 

, '" \ "' , 'ir 

cl'étudier les zéros de' f(z)~Z cians tÚl angle Icp......:cpol<~, oú 
l. , ~, 

cp , arg·z; une transforniation r; = zct.e ioo ramene a uhe étúcle 
pourunefonction g(~) définiepour R~>O ,et la transformation 

~-1 
u=l;+l au cas d'une fonction F(u) définie, pour lul<l. pe 

telles considérations ,.auraienl: dú s'imposer qe~ que Schottky, cut 
établi son théoreri.le, rhais ce ne futqu' en "1918:..1919, en meme '. 
temps que. J\llia aborda1t l'étude des'zéros, que cette transforma- " 
,tíon simple fut utili,é'3. Le théorem':l de Schottky,sous la forme 

; pl'écise fournie par l'eníploi de la fonction modulaire, pel'met 
. el'affil'mel' .qué, si F(z) est holomol'phc pour l Izl<let si 

" M(r) , , max JF(rép) 1, 

I F(z) " prenel nécessaÍrement toute valeur sauf une au plus clans 
.ce cercle' si.. " 

'-l·-logM(r) , ' 
un ' =00, , . 1 

"'=1 . __ . 
1....,... '1' 

Les transfol'mations pl'écédentes conduisent alors a une extensi?n 
du théoreme ele Pical'd a une fonction holomol'phe eluns-un anglo 

. ',' 

,',', 

. ' 

',', 

. , 
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cl'ouverture pourvu \ que rorelre ele la fonction' dans'cetaúgle 

el. 

, (ordre elMini a p~rtir de 111(1'), maximum du module pour 1 z 1'- , .. 
·le p()int z élaÍ1t~lans l'angle) soit supérieur a el.. En combiIi'ant ce 
résultatavec unthéoremede Plü·agn'léil:-Lincle16f, Bieberbach mon-

tra que, f(z)étanl: une fonciion:'e~tiere d'~rclrep>~, le ~héoreme , ',' ,,', . 2 ' 

de' Picards'applique-il f(z) clans tout angle dont l'ouverl:~e est':' 

supérieure au plus grand des deux' nOhlbrt:;~ ~ el: '2-ri: - 1t • On a 
. i . P P 

.vuqu'il'avait été prouvé ~ltérieure~entque1e théoreme de Borel' 
, vaulaussi clans un tel angle.. ' '_ 

Cecí montre le genre d'application que ron peut faire ele la' 
considération des fonctions holom?rphes d~ns uncercle. _ 0.11 a' 
.cYailleursauSsí él:udié clirectement les fonctÍons holomorphesou' 
méromorphes dans un angle et ~Ul> ses cotés a distanoe firÚe. II esf 
clair que' lo~squ'oh prend, par exemple, les valéur~ el'une fonction 
entiere en supposant z, intérieur a un "~mgl~ A,on obtienl: une 
fonétionholomorphe dansA mais qui esl: particullere. Lesanoma,­
lies que" peuvent préseri.ter· les fonctions holomorphes dans un 
angle ne 'se transposent' donc pa,> aulomatiquemcrit aux' .foncl:ions 
entieres .. Par exemple, illosf clair que ron pout définir eles fonc-' 
tions holomorphes ,c1ans un· angle el: qui' n'y 'a:dmettent laucune 

" va.-Ieur asymptotiquealors qu'elles sont bornées. '" Mais iI faut , ' 
, 'faire' up. efIort supplémentair~ pour monlrer qu'un.i fonction e11-, 

'" . tierepeút.restérbórnéedarís un angle de sommet.origine el: ,n'y , 
'admettreaucune valéur: asymptotique. Un exemple simple de ce 
cas ,estfourni ,par ' 

ou 

'E(z) - M (z) (e1ty2Z-1) (e 21tz -1) 

, '" 2n_z2 
M(z)=U--: 

, " o 2n+z2 

vérifie' l'équ~tiOl~ fo~ctionnplle 

(1~2~2) M(z) ~(1 + 2z2) M(1/2z». ' 

1t ' 31t 
E(,"z) esl:, bornée IJour·.:.......+e<argz< - -e, e>O, mms le do-

2 " 2 

, '/ 

.l .. ·• 

! .' 
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maine d'indét~Í'mination a l'infini de toutedemi-droite arg z= 
const., est une courbe .D'apres le théoreme IV il en résulterait qu' 
il.no,y a pas de valeurasymptotique' dan s cet angle, ce qu!on' voit 
directement. On forme des. exemplesplus . généraux en utilisant 
des fonctions d'ordre nul générales (Journal d·:lmath., 1928). 

Parmr les fonctiohs méromorphes.dans.1,ln cerde, il faut don~ 
ner une place a part a celIes qüi ne sont pas prolongeables au-d.cla 

~ de ce cerde. La sllrfaoe de Rierriann décrÍte par 'les valéurs de la 
fonction. est alors du type hyperbolique. En particulier, si 'j(z) = 
;E en zn est holomorphe pour I z i < 1, le cerde de convergence de. 
la série étalltl z I < 1,: on sait que si l' on multiplie lescn par .±l,. 
le signe + ou' - étant pris on .hasard, on obtient une fonctio,n. 
non prolongeable. 'Cette opération ne changera pas eñ général 1'0l"-: 
elre.ele la fonction .M(r). Vétllcle eles 'fonctions holomorphhes 
ponr I i I < 1et non prolongeables fourIiiraeles' renseignements sur 

'les surfaces ele Riemann elu type hyperbolique. Si Z =/(z) est 
une . fonction holomorphe ponr I z I < 1. et .nón . prolongeal;>le' et 
z = er (Z). sa fónction inversB, le raisonnement 'fait plus haul pour 
montrer que, 10r~que'Z tenel vers une singularit6 non alg~brique,z 
a une limite, tombe en' eléfaut et montre seulement que; oU.bien z 
a une limite de module moindre que un, oubien Izl tend verso 
un. On peut former eles exemples de cas OU z n'a pas de limiLe. 
Onpeut en effet ¿onstruire des fonctioris bolomorphcs ponr 1 z 1 <1 

· et co .. t .le module croit indéfinirnent lorsque z d3crit une spirale 
asymptote a la circonférence I z I 1~ la valeur infinie' étant la 

, seule valeur asymptbtique. On. pe;t meme faITe en sorte que 
· Z = 00 soit'lasenle singularité ele la fonctión inverse er( Z) et qu" 
elle soit isolée des poi~ts critiques algébiiqnmL Pour fairecetLe 
constrll~tion (l'une fac;?n général~, on peut utiliser des théor~mcs 

géÍ1.éraux sur les'fonctions entie~es quí ont d'abord été obt,~nus par 
· la considérationelll polygone'de New\:on el'Hadamard, (Voir Pre-

"1,. 

'/ 

. ~~ .... 

·f 

. ,\' 



" l." 
" , .. ' .. 

-325-

, miere conférence). On moiltre que" dans le voisinage despoints, Zo 

o~ une fonction endere fez), atteint l~ maximum de son module 
, . ' Z n 

pour lzl=lzol, elle se comporte senslblement comme (-,) f(zo), 
, : ' Zo 

>n étant le rang du terme maximum de la série de, Taylor; la partie 
réelle. passe rapidement ,de' Yale~s voisines ~c M (1 Zo 1) a des va­
leurs voisiries de,-M'(lzol). 'La 'fonctiJonef(z) passe.de valeul's 
tres' grandes, a des valeurs tres petites en, module. On pourra 
constrüire une fonction eritiere dont le module' tend rapidement 
vers .zéro ,lorsque z décrit lescoutbes froñtier'esd'un domaine D 
rapidement asymptote it l'axe rOOl Ox; ·tar.dis que le module lend 
vers l'infini sur certames, coutbes appartenant it D. Une transfor­
mation, ~ =,eiz transformer a D en un domaine Adu cerde \ ~ I < 1 
asymptote á la circonférence \~1=1 etla fonctionentierc se trans­
formara dans A en up:e fonction g(~) holomo~phe dan:s ,A et 

, tendant rapidemim! vers zéro lorsque.\ ~ I tend -yers un, tandisque 
sur des'courbes intérieures a A, Ig(~) \ tend vers l'infinL L'inté-

'grale de.'Cauchy 1 ~(~~ d~ calculée' sur l~s bords de A définira 

a l'extérieur ele A une fonction holomorphe que I'on prolongera .len' 
eléformal1t A. On' aura pour I z I < 1 . une 'fonction ele l' espece 
:oherchée. 
" Pour les fonctions ainsi construites, le maximum elu modúle 

pour 1~I=r croit tres rapielement lorsque r tenel vers un. Cette 
propriétéele M (r) est assez caractéristique. On pourrait chercher 
a caractériser el'uné faQon analq,oue el'autres ano,malies' du meme 
genre. Pour le elétail eles calculs on pourra se reporter au J ournal 
de mathématiques ele 1936. 
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