
MÜLTIGRADE FATTORIALI 

di 

GIUSEPPE P ALAMA. 

In questo lavoro ci proponiamo di fare una generalizzazioue 
·delle uguaglianze multigracle.. '. 

Ricordiamo che si dice uguaglianza (od 
graik la 

(1) 

equazione) multi-
1 

che sta per ,il 'sistema 

alm1 + ... +ap
m1 = cl ml+ : .. + cqml 

(1') 
al m2 + ... + apm2 ~ Cl m2 + ... + cqm2 

Quando in (1') e mi = t, la (1) SI SCrIve piu semplicémente 
cosi (1) 

(') Per i simboli, nomenclatura, teoremi ecc. relativi aile uguaglianze multi
grade. Cfr. A. GLODllli, Me7!?'g?'aclige ,Gleic7mngen, 2~ Ediz. 1944. Groningen. 

Il teorema fondamentale Bulle uguaglianze, multigrade fu stabilito Bostan
zialmente la prima volta dall 'ESCOT'l', (Quarteiy, J ournal of Math., (1910) pp. 
141-167),' e poi, nella forma in cuí in seguito fu sempre applicato nella teoria 
delle uguaglianze multigrade, prim.!L dal TARIW (Interm. des Math; Vol. 199, 

(19i2), pp. 219-221)'. e comuneinente perCÍo il detto teor. di TARRY, e poi dal 

" ' 
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Analogamente n01 scrivermno 

(2) 

BARRETTE (Congresso' di Grenoble del'1925 den' Assoe. Fran¡;. pour 1 'avane. 
des Sc.). Esso o il seguente: 

"Be e 
(I) 

n 
a" •.•• , ap=O""". Op 

(; ancha, q1!al~tnq~lC sia il pa1:a1netro h, p~¿rahe non 'M¿.llo 

n+1 
a""" ap, C,+h, ... , Cp +71=0

" 
... , Cp , a,+h, ... ,.a p +l~". 

Notevole poi o ancora il seguente teirema dovut~ al BASTIEN, (philll¡:·Oedipe, 
1913, p~·131) . 

• 'Se la (I) non e bana'le, nel senso ohe i bi sono tutti diffel'enti aegli' 
ai, non puo essel'e p S n, " 

La en se non o banale ed ,o p = n + 1, si dice normale. 
Interessante e il seguente esempio nel quale, a mezzo del solo Teor. di 

TARRY applieato successivamente a partire dalla 

1 
1, 9=4, 6, 

qualora si assumano per h i valori indicati a fianco di ciascuna multigrada 
ottenuta, si hannQ le Bei 'seguenti multigrade 

h=2 

11=1 

h::::7 

h'= 11 

2 
1, 8, 9 = 3, 4, 11 

3 
1, 5, 8, 12 = 2, 3, 10, 11 

4, 
1,5,9,17,18=2, 3, 11, 15, 19 

5 
1, 5, 10, 18, 23, 27 = 2, 3; 13, 15, 25, 26 

í, 5, 10, 16, 27, 28, 38, 39! 2, 3, 13, 14, 25, 31, 36, 40 

7 
1, 5; 10, 24, 28, 42, 47, 51 = 2, .3, 12, 21, 31, 40, 49, 50 

di cui ben dnque Bono normali. 
Chi voglia essere rapidamente informato su alcuni dei principali teoremi 

relativi' alle multigrade comuni, Cfr. A. GLODEN, Sobre d análisis diofántiao 
1n,ult'igra~lo, Euclides (Madrid), N, 40. 

Le ricerehe oggi sono per lo piu orientate a stabilire multigrade normali. 
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-invece del sistema 

1 • 

(2')' 

P. . P 

~ (aí + 0,1) '" (Q¡ + o,mr ) = ~ (Cí + 0,1) ... (ci + o,mr ), 
i=l . i-l 

purche (2') sussista qualunque siano le costanti. o,i' 

Il sistema. (2'), quando e m¡= i, si rappresen~a piu sem-' 
plioemente cosi ! 

(3) 

In particolare proponiamo di scrivere la (3) n:el se.guente 
modo 

quando e 
, . 

(5) 

e se nene (5) e ~=~, oppure h=-l, per analogia con notí 
simboli, scriviamo la (4) rispettivamente 

(4') l' 
al' ... ,ap=cl , ... ,cq, 

l' 

(4") al> .•. , ap - Cl ' ... , Cq• 

Le diificolta che vi si incontrano aumentano con 1 'aumentare del grado delle 
multigrade normali da stabilire. ,Per ora. si conoBcono soltanto 'multi' grade 
llormali di grado ::;;; 9. 

n nostro presente lavoro aIJre un nuovo campo di ricerche forse altrettanto 
interessanti, anche perche mette in nuova luce le multigrade. comuni. 
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Noi diciamo le (2), e quindi anche ~e (3), (4), (4'), (4"), 
ugooglianze (od equazioni) multigrade faltol'iali, 'e quest'ultime 
le, diciamo in piu di ordine o di grado ,r. 

Spesso pero diremo comuni le solite multigrade, per di-' 
stinguerle da quene fattoriali. 

L,a teoría delle uguaglianz'e multígrade fattoríali puo svol
gersi indipendentemente, ma parallela.'mente, a' quella 'delle co,
muni, le quali percio non rísulter¡ebbero che dei ,casi assai ' 
particqlari delle multigrade fattoriali, e possono áltresi queste 
,ultime ottenersi subito dalLe' comuni mediante i tre seguellti 
teoremi. 

1. T e o r. 1°. Se e 

e anche 

(6) 

essendó le (1,i d~i p~rametri del tutto arbitrario 
Questo teorem~ le gli altri cinque che seguono si dimo'ltr$Q 

subito svolgendo i prodotti di ambo i membri della multigrada 
fattoriale da dimostrarsi. ' 

T e o r. 2°. Se i 

a;/"J ... , ap ,~ Cl> ... , cq, (x=2, 4, ... ,2m) 
I 

e anche 

con (1,1' a2 , ... , am parametri ·drJ! tutto arbitrario 

Te oro 30. Se e 

(x=1,3, ... ,2m-l), 

/. 



, e anche 

con 0,1,0,2"'" am- 1 arbitrario 

2~ Oss. ta. Sono numerose le not-e uguaglianze multigra-: 
de comuni (2), numeriche o paralnetriche, con le quali, a mezzQ 
dei teoremi preoedenti si possono ricavare subito le corrispondenti. 
multigrade fattoriali che, alla loro yolta, danno soluziJoni 'di sis
temi indeterminati di tipi corrispondentj. 

" OS5. 2a . pal ter. l0. si trae subito, per es:, come corol
lario il seguente teor. di F rolo v relativo all~ uguaglianz~ 
multigra~e comuni (5). 

«Se e ' 

, e anche 

qlJJalunque siano i parametri u, t. 

Basta d~fatti porre nella (6) 

e liberar,a dai denominatori. 

I ' 

t 
ai=-' u 

'3. Ma la teoría delle uguaglianz'e. multig"J,:'ade fattoriali puo. 
evolgersi, como giil si e detto, indipendenta,mente da quella 
delle comuni, Sussistono difatti ,per es. i' seguenti teor'emi, il 
primo dei quali generalizza qUlello. di T a r r y fond~entale (4) : 

Teor. 4°. Se e 
, . n/rxi ( ) 

al> ... , a p -- c1, ... , cp, . .a¡= al' 0,2' ... , an , 

(') per es. A. IG~DEN, Mc7¡rgra(J,ige ecc., o. in ('). " 
'(') FROLOY, Bl,lll. de la Societé Math. de' France, Vol. 17~, 18'88-9, pp. 69-83, 
Vol. '209, 1892,. pp. 69-84. 

(4) CÚ. '1a precedente nota ('). 
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con d 1, (/,2' •.• , (/,n parametri arbitrari, e anche 

se (/,n+l e t sono due nuovi parametri arbitrario 

"'rearo 5. 0 (5). See 

con. (/,1 .. (/,2' ... ; a2m parametri arbitrari, e .anche, qualunque siano 
t ed (/,2mt1 

+ t + t . + t + t 2m+ l/a.i al , ... ,ap ,-,-al , ... ,-ap, . 

Te a r. 6° . Se e 

'con al' (/,2' ... , (/,2m-l p¡ar~etri arbitmri e anche, qua~u,nque 
siano 0'2m e t 

.. .. 2m/a.i 
al + t, ... ,ap + t,- cl +t, ... ,- cq+ t __ 

. I 

c1 +t, .... cq+t,"-al +t, ... ,-ap+t, 

. 1 

(ct¡= (/,1' (/,2""" (/,2m-l, (/,2m)' 

, : (") I teor. 59' e' 69' d~l testo generalizzano invece note proposizioni, che ~i 
troyano per es. ne~ lavori di A. GLODl;:~r citati in ('}. 



Nello stesso modo si; stabilisloono subito per le multigtade 
fattoriali gli analeghi di alúi teoremi delle multigrade comuni. 

4. Facciamo ora delle applicazioni. 

Innanzi tutto. se applichiamo il 1. o teorema per es. aUa. 

4 . '. 
1, 5,9, 17, 18 =2, 3, 11. 15, 19, 

.abbiamo 

4/0." ., 
1,5,9,17,18_'2,3,11,15,19 . 

. \ 

con le Cl¡ arbitrarie, da cui se si ·fa 

,oppuro 

SI tráe, rispettivamente 

(lc = 1, 2, 3, 4) ; 

l. .\ . 

7e le le k 7e le 7e. le . le . le . : 
.1-+5-+9-:+17-+18-=2--'-+3-+11-+15-+19-,' 

. (lc = 1, 2 3, 4 ),: 

: 5. Si possqno: immaginare diversi"simi tipi di sistemÍ dej 
quali si haimo subito soluziom parrumetriche a mezzo delle mul
iiigáde -fattoriali.;\. . '. ; 

f.J)~faftip\3~ ,,~yerG,,' per.es., solu~ione para¡m¡etrica del sístem~ 
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p p 
~ Xi1 xi2 =,;E Yit Yi2 
i-1 i-1 . 

p p 

..::E xi12 xi22 =..::E Yi12 Yi22 

i-1 .-1 

p ,P 

~ Xi12 XI~22 XiS Xi4,= ~ Yi12 Yi22 Yia Yi4' 
i-1 i-1 

p p 

~ Xi12 Xi22 Xia
2 

Xi1? =..::E Yi12 Yl22 Yia
2 

Yi4,2 
-i-1 i-1 

p , p . 

,~ X2i1 ..• X2i2m- 2 Xi2m-1 Xi2m = ~ y2il .•. y2i2m-2 Yi2m-1 Yf'Jm 
i-1 i-1 I 

nel quale pero p' ed m non po~sono essere oompletamente ar
bitrari (6), basta ricavare da tina nota u.guaglianza mult~ada CQ
mune. del tipo occorrente, se nota, la corrispondente multigrada 
fattoriale: ' 

e porre p.oi in que sta . ' 

essendo le qt arbitrar~e, per avere il mezzo _ di ottenere la 80-
luzione parametrica richiesta. 

Nella pratica conviene, come abbiamo fatto nei due preoe
aenti es., servir8i (Lei teoremi 1. o, 2. o, 3. o, anzicche dei teoremi 
4. o, 5. o, 6. o ed' analoghi. 

7. Naturalmente per l'e uguaglianze muLtigrade fattorial~ 
sussiste un teorema analogo a qlllello di BASTIEN (7), cioe 

(0) Cfr. l. c. in .(") pp. 56 e 59. In quest 'ult~a pago (tabella 13,) soni dati 
i pii\. piccoli valprl empirici di p relativi ad alcuni casi conosciuti. -

(') Cfr. BASTIElN, l. c. n 'C), od anche i lavori citati di A. GLODmN' in ('). 
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Teor. 7°. Se lq 

(7) 

con le ai parametri arbMr(]J'i, non e banale, non puó essere 
p<n. . 

Difatti se la (7) non fosse hanale ,e fosse p < n, assu
mendpvi -i paramet:.;i tutti uguali a zero, avl'1emmo una comuna 
non hanale con p < ,n, e cio e assurdo apounto per il teor. di 
'BASTIEN: 

In rpodo analogo si dimostrano 1 seguenti teol'emi (8). 

T e o r. 8°. Se la 

\ 

(x=2,4, ... ,2m; ai=av a2,.,.,a2m) 

l' 
I 

con le ai qualsiasi, non ,e banale, deve essere p > m + 1. -

Teor. 9°. Se w: 

con le a¡ arbitrarie, non e banale, deve essere p + q > 2m + 1. 

-, (") Essi generalizzano noti teoremi relativi alle multigrade comuni per 
quali Cfr. l .. c. 'lb (") p. 56. 

\ 


