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ACERCA DE UNA TRANSFORMACION CANONICA
DEL CAMPO DE RADIACION

por Jost A. BALSBIRO ~~
(Instituto de Tisica. — La Plata)

SuMMARY. — It is shown that the canonical transformation, which leads from
the variables p,q of a linear oscilator to the new wvariables N, .§ (N,
number of excitation, § phase) does not fit with the ordinary scheme
of transformation theory. A generalization of this scheme, suitable for
the present case, is gilven. :

\ .
§ 1. - Introduccidn.

El campo de radiacién cuantificado se describe mediante un

par de variables canénicas, p,,q,, correspondientes a cada onda

. definida por el indice r. En esta representacién el hamiltoniano
del campo es: > -

1 -+ > > > 1 '
H= f (Br—ili¥) (B+iHl) do= 2 — (p+,2 q,2~hv,)
' (w, =2mv,) (1. 1)1

" Las funciones propias de (1.1) son, como es sabido, las
2
funciones de Hermile e——g—Hn(E,,),(E,.zzn %q,‘) y los valo-

res propios de H sor n,hv,, siendo n, numeros enteros y posi-
tivos.

"+ El campo de radiacién cuantificado puede describirse, tam-
bién, mediante las variables complementarias N,,¢,. La primera
es el numero de fotones asociados .al estado ry ¢, la variable
de fase correspondiente a este estado. Cumplen la relacion de
conmutacion : ) :

e
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N, By $.N,2id,. (1.2)

El hamiltoniano (1. 1) en -esta representacion, teniendo pre-
sente (1.2), es de la i‘orma :

s

09, \

: ) (
Las funciones propias de (1.3) son, pues:
0 oy ' -
HT, (%) =ihv, 3 g=tnrdr n, hv, F.n(&') n,=0,1,2,3,...

HI._ (%) __lhv,. C)%L_l-?’”' b= n, ho; sL_n(8) n_,.—_—l 1, 2,8,....

N .
- En este caso el sistema completo de las autofunciodnes es el
conjunto e—twd  g+ined do las cuales sélo las primeras con-
ducen a valores positivos de la energia. Al pasar de la represen-
tacién p,q a la N, % los valores propios de N, que son niimeros
enteros positivos en la primera representacién, se desdoblan en
positivos y negativos en la altima. En la representacion ¥, $ no
es posible, como a ‘veces se hace, dejar de lado las funciones
B (%), que conducen a los valores propios negativos, pues-en
esta forma se pierde la completidad del sistema de las auto-
funciones.

En el presente trabajo se discute, desde el punto de vista
de las transformaciones canénicas, la transformacion de la re-

presentacién p,q a la representacion N,$. En esta forma es”

posible. obtener las funciones I.,(%) como las funciones trans-

formadas de e~y H,(E). En cambio, I'_ (%) se obtienen como
transformadas de las soluciones de la ecuacién de Hermite co-
rrespondiente a valores imaginarios de las variables q. Como
consecuencia del formalismo desarrollado se obtiene que, en vir-
tud de la necesidad de considerar el sistema completo Il (9),
EL,(%), no puede prescindirse en la descripcion N, 9 de fotones
de energia negativa. Esto es equivalente, en la representaciéon
P:q, a la necesidad de considerar las soluciones-de la ecuaci6n

de Hermite, no sélo sobre el eje real de las variables g, sino,

lambién, las soluciones sobre el eje imaginario.

\ ) ‘ .
H:: = hU,. /V,.: - "L‘U,v. - (1 3){'




A

— 108 —

§ 2.-Transformaciones candnicas.

La teoria de las transformaciones candnicas cuinticas fué
Jesarrollada por Jordan (1) y Dirac(2). Para nuestro objeto
necesitamos algunas relaciones que no figuran explicitamente en

.estos trabajos.
Sea dada una transformacién entre las variables canénicas

P Pos---quqz--- ¥ Py, Py, Q, Qs ... que, naturalmente, sa-
. tisfacen la relacién de conmutacién de Heisenberg. Podemos dar

la transformacién canénica que consideramos gen la forma:
p=p(Q.9)
P=P(Q.q)

en donde se han suprimido los subindices. Si la transformacién
es dada en esta forma, deben considerarse como independientes

-~

(a.1)

a las variables Q y.q, es decir QQ—-E:O. Estas relaciones equi-
" valen a:
h ¢
PQ—Qp=--= 0—3—
" (2.2)
, 2n 0Q

Las variables p conmutan, pues, con las Q, y las P -con
las q. i

Si W(q, Q) es la funcién geferatriz de la transformacién
candnica, se cumple:

_ow oW

= = . 2.3
" og, 0, (-9) .
De aqui,
op, . OP,
Pr 0.

00,  oq, dqrqu

() P. JorpaN, Z. f. Physik, 87, 383 (1926) y 95, 513 (1926).
(* P. A. M. DIrAg; Proe. Roy. Soe. London, 116, 633 (1927).

»
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Luggo.:'
hoP .h OP
P_Pp=—it X _; 1 07, 2. 4Y
L s lzn-oq/ (2-4)

Las variables p,P no conmutan. Teniendo esto presente,
de la (2.1) se sigue que ¢ y Q tampoco conmutan:

90 — Q0. (25

Dada una funciéon (q) referida al sistema de.-variables
p,q, se transforma en I(Q) mediante:

Q=[8a.Qv@)s(@)dg  (26)

donde S(q,Q) es la funcién de transformacién y o(q) es una
funcién de densidad. Reciprocamente:

b(g)=[ 8%(9. Q) B(Q) p(Q) dQ (&7)

siendo p(Q) una funcién de densidad respecto de las varia-
bles. Q.

Si ¥,(g) forman un sistema ortogonal de funciones norma-
lizadas con la funcién de densidad o(q) :

[ox(a) r(@) 5(q) dg =y, (2.8)

puede demostrarse que las funciones transformadas en caso de
variables, ¢, Q reales, forman también un sistema ortogonal

con la funcién de densidad p(Q):

JENHQ) Fr(Q) £(Q) dQ = by (2.9)
Por. otra parte, considerando que |
0 p_ k9
P="to 0q =T lon 00

es posible demostrar quer '
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oni . ¢ '
S(q.0)=e~F W@ (2.10)

Esta expresi6n permite determinar S(q, Q) cuando se da la
transformacion (2.1), pues por la propiedad (2.3) de W(q, Q)
se tiene: .

- ow

dW =2 (3~ 2, % +dQ do,) 2<p,dq, —P,dQ,).

Nos interesa, en forma éspecial, la ecuacién diferencial a
‘la cual satisface .S(q, Q), cuando la energia queda referida a los
ejes principales, tanto en el sistema p,q como en el P,Q. Sea

H(p,q)= H( ih oq,q)el hamlllonmno en el sistema p,q y

Ve(q) lb(q) sus autofuncmnes.

(zhc)

on 0q ’q)V(‘I)‘l’x(q)—lVG(q)%(q) - (2.11)

Analogamente para el sistema P,Q:
th 0

(52 37 VPO TQ =) V@ (@) (212

Multiplioan.do (2.‘ 11) por .]/ 'o(q) S(q, Q) e integranc:lo:
[Ve@sa.0) [H( 1)V ()] dg =

1 [(9.0) y(a) ata) dg =

| _ 0 )@ T)]
_u\(Q)_V (Q)[%( 5 30" ,Q)Ve(0) Fy(Q)]

Integrando por part'es la primera de estas integrales, lla-

mando H (—,—%’:-r Z;)E’ q-) a la forma diferencial adjunta de

I']( zh ]

270q’ q) y considerando que en el limite de integracién

’




l . - las funciones }o(g)¥y\(q) debeh anularse, se obtiene:

(-5 q)Vcs(q) S(a, QVo(g) tr()dg =

ho .
VP(Q) LA ox 0Q’ Q) VP(Q) L, (0)]=

1 ith 0 — s |
-/ LA 5;5@,.‘0) /e(Q) S(g. )14x(9)o(q) dg-

‘ Puesto que esta relacién se cumple para cualquier valor de
Q y X\, se sigue que:

/V:ﬁ[ﬁ( 2m)q,q)\/d(q)S(tLQ)]

_ Vp«))[%( e QNP0 8. 01 (2.13)

Esta es la ecuacién diferencial a la cual satisface S(q, Q).
3 : Procediendo en forma aniloga y partiendo de (2.12) se
% " llega a:

- P
! t t

‘ ﬁtﬂ (— 5 oq,q)vom) $*(q, Q)]=
: a0 ik 0 e ;
Voo (=35 20 @) Ve(Q) 5%(2. Q)] (2.14)

§ 3.-Transformacion p,q— N, 9. - ‘

Los operadores de emision a,+ y absorcién a, de un campo
de radiacién cuantificado estdn vinculados con las variables p,, g,
.y N, %, mediante las relaciones (2): ‘ .

N

(™ Ver p. e. W. HEITLER, The quantun theory of radiation, § 7, Oxford
Univ. Press, 1944,




g =" (ptiw,q,) =\N,e ™
V2hv,. ,
a,= —iw, q,) = ot VN (3.1)
V2 F, \
. . -~ h
De (1.2), si se define una nueva variable %,:—2—7[ N, se
tiene:
h
N0 =9, N, =—i——5,..
2

N, y 9, son, en esta forma, variables canénicamente con-
Jugadas La (3 1) es, pues, una ftransformacién canénica entre -
- las variables p,q y N, %
‘ Respecto de la nomenclatma empleada anteriormente es
N=P y $=0Q.
Segun (2.2) las vanables P conmutan con las & y las N
con las q. No asi p con N ni ¢ con 9.
De (3.1) se obtiene:

c’l:{)q e—iﬁ — e——-l.ﬂ' q eiﬂ‘ — e2iﬂ‘ q— q e2i8‘

gﬂ)l‘q e—iB'.._.. e—i”‘ q ei”‘ — q e—2i& . e—iZiD q (3 2)

y de aqui resulta

cos? ¥ q=qcos? 9.
sen? ¢ g =g sen? 9.

Derivando respez:to de $ y mediante las (3.2) se obtiene:

e2€ﬂ' q=q e2iﬂ‘
, :
y de aqui se obtiene que g también conmuta con tag 9. Gon estas -

relaciones sin mayor dificultad se encuentra que: :

p=wqtag?d
h h
—_ ———— 2 2
e oo ]
’ 1 o ' 1 1 ﬁ_
' o qu cos98+—2—2ﬂ'
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De (2.8) se obtiene que la funcién generatriz es:

2ni | Cd v i i i,
AWl i 2 tag b — = — — E2{ag O — &
hW 24nhqtag +3 ZEtag +5
(E=2n I/% q). (3.3)
" Finalmente la funcién de transformacion, segtn. la. (2. 10) es:

VB2 . B
S(e,8) =c—iytagt+ig (3.4)

§ 4.-Transformacion de las funciones propias.

Estando dados H(—L—h-‘d—,q) A (— 2 ()Q Q) v S(g, Q) las

funciones de densidad o(q) y p(Q) quedan determinadas me-

diante la ecuacién .(2.13). Si se resuelve este problema, en ge-
neral, no se encontrard un tunico par de funciones o(q), p(Q).
sino un sistema de soluciones o:(q), p;(Q); 04(q),ps(Q) ...

, Conocidas en esta forma las funciones de densidad habrd que

determinar a qué funciones {(gq) y I(Q) corresponden.

Consideremos las funciones de densidad posibles cuando la.

funcién de transformacién estd dada por la (8.4),

. h hv

H(_—L‘z“,[ oq’q)—— <—'0~/)—l E2 1)

ih
W~ 0"0 Q) =it

En este caso la (2. 13) es:

1

+E2 l)VcsE e""E t°h+ b=
2Ve(5) ®

——==I(=

OE"

Vp(&) i mee——“ ﬂ+ b1

PEELAb SIS T e WD E i
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Efectuando ,operaciones se llega a: \

IO OR NP IO _’.p'(ﬂ-)__ ‘

Siiendo & y 9 variables mdependlenles la (4.1) admite so-
lucién cuando:

()
€ =a=const. (4.2
(@ )
i.a.tag¥—i ZESZ = b= const. , (4.3)

_9"(®) o'(€) 2__.1, ' 4.4
ZG(E)+(26(E>) - *4

De (4.2) se obtiene:
o(&) = consl. £a-1, © (4.5)

. Mediante la (4.4) se determinan los valores de ay b que
satisfacen la (4.1). Sustituyendo en ésta el valor de o(%) dado
por (4.5) se llega:

. . . F
(a1 |3 (1) —ar2] E2=—0.
S :
De aqui:
(l1: 1, 02:3, b:0.

Existen, pues, dos funciones de densidad

o;(§) =@, =const. o) = 0y E2. (4.6)
a las cuales, segtn (4.3), corresponden, para b=0, las funcio-
nes: '

By Bg A
% o(3)=—2_, 4.7
P ) p— Po(¥)=—33 ( | )

‘ , ' -/
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Con cstos elementos estamos en condiciones de encontrar 1.1

o

transformacmn de las funciones ¢~ gH () a las funciones I (S)

)

a .9 i o ? .
T (%) =0l f e g EREY o= ST, () o(%) dE |

—

—=e i%fe-—ﬁ“(&) H,,(‘é) G(E) dg (4. 8)
con -
e r
L 8y =" [s<&)]=_>o (4.9)
2 cos ¥

Debemos astablecer, en primer lérmino, cuéndo _corresponde
emplear GI(E)_—aI 0 c,,(E)_a E2. Segtn . (2 8) se tiene:

para cj1(E) =0y fe— & f1n’<E> IIn(E) Gy dE: oy c;‘ bn’n'
S 1
para oy(E) =, £2, f e~ 8 (g Hu(8) ) (5 Ha(®) ) a2 dE==

=0y Cy Bn’n'

Es decir, para o,() debe considerarse la transformacién de

Puesto que H,,(E) es un polinomio par y H,;:1(B) es in-
par, la (4.8) es distinta de cero para n=2m y o(€)=u0, y
cero cuando o(§)=oa,E2. Reciprocamente es nula cuando n=
L om+1 y o(E) =0, y distinta de cero para o(E) =ayE2. En esta
forma se tiene: :

. . 9.. P .
Fon(8) = alezif e—EsOH, (5)dE=

m

) ) _\ LN
. _:»a_zl e’ —Q—f e—ns(®) V_l__HQn ( V'q) dn (4/ 10)

0 n




o

S
r2n+1(&)_°°2e‘ f E%(&)?H%ﬂ(g) g2de=

—_—o0
-3

Qg

;8
=’EH et f 7"S(&)Hznﬂ (V’l) dn. (4.11)
0 . ]
(n=%%)
Las (4.10) y (4.11) son las transformadas de Laplace de
1. ) _ —_
las funciones —= Hou (V1) v Haig (Vn) respectivamente; las

In

funciones transformadas son conocidas (*) cumpliéndose la con-
dicion de convergencia R(S(9))>0: :

t_ (2n) I [1-S(9) ]
Ton(9) 7 \n m[&www

(2n)! .
=0y I/%%cosl/i’&‘e —i2ny (4.12)

_;_&, (2n+1) ! [1-S(N)]r _
2"+1(9) - V nl [S(a)]n_l_g/o

=—a, VZ (2 + ) cosd2ge— i@+ (4, 13)

A las funciones ¢~ Jeg corresponde la funcién de densi-

const
dad vy
funmones de densidad. calculadas anteriormente y dadas por (4. 6).

Estas funciones ‘propias corresponden a valores propios posi-
tivos de la energia.

Estas son las

y a las ¢ 48D corresponde

§5. - Valores propios negativos.

!
El sistema  ortogonal completo-de las funciones e ? n(E)

se transforma, como hemos visto, en el sistema semicompleto do
—_— g

() Ver G. DoerscH, Theoric und Anwenduny der Laplace Transforma-
tion, phg. 403, Julius Springer, Berlin, 1937.
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las funciones e—%#(n>0). Debemos ahora, con .el objeto de

poder disponer del sistema completo de estas funciones, hallar
en qué condiciones se encuentran las funciones e .
Consideremos la funcién de transformacién -

o C s ey metiE mge it (5.1)
| Resulia

wgy . €8 * 1 | ) y
SHO= " RESHE) =10, :

‘con lo que las expresiones andlogas a (4.12) y (4.13) que se
obtienen son:

. ' \

2 7
_ f . -
—ay\2n (ZL;}_& cosd/2 § ¢ TUEA2 ‘
‘ I

Se obtiene, pues, que mediante la funcién de transformacién
(5.1) se transforma

ol (6) et

Ahora bien: se obtiene (5.1) a partir de (3.4) si establece-
mos que E=1%. Por otra parte, la ecuacién de Hermite:

v [ . ™
' d2F, (& : L
,/ ﬁ_m}(z)+(2n+\1)1«‘,,,(g):o | . g
E?.
(Fu(8)=e =5 11,(5)) " (5.2) , ;
, para valores reales dé £ tiene por valores propios nimeros enteros |

* ‘ positivos. En cambio, para valores negativos de n:
- \dz ey _— , ,
s . Tl (8) =B P (5) + (-2t ) Fa())=0  (5.3) L

admite solucdiones ortogonales que se anulan en el infinito si X
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£=1¢.  En efecto, haciendo el cambio de variables se obtiene la
ecuacién ' .
d* F_,(it)

(.{C? - L" I’_’l(iz_\) _}_ <2”'—-1) F“l‘l(”:) :OI’

cuyas soluciones ‘son, si se compara esta ecuacién, con la (5.8)

F_y(it)=e5 Hyy(0)r

. De lo dicho resulta que:

)

<
Loa(®) =f’—f etg M8 Y F_,(it) o(L) dt =

—_—o
v

oo

¢
y

9. ok — —
= l e"g—f e 18t ®) H, (Vn) 6(Vn) dn
0 )

(ﬂ:Cg)- : ../'

. : =2 :
Se obtiene asi, que la transformada de e_%[{n_l(t) es, co-
mo lo indica la (5,2), la funcion e ¥, Estas funciones corres-
ponden, ahora, a valores propios negativos de la energia.
Puede apreciarse, de lo dicho, en qué forma se corresponde '

"el sistema completo de funciones e—#%, ¢+i%con el sistema
£2

también completo de las funciones e _%H,,(E): El primer con-
junto de las funciones e—% se corresponde, mediante la trans-
formacién canénica N, 9% — p,q con las soluciones de la ecuacién
de Hermite para valores reales de la variable q y conducen a va-
lores propios positivos de la energia. En cambio, el conjunto de
las funciones ¢®*% se corresponde con las soluciones ortogenales . - '
de esta ecuacion para valores imaginarios de ¢, y conducen a
valores negativos de la energia. A
En la descripcion N, 9 del campo de radiacién resulta, pues, Cald
necesaria la introduccién de fotones de energia negativa, lo que.
en la descripcién p, q implica la necesidad de considerar las solu- -
ciones de la ecuacién del oscilador lineal sobre el eje imaginario
del plano complejo. de la variable g. Aunque en este ultimo caso,
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si se prescinde de la representacién NV, 9, no resulta muy visible
esta necesidad, debido a que unas y otras soluciones de aquella
ecuacién forman de por si sistemas completos. -

La generalizacién obtenida del esquema de las transformacio-
nes canénicas no deja ver, sin embargo, cuil es el origen de la
* . dificultad que tratamos. Pero el hecho es que la correspondencia
N biunivoca entre las autofunciones correspondientes a ambas repre-
sentaciones, solo se obtiene si se tienen en cuenta las soluciones
. de la ecuacién del oscilador lineal en el eje imaginario. Esto
equivale a considerar a las variables ¢ como antihermitianas, en
forma analoga a la empleada por W. Pauli (%) al aplicar a un
~sistema de osciladores lineales el método de ‘cuantificaciéon de Di-
rac (%). En el formalismo desarrollado aparece. como natural la
‘ - necesidad de considerar estos valores de ¢ en el antiguo método de
. cuantificacién del campo de radiacién. * B
Agradezco al Prof. G. Beck el haber llamado mi atencién
sobre este punto y las discusiones mantenidas respecto de asuntos
iratados en este trabajo, y -al Prof. R. Gans su interés por el
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José A. Balseiro oo
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(°) W. PauLi, Rev. Mod. Phys, 15, 176, (1943). o Y
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AT

[




