SOBRE LA TRANSFORMACION DE HILBERT

por Osom A VARSAVSKY

—

Es obJelo de esta .nota sealar la relacién ex1stente entre la_

L . - t)dt
conoc’ida_ transformacion de Hilbert: Hcp(:r;) f e(t)dt (el

—x

simbolo significa' integral a valores principales) y- el

operador signo: Scp(w)—sgn (m)cp(x) lo que permite volver a’
encontrar de una manera sencilla y que no- depende de la teoria
de funciones analiticas, las propiedades de dicha transformaclon
Se vera que los resultados sélo se demuestran aqui para, un con- -
junto de funciones denso en” L2, pero esta restriccion en las
funciones quéda compensada por una ampha generahzac16n en
suy; argumentos.

. L-El o"perador signo.

Sea S un operador definido para toda funcién®compleja de
variable real cp(x) mediante la formula :

/

- So(e)=
’ —cP(w) para a:<0

o () para :z:> 0

(en el origen pueclle’ tomarse -cualquiera -de ambas posibilidades,
o el valor cero, como al multiplicar por la funcién sgn(z)).
. 1) S es lineal y acotado. ¢(x)eLr implica So(z)e Lp, pues

" |9(z)|=ISe(z)|. En este sentido S es una: transformacién con-

tinua de cada espacio Lp en si mismo, Pero en lo sucesivo su-
pondremos exclusivamente que () el L2, es decir, tomamos fun-
ciones de un espacio de Hilbert. - ~

2) S2=1I (=identidad), o sea S=S-1.
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Sl (o, 11)) representa el producto 1nterno de’dos funciones, es

decir (cp,ll:) / (x) 1b(m) dz, se verifica (Sq) 119)_ (cp,Slb) 0

sea, S es autoaclJunto S = S* (en sentido estricto, pues su dom1n1o

.es- todo el espacio), y unitario: S¥=38-1.

3) La ecuacién caracterlsllca Se=ap sesatisface para
a=-1..

Al autovalor —|—1 corresponden las l'uncmnes nulas pard <0
(segtn la definicién de S adoptada en el origen habra o no que
ailadir este punto); al autovalor —1 corresponden las funcmnes
nulas para >0 (con la misma salvedad). .

Llamando P y P’ a los operadores proyeccion cuyas multi-
dades mpy mp:- ‘estan formadas por. las funciones nulas a la iz-

quierda y a la derecha del orlgen, respectlvamente se cumple

P-]-P'_I P—P=§

S=2P ] (Ecuacion de las mvoluc1ones)
" 4) ‘En mp las funciones de. Laguerre !,(x) forman un sistema

ortonormal completo, y lo mismo ocurre en mp: con las ! (—x)
Por lo tanto entre ambos sistemas se obtiene una base invariante

para el operador S, que indicaremos con {l (z)}; n=...—1, 0,
1...; l(w? l(—w)

—In| |n|

II. El operaclor de I’ourwr.

"Sea F el operador def1n1do para las Iunc1ones complejas de

varlable real cp(w)eL2 mediante la férmula

rww~v f@@wmﬁ

, (en promedio cuadrz’ltico. Si se “necesita convergencia puntual puede

a_dbptar_se como definicién: F cp(w)— V21 c(;x f (p(t) _e__f:_ dt)

‘1) F es umlarlo

Froa) = Fww—v fwmww
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Sus autovalores son -1, +i; y las funciones de Hermite
h,(%) son autofunciones.

2) Cuando se lo define en grupos topologmos transforma
funciones del grupo en funciones del correspondiente grupo dual
o de caracteres (en el caso de la recta ambos. cdincidven). Esta
propiedad es esencial.

8) Fp(z)=1qp(—x), en L2 . F2=F"2 es un1tar1o y autoad-

junto. Sus autovalores son 1 (corresponde a las funciones pares),
y —1 (para las impares).

IIL.- El operador de Hilbert. o | Lo

Sea il el operadm conjugado de S mediante F es decu
H =F-1SF. Llamaremos operador de Hilbert a H—=—iH".
l)da
1) Ho(z)=— ¢ 20X
) W(w) f P
en el siguiente sentido:

)

Ho(z)=—iF-1 SFcp(:v) = V_, f e~izt Fop (1) dt —
\—f”‘e‘i-"l F(p(l) di i:z—’[f/ (P(u) [eit(u—m)__’el—it(u—w] dt du =
e 0 —o ' ' . 4

| :-}[— ff o (u) sen t(u—x) di du’

0 —w

Esta Gltima lexpresién es la «integral aliada» (de la similar -
con coseno en lugar de seno, llamada férmula de la integral de

Fourier). Para ¢(z) ¢ Lt es sumable (G, ), «>0a

o

~
—w

en casi todo punto (ver, p. ej. [5], teor. 107).

\

1 fo@md |
s t—x ' v .
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Como LINL2 es denso en L2, no nos preocupa extender la
equivalencia de. ambas expresmnes a todo el espacio L2.

Este resultado ‘pareceria contradecir el teorema de v. Nau-
mann, que dice: «Condicién necesaria y suficiente para que un
- operador autoadjunto en L2 pueda representarse mediante un
operador integral, es que cero sea punto de acumulacién de su

espectro» [4], pues H’ no satisface esta condicién. Pero -

f)dl . » . N :
: { , (Pt( )'v no es un verdadero operador integral, sino el limite
— /

x—3

. da la suma de. dos operadores integrales: lim —:T— f - j "

e=>0 —a

——c0 x +E
2) S=FH' F-t=iFHF-,

.FH=—iSF. Este resultado se ha utilizado en la demostrd—.

cion de varios teoremas (ver [5]; féormula 5.1.8 y teors. 90
y 91). |

8) Por ser conjugado unitario de S, res también ‘unitario
oy autoadJunto y tiene los mismos autovalores +1 Los de H
son, respectwamente Fi.

4) Si f(x) es autofuncion de S, F-1f(x) lo es de H' y .
_ Si () es autofuncién de H’ (y por lo tanto de H), Fo(z)
lo es de S.

Es decir H cp_—- ip y PFo=F¢ son condiciones eqmvalenleb :

(lo mismo vale para Hp=ip y P’Fo=Fq).

Esto corresponde al importante teorema: «Son condiciones
equ1valenles a) que la transformada ‘de Fourier-de una funcién
de L? se anule a la izquierda (0 a la derecha) del origen, y b),

que sus partes real e 1mag1nar1a sean transformadas de Hilbert

una de otra». (Ver p. ej. [5], teor. 95).

Pues si ¢(z)=/(z) +ig(x) es autofun016n de H del aulo~‘

valor —i, se tendrd:
' =Hf+iHg=r— i(f—{'—ig)ﬁ

y’ como Hf(x) es real si lo es f(x), como lo muesira la propie-
d 1) podemos igualar partes reales ¢ imaginarias:

-t

\  Hf(@)=g(e)

Yo
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Hy(z)=—f(x);

y por otra pakrbe\ PF(p:Fqg significa que Foemp, es decir, es

nula a la izquierda del origen. Lo andlogo (con un cambio de

signo en las f6rmulas de transformacién) vale para el otro auto- |

valor. , : '
5) Como las funciones | o(), ver I, 4), const1tuyen un sis-

tema ortonormal completo de autofunciones de S, sus transforma-

das de Four1er

. : 1 ' .
L FT_1 L(x)=h,(z)= _V ((:-H :)1+1 n=...—1, 0, 1,... ,. .

formardn un sistema'ortonormal cornpleto invariante con respecto _
‘a oynm. ' ,
Este es un resultado de Hille [3]. : .
6) Asi como S, H' puede representarse mediante H'= 2N——l
siendo N un operador proyecclon definido Por

p(Hdt -
t—a

No(e) = (+8) = o(6) + -4 %

—n

¥ si representamos al operador unidad mechante la delta de Dirac"
. obtendremos:

-

o0

]V _L tr‘ét AL
o) =5 o0 | 2i2) b | d
cuyo nucleo es la delta compleja (ver [1]).
-Si definimos
1 . . :
No(x)= —Z_f 16)) [b(t—w)—— T] dt::—z-[l——H’]

N
—0

valdra: " , : : Ly

N+N=I; N—N=H.
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Como es evidente, N=F-1 PF, de modo que la aplicacién de
la delta compleja a una funcién, equivale, en el espacio conjugado
segtin F, a igualar a cero la funcién en el semieje negativo (posi-
tivo para N'). '
Como cero es punto de acumulacién del espectro Ny N, el
teorema de v. Neamann. antes citado indica que, previa una frans-
formacion uhitaria apropiada ‘,ha de ser posible expresar a estos

operadores i como integrales.

Por el mismo camino seguido en III, 1 para H, se obtiene
para N la siguiente representaclon '

o0

e _etw g i o
—N(P(x)_ZHf[u———w— u-tx ]du~2ﬂ: c '

}( alo(u+o(-uw)] +'-j£ (0o~ w)]

es decir, una combinacién de las formulas de Hilbert para fun—

' ciones pares e impares.

7) Introduzcamos los operadores autoadjuntos X y D defi-
nidos por:

- ‘  dop (@
Xo(z)=zp(x); D op(z)=i- di)

y cuyos dominios son densos en Le,
~ Como es sabido, se cumple D=F-1XF, y entonces:

. HD=F-1SFD=F-1SXF
DH'=FAXFH = r—lxsr

Como es inmedrato que SA:XS, resulta que H' y H con-
mutan ‘con la derivacién ,lo cual era de preverse por la forma
del nucleo de la transformacion de Hilbert (ver p. ej. [6]).,

‘La relacion de conmutacién con- X puede obtenerse utilizando
la férmula SF+2—_F +2§, que se deduce facilmente recor-
dando (ver II, 8)) qué F2q(z)=F-2¢(x)=q(—z).

. - ) - . . -
I T S T S R . S Y
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Entonces: o . o | o
| (!

II’X:F"lsF‘?DF_i.:_FS.DF-i

XH'=FDFSF=—FDSF+. o ,'\'(

_ Ahora bien; DS¢(z)=S8D () para ©7=0, pero no en el
origen, a menos que la funcién sea alli nula. Sélo entonces -po-

dra deducirse HX=XH.

La férmula de H1lbert nos indica por otra parte: -
BX ()= wo(@) g i
o (o) = - u— n'P()u+1t
<P(u
=— d XH’
—_—0 ~ .
o sea, la condicién de 'cdnmutacién es: f p(u) du:O pero ésto

también es ex1g1do por la continuidad de la transformacién e
Fourier cuando cp(.’l:)eHlﬂfP (clases de Hardy). (Pues ¢(z)=
. Ne(x)+N'e(z) : FNo(x)==0 para <0, y por continuidad pa-
ra £=0; FN'¢(x)=0 para w>0 y por continuidad para =0;

es decir F(N-}—N’)cp(O)_V_ f o(z) du=0).

Notese que esta condici6n equlvale a que en el espacm con- -
jugado segtin F las funciones sean nulas en el origen, o sea

el "criterio de conmutacién para S y- D. \
8) Del hecho que el operador signo da el mismo resultado
aplicado a un producto; 0 a uno solo de sus factores: '

“SIf(=) - 9(2)]=9(=) . Sf(z) =(2) . 89(=), |

" se deduce la misma propiedad para el operador de Hilbert con
respecto al producto transformado, o sea la convolucién:

- H{f(z)x g(2)]=7=* IIg: g Hf,

Al
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. presa: o
Flf+g]=Ff.Fg, o también: F-1[fxg]=F-1f F-1g,
- se tendra: : . |
H[f+ g] = HF-1 [Ff Fg)=— iF-18 [Ff . Fg]=
= iF4[SFf . Fg]=—iF-18Ffxg =Hf xg.

Este. resultado se halla p. e]. en [5], no restringido al espacio

L2 como aqui ([5] teor. 104). En cambio podemos generahmrlo

automatlcamente para mas de dos factores:

Hifox fux . xfal=Hfgn fyx . wfu= fox Hfyn..: ufu=
‘ldvond'e '

f(‘)*fl’l*fn:z'z_ﬂl')'mffn(u@dun

-, : “ ) “ f \fnv_l(un_l)dun_l... f f1(uy) fo(x—Lz'l—...~un)du1;

/

'Corolario:
Hfx Hg=—fxg; \H/* IIg*HIc———II[/ * g+ k], etc.
IV.-El operador de Hilbert genéralizado.
1) Sea S, ol operador definido por:
| @(x) para >\ |

S)\cp(w)zl

| —(») para d;<)\ ’

“con las mismas conmderacmnes para = X que para 'S en el

origen. . l

En efecto, recordando que el teorema de la convolucién ex-
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Para todo A\, —w <A<, S, tiene propiédades. analogas a

-las de S (al que ahora llamamamos S,), aunque por sppuesto sus

autofunciones estdn «corridas» en X. Sus multiplicidades lineales
caractéristicas, mpy y mps estan detcrmmadas por dos

- proyecciones, P y P}\, definidas por:

~

. . Y ) B
cp(:c) para z>\ [ 0 para z>)
Py o(z) == | s Phe(my=4
' 0 para <<\ " p(z) para TN

de modo que P —I—P}\__I P, — P, =S8,.

' Notese que las v —® <A <o, forman una familia espec-

tral blen oon001da la -del operador X es decir:

~fmpf :_.fmp =_—fms

Los SA conmutart entre si.s :
2) Sea Vl el operador «desplazam:ento en A», defmldo por

; : - V}\(p(x)—ﬂp(w—{—}\)

/ . \ :

LA

“Los V, son operadores unitarios. Sus adjuntos son:

VR=Vo=V,

Sus espectros son contmuos salvo para VO_I Torman un grupo
abeliano: g ,
f . . ,’
M Vu= V}\+u:Vu' Vy

Es evidente que , /

Si=Vo. 8. V=V, 18V,

(es dec1r, equlvale a correr el origen hasta A, aplicar el operador

S y llevar nuevamente el origen a su sitio).

Sea U, el conjugado de V,, segin F: U,=F-1.V,.F.
Efectuando las’-operaciones indicadas se obtiene: Uy cp(m)
ere o(z) y Uy-t=¢-i*, & decir, los U, forman también un gru-
po abeliano de -operadores unitarios, cuya familia espectral es
la misma (que la del operador X (pues son funciones, de éste). De

T
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“aqui deducmms que la fam1l1a espectral de los V,\ es en ‘esencia

la m1sma que 14 del operador D—l% -
~ 8) Definiremos un «operador de Hilbet generalizado» H,
mediante : o

H,= —ill’, =— iF8, F.
Entonces * - - | ,
H,—— iF- 1V_)\SV)\I’ Pt V_err LV F = Ul HUj,

Bs deecir que como operador mtegral a valores principales se
tendria: '

. ‘A
o

"‘l)\.’l‘ elkt( t
HA ¢(x) = f P ) di

—w .
~ de modo que si 119(90) es autofuncién de H, e-llwlb(x) lo es de
H, perteneciéndo al mismo autovalor.’

)

La descomposicion de H, en proyecciones puede obtenerse -

: :defmlendo Ny y N'm mediante cualqmera de estas dos formulas:
) ]V)\_I"' 1P)\F NX—U 1NU}\

Y analogamente para N,

Entonces los dos grupos unitarios uenen las. 51gu1entes -ex-

A ,preSloneS
U= / AP Vy= / v d IV,

y ta’mbi'én es facil Verifigar q\ue: E e Co

'

d (.. 1
— iD= = —_ A .
iD=—- [xd]v}\ 2[ dH,

4) La relacmn entre la transformacién de Hilbert y las fun-
<ciones analiticas en un sémiplano estd dada por el siguiente
teorema (ver 5] teor: 95) «Son. cond1c10nes equwalentes, a)

N
1
|
|
3




\

— 80 —
F(ﬁ(:l:):O para >0 yb): ¢(z) #lim cp(:v—'l—iy),'dond& ¢ (w-+iy)

‘es analitica en' el semlplano y>0 y tal que f |cp(w+zy)|2 da =
0 (1) para bodo yo. ‘ - ' l

Existe un teorema analogo (ver [5] teor., 96) cuando Fcp(x) =0

para #>1, ‘exigiéndose entonces / [cp(w—]—ly) |2 da;— 0 (e2V).

Mostraremos la eétrecha relac1on que hay jentre ambos teo-
_Temas.

F cp(m) 0 para &>\ 51gn1f1ca que Fo(x) es autofuncién de"

S,; por lo tanto ¢(z) es autofuncién de H, y eMq(z) lo es’

de H. Pero entonces F[elMcp(m)] 0 para >0, y por el pri-

mer teorema: '/

o

0 (W= [ leNesivo(atin)pdo=esy [ |g(atiy)|eds

—mn

De la misma manera podria. haberse demostrado el primer

"teorema a par‘ur del segundo. v

5) La misma propiedad de H, puede aphcarse a la caracteri-

zacion de la transformada de Fourier de un «paquete de ondas».
En Mecanica Cuintica, por ejemplo, se tiene un espacxo de im-

. pulsos que es el transformado unitario segtn F del espacio de las-

coordenadas o de configuracién del sistema (suponemos h=2m).
Como los valores .posibles del impulso estin siempre acotados
(pues la energla total disponible es finita), las funciones de onda
en el espacio de impulsos deben anularse fuera de un cierto re-
cinto. Limitindonos a un’ solo grado de libertad y recintos simé-
~tricos con respecto al origen tendriamos: $(p)=0 para |p|>

~ A>>0. Pasando al espacio de configuracion: cp(q) F1y(p) y

por lo_tanto ¢(gq) es autofuncién de H, y H_,, osea et ¢(q)
* autofunciones de H para los autovalores i, respectivamente

| Hledag(q)] = ied 2(q)
H[e M 9(q)] == ie"™ p(q).

‘Sumando y restando obtenemos como condiciones necesdrias

i
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y suficientes para que una funcién 9(q) sea la transformada de
un paquete dg ondas:

H_Be(q) Cés Ag)=—19(q) sen g

H[p(g)senXg]=7(g) cos Ag.

+ Notese que cualquiera de ellas implica la otra.

Bs también inmediato que las ‘mismas condiciones deben ser

satisfechas por las partes real e imaginaria de ¢(g). Ahora bien;
sean f(q) y g(q) dos funciones de L2; se verifica: ‘

FHf=— iSFf

o . .FHf.FHg=SFf.8Fg—Ff.Fg
FHg=—iSFq - .

_ ¥ aplicando la férmula de Parseval se obtiene (\}er [5] teor. 102):

» f Hf(-q)-fmdq# f f(q>‘-?7(<J>d?1-‘

/

Este resultado aplicado ia nuestras funciones e%9p(g) nos
permite deducir:

[ 1s@rendg=— [ le@izesnady
o sea: ‘ '

[ Im(q)lée2f§qdq=0

es condicién necesaria para que ¢(q) sea la transformada F. de
un paquete de ondas contenido en el intervalo (—AX, )\)
Recordando el teorema de la. convolucién:

Flcp(q)P—F[F‘itb(p) Fy(p) =F[F~b(p) - F‘1¢(—p)
—¢(p)*¢(~p)

|




 condiciones:
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nuestra . condicion significa:

[ ¥ w20 dp=0

/

: ‘ L . \ ol s
. que por supuesto es necesaria pero no suficiente para que d)(p)'

sea un paquete de ondas. (Podrian ser, por ejemplo, varios pa-
quetes de longitud menor que 2\ separados por intervalos de
longitud mayor que 2\). \ "

Si consideramos paquetes contenidos en un' intervalo (a,b)
cualquiera " en’ lugar del simétrico (—\N), thendremos €Omo

\

H[(ei04+ebe) ?(q)] : l‘i(-eibfl — eiaq) >(p(q) '

o _ .
H(ebo—ein) p(q)]= i (ebo-teion) o(q).
bCompér.e‘se por ejemplo con [2].
- Vn para |pj<) -
-Ejemplo: Sea ¥(p)= . . ‘Entonces F-1¥(p)=
0 para |p|>X.
A L ' en? \ A ‘
25_3nq_g_, y debe cumplirse: H \2—36—3——2\:—— sgan q, lo cual en

efecto ocurre. como puede verificarse derivando con respecto al
pariinetro \ eon lo que se obtiene Ia conocida relacién: '

DS

_ H cos th =—sen 2\q
(ver (5], pag. 1.21).“ o _ .
V.- Nuevas generalizaciones.

1) Como el operador de-Fourier se aplica en espacios muy
generales y el operador signo siempre es facil de definir, podre-
mos generalizar mucho el operador de Hilbert. . : -

Sea G un grupo topologico conmutativo, localmente com-
pacto, en el cual se ha definido una medida de Haar. Conside- 4
remos las. funciones complejas ¢(z) en'él definidas y de cuadrado
‘del médulo integrable segin dicha medida.
Sean (=) las funciones anélogas en el grupo C de caracteres

\

\
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de G. La transformacién de Fourier establece una correspondencia
biunivoca entre ambos conjuntos de funciones.
Separemos los elementos de G o°C en. dos subconjuntos, A

y A (su complementario), de igual medida si la medida total s °

finita, o ambos de medida infinita en caso contrario. Parece titil res-

tringir las posibilidades exigiendo que, si we A, w—l Xe A, siendo
X un elemento fijo. -
- Definamos ahora un operador- s1gno del siguiente modo:

- f(z) si de A
Sf(z) =
. _ —f(z) si xeA

Entonces el operador de Hilbert sera:

H=—{F-18F.

Es decir, si se parte de G, se pasa al grupo de caracteres

. mediante la transformacién de Fourier, alli se. aplica el operador
-signo y se vuelve a G por la transformacién de Fourier inversa.

Por lo tanto las: propiedades de un operador de Hilbert 'de-

.penden exclusivamente de las de un operador signo (y por supuesto

de las de F). Los argumentos de las funciones para las cuales

estd definido el uno pertenecen al grupo de los caracteres del gru-

po topoldgico al que pertenecen los argumentos de las funciones
para las cuales se define el otro.

Como “hay mucha libertad para definir el operador smnol

puede obtenerse una gran varieddd de transformaciones de Hilbert,
todas las cuales poseen las propiedades 8) y 4) de III, que son
las basicas.

2) Como ejemplo sencﬂlo sea' G los nimeros reales médulo
2n; C estard formado entonces por los enteros. Como medida,
para G la de Lebesgue; C es discreto. En G copsideramos las
funcmnes de L2 (—n,=)' y en C los vectores {a,} de norma fi-

nita: Z|a |2<oo
De G a C se pasa medlante la transformacion de Fourier:,

F(p(a:)zgl;f(p(:i) einody (n entero)

i

R S
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| y.de CaG medianfceﬁ
F1{a,} — Za,ens, ‘
El opéra&or signo se- define en ambos espacios:
{a,} para n>0
ren G: Sig,}= - 0 para, n=0
' ' —{a,} para n<0
(y es sabido que —ia,sign (n) d4 los coeficientes de la serie con-
jugada de {an}) |

"y en G: ' :
. @) para 0<z<7

So(z)=
| —o(w) para —n=z<0.
"El' operador de Hilbert sera: H=—iF-1SF "en G, _-vy '
H=—iFSF-1 en C. Es deci_r, en G: o

| Hcp(w)’=';—;_§ei"ws-fCP(t)F_i"tdtz_TL ?fcp(t)e"’,l(m—”dt——
: - L - ‘

. T ) T
—1 L 1 w -
— X | o(t)einz-0d} = = f ¢ (t) sen n(z—t) dt
—ed Ty J ‘ :
y ya es sabido en qué condiciones esto representa la funcion
conjugada: " ' :
. - |
o 1 (L
S
' —T

. A la inversa, en C:

. = ‘ X
—1 . .= —r ]
A H {an} = E?fe—im S X eimt (£ dt= 'é;t‘ fzeil(m—") A dt —
h —1: ) -0 0 I .




' 2H<P(_w:y)=—,iF‘13F<P(w:y)= -

v

0 B ' ) .
- . o 1 (= “
— f Zeitm—n)q, dt l=—— Za,, sen t(m—n) dt.
: T 0 —
: ;Y

y suponiendo que puede camblarse el orden de los pasos al llmlte
obtenemos :
. 1= .
Hiog =15 1),

.-o;,m n

férmula semejante a la del caso contmpb salvo un factor que anula

la mitad de los sumandos y que aparece porque el limite . 'Supe-
rior de integracion es finito y no hay una suma Gésiro que eli-

- mune la parte oscilatoria. :

8)  Transformacién de Hilbert en dos dimensiones. Gomo:
- segundo ejemplo tomaremos el plano, que coincide con.sus carac-
* teres. Definimos: '

\

\

' Fcp(x, )——/f (t,s) el(tw+sy)dtds

Definiremos al operador signo con’ respecto a la recta ax - by

‘—-0 que lnmta dos semlplanos A(az+by <0) y B(az+by>0). .

. cp(a: y) .cuando (=, y)eB

. —@(x,y) cuando (w ¥) e A

El operador de Hilbert sera:

4n2
©o

// e-itztsy) S // cp(u, v) ei(tu+vs) dudvdtds =

- .__4—; ( / / _ f / ] ilotey /] 9(u, v) eitusss) du do dt ds =
2_1 /f dtds / f (1, ) sen t(u—w)-]—s(v—y)]dudv
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Teniendo, en cuenta que .

-

. / f seﬁ [t(u—a)-+s(o—y)] i ds = f ds fs-eﬁ’ [t(u_—w)+s(1}—y)j di =

e )
—3

a

@

fsos s[v—y—% (u—x)] =
) =, ‘ ~ds

‘u—ux

—_—c

‘(habiendo hecho la suma Césaro de la integral sobre ¢); obten-
dremos, suponiendo que puede cambiarse el orden de integra-
cién, lo que no reduce esencialmente el dominio de nuestras -

- func1ones .

YR
‘23(9(98 = jdsffcp(y,v)COSS[ y— 7 (v—2)] Juds

. u—

y sumando las mt‘egrales. sobre{vy s: -

o (u LAy~
%m) }p(l,yu( )

u—=x

— o

-y del mismo modo se obtiene la f()rmula simétrica:

o | | T+ 5 (v—¥),v
'2Hcp(.'1;,y)=1 f.tp( v( y) )

—Y

(4 ' R —o

Como se ve, para a, o b 0 estas formulas se. reducen ala
: de una variable. '

Como ejemplo tomemos a==b=1; cp(:c y)= ye el

u?
x2

dy—x)a 2 : X
ye 7 f(ul—y z)a du:—2+2y_p(a;)e, .

pp—

r—

-




p—

o

donde’ p(z)= f e¥ df. IR
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/
/

8

“Considerando, a ¥ ‘como parametro y aplicando la transfor-

macion de ‘una variable obtendriamos en cambio: !

22 1—}’ 22

Hlye *]=yH[e ®]= 2yp(w)e’"2_.

(Las integrales aqui utilizadas pertenecen a la tabla de trans-

~ formadas de Hilbert que se estd compilando en el Instituto de

Mateméticas de la Universidad de Buenos Aires).
Para a=b=1 la transformacién en dos variables puede es-

" cribirse en la forma simétrica:

-] 1

_ ’ 1; o (u—y,u—zx
Hooy) = § 2 ‘(ymﬁ-y) ¥

4) Si Zcm,,lel(m%ny) es una serie de Fourier doble, pueden de-

finirse 1nfm1las -series conjugadas cuyos coefwmntes estarian da-

dos por

Frm=—1C,n sign (am—{— bn)

(¢ y b nameros reales): .
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