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SOBRE LA TRANSPORMACION DE HILBERT 

por OSCAR A. V ARSAVSKY 

Es obJeto de esta nota señalar la relación existente entre la 

\ .. 1 H' (') 1 '1' ep (t)dt ' ( 1-
'é conoCida transformación de lilbert: ep X = - --- le 

, 1t ',- t-x 

símbolo f significa inlegral a valores. principales) y el 

operador signo: Scp (x) = sgn (x) cp (x), lo que permite vol ver a ' 
encontrar de una manera sencilla y' que no- depende de la teoría 
de funciones analíticas, las propiedades de dicha transformación. 
Se verá que los resultados sólo se demuestran aquí para, un con
junto de funciones denso ,en' L2, pero esta restricción en las 
funciones queda pompensada por una amplia generalización en 
suti,: argumentos. 

1. - El óperador signó. 

Sea S un operador definido para toda función' compleja de 
variable real cp ( x) mediante la ;fórmula: 

I l' cp(x) para x>O, 
Scp(x) = ',',-, ' 

I -cp(x) para x<ü 

(en el,origen puede tomarse . cualquiera de amba,;¡posibilidades, 
oel valor cero~ como al multiplicar por la función .sgn (x)): I 
, 1) S es lineal y acotado. cp (x) E Lp implica Scp (x) E Lp, pues 
I cp (x) 1=1 Sep (x) l. En este sentido B- es una transformación con
tinua , de cada espacio Lp eri sí mismo. Pero en lo, sucesivo su
pondremos exclusivamente que cp(x) E 0, es, decir, tomamos fun
ciones de un espacio de Hilbert. 

2) S2=1 (=identidad), o sea 8=S-1. 
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Si (cp, tlJ) representa~l producto interno de dos funciones, es 
. I 00 

decir ('cp,tlJ)=/ cp(x).~(x}dx, se verifica (Scp,tlJ) . (~,StlJ) o 
\ 

,sea, S es autoadjunto: S = S* .( en sentido estricto, pues su dominio 
. es, todo el espacio), y unitario: S*=S-1. 

. 3) La ,ecuación característica, Scp = acp sesatisface para 
a=±L . 

Al autovalor + 1 corresponden las funcione,s nulas para x < ° 
(según la definición de S adoptada en el origen habrá o no que 
~fíadir ,este punto); al autovalor -1 corre!3ponden las funciones 
nulas piara x>O (con ]a misma salvedad). 

Llamando P y P' a los .operadores proyección cuyas multi':' 
dades mp y mpl' 'están formadas por, las funciones nulas a la iz
quierda y a la derecha del origen; respectivam~nte, se cumple: 

P+P'=I; 
I 

P-P'~S 
. I .... . .: 

S = 2P -1 (Ecuaci(m de las involuciones). 
, 4) En mp las funciones de Laguerre ln (x) forman un sistema 

@rionormal compJ~to, y lo mismo ocurre en mpI con la~ ln ( -x) . 
. Por lo tanto 'entre ambos sistemas se obtiene una base invariante 
para ,el operador S, que indicaremos con Jln(x)}; n= ... -1, O" 
1, ... ; l(x) = l(-x). 

-In( Inl 

II . . El operador de Fourier. 

. S'ea F el operador .definido para las furiciones complejas de 
variable realcp (x) E L2, medianta la fórmula 

.. 00 

Fcp(x) 'VI J cp(t)eixldt 
2n: . 

. -:0 . 

00 

1 J ' F*cp(x) =F-1 cp(x) = -= cp(t) e-iXI dt. . ' . V 2n: . 
. -00 
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Sus autovalores son ± 1, ± i; Y las funciones de Hermite 
hn(x) son autofunciones. 

2) Cuando se lo 'define en grupos topológicos transforma 
funcion~s del grupo en funciones del correspondiente grupo dual 
o de caracteres (en el caso de la recta ambos, coinciden). Esta 
propiedad es 'esencial. ' 

3) F2cp (x) = cp ( -x) ,en L2. F2 ' F-2 es unitario y autoad
junto. Sus autovalores son 1 (corresponde a las funciones pares), 
y -1 (para ~as impares). , 

III. El operador de Hilbert. 

Sea H' el operador conjugado' de S mediante F, es decir: 
H' 'F-l SF. Llamar,emos operador de IIilbert a H = - iH'. 

1) Hcp(x) =~f' ~(t.)dé 
, 11: t.,-x 

en el siguiente sen tido : 

Hcp(x) ~ -'- iF-lSFcp(x) " ~ ¡f~,e-ixtFCP(t) dt-
, V2re u-

o '1 """,' , 
'-j'e-¡,clFcp(t) dt j= -i JJ' er(u) [eit(u-X)'_ e~it(u-X)] dtd~= 

- 2.. -,' 
-Z) o --ca ' . ' 

1 JJ . . =-; cp(u) sen t(u-x) dt du: 
o -00 • 

Esta última ,expresión es la «integral aliada» (de la similar 
con cos'eno' en lugar de seno, llamaqa fórmula de la int~gral de 
Fourier): Para cp(x) EL! es su,ma~le (e, a,), a, > o a 

/ 

~ f cp(t)dt 
re t-x 

en casi todo punto (ver, p. ej. [5], teor. 107). 

/ 



~ .. 

~ I . 
l. 

.'! 

" .r ,,-

" 

- 23-

Como Li'nL2 'es denso en 0, no nos pre()cupa extender la 
equiva~ncia de ambas expresiones a todo el espacio L2. 

Este resultado parecería contradecir el teorema de v. N:lU
mann, que dice: « Condición necesaria y suficiente para que un 

'operador autoadjunto en L2 'pueda . representarse mediante un 
operador integral, es que cero sea punto de acumulación des,?-

espectro», T 4], pues 11' no satisface esta conqición. Pero i 
'<1 \ 1t . f. ~t(t):l no es un verdadero operador integra7 s;no el líuilte 

de la suma de dos operadores' integrales: lím 
e~O 

2) S=F11' F-l=iF11F-l. 
, F11 = - iSF. Este resultado se ha utilizado en la demostra

cióñ de varios teoremas (ver [5]; fórmula 5. 1. 8 Y teors.90 
y 91). 

3) Por ser conjuga,do unitario 
y autoadjunto y tiene los mismos 
son, respectivamente :¡: i. 

, ",,-
de S, 11' I es también unitario , 

autovalores :± 1. Los de' 11 

4) Si f( x) 'es autofunción de S, F-l f( x) lo es dé 'lJ' Y H. 
Si ep (x) 'es autofunción de 11' (y por lo tanto de fl), Fep (x) 

lo 'es. de S. 
Es decir 11ep=- iep Y PFep =Fep son condiciones equivalentes, 

(lo mismo vale para 11cp=iep y P'Fcp=Fep). 
Esto corresponde al importante teorema: « Son condiciones 

equivalentes: a) que la transformada' de Fourier' de una función 
de L2 se anule a la izquierda (o a la derecha) del .origen, y b), 
que sus partes real e. imaginaria sean transformadas de Hilbert 
una de otra». (Ver p. ej. [5], teor. 95). 

Pues .si ep(x)=f(x) +ig(x) es autofunción de 11 del auto-
valor - i, se tendrá:' , 

11ep =l1f + i11g =,- i(f+ig). 
I 

Y como 11f(x) es real si lo es f(x); como lo muestra la propie:" 
dad 1), podemos igualar partes reales e imaginarias: 

\ 11f(x) , g(x) 

\, 

~ I ¡ , 
\,1 
,1 
;1 1 

,q 
,1. "1 

I1 
I 

- 1,1 

, '1 
1I 
ji 

ti 
11 

11 
, j! 

r'; 
1] 
1, 

\' i ¡ 
~ i 
1,'; 

P 
',' J , "1 

'. \ I 
.j 



<' 

h 
i 

J-

1, 

-24-

Hy(x) =- f(x); 

y por otra paFt~ PFcp=Feg significa que Fcp E mp, es decir, es 
nula a la izquierda del origen. Lo análogo (con un cambio de 
signo en las fórmulas de transformación) vale para el otro auto-
vlalor. ' 

5) Como las funciones ln(x), ver 1, 4), constituy'en un sis
tema ortonormal completo de autofunciones de S, sus tra)1sforma-
das de Fourier ' 

11=',' •• -1, O; 1, ... 

formarán un sis~ema' ortonormal completo invariante con respecto 
a H y H'. 

Este es un resultado de Hille [3J. 
6) Así como S, IF'puede representarse mediante H'=2N-I, 

sie~do N un operador proyección defü~ido por: 

'" 
, 1 ; 1 ifcp(t)dt 

Ncp(x) ,=~(l+¡l1') =-cp(x) + - --, 
, 2 2 21t. t-~ 

y si representainos al dperªqor unidad me,diante la delta de Dime' 
, obtendremos: 

NCP(X)=,~'fOO cp(t) lrb(t-x) +l_1_] dt, 
. .2 1t t-x 

, . 

cuyo núcleo es la delta compleja (ver [1 J). 
Si definimos 

1 f . 1 '1 ' 
N'cp(x)=- cp(t) [b(t-X)-~ -] dt=-[l-H'] 

2 1t t-x 2 , ' 

--<XI 

valdrá: 

N-N'=H'. 

I 
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Como 'es evide~te, N = F-l PF, de lilOdo que la aplicación de 
la delta compleja a una función, equivale, en el 'espacio conjugado 
según F, .a ig,uala:r a cero la función en el semieje negativo (posi
tivo para N')., 

Como cerp es punto de acumulaciÓn del espectro N y N', el 
teorema de v. Neiunann-antes' 'citado indica que, pJ,'evia una frans
formaCl6n unitaria apropiad~' ,ha de ser posible expresar a estos 
operadores i como integrales. 
. Por d mismo camino seguido en 111, 1 para N,. se obtiene 
pdia N la siguiente representación: . 

N () i 'f [epCu) cpe-Uf] d i - cpx =- --- u=-
2¡¡ u-x u+x 2¡¡ 

o ,. 

'¡'f"", x[cp(~)+cp(-l.t)] 
. U2-X2 

o 

es decir, una combinación de las fórmulas df:l Hilbert para fun-. . 
ClOnes pares e Impares. 

7) Introduzcamos los operadores autoadjuntos X y D defi
nidos por: 

X cp( x) = x cp ( x) ; D cp ( x) = i dcp ( x ) 
dx, 

y cuyos dominios son densos ~~ L2. 
Como ·es sabido, se cumple D = F-l XF, y entonces: 

/ H' D=F-1SF D=F-1SXF 

DH'=F-1XF H'=F-1X S F. 

Como es inmediato que SX = XS, resulta que.lJ' y [1' con
mutan .' con la derivación ,lo 'cual era de preverse por la form~ 
del núcleo de la transformación de Hilbert (ver p. ej: [6]). , 

'La relaciÓn de conmutación con X puede obtenerse utilizando 
la fórmula S F±2 = - F±2 S, que se deduce fácilmente recor
dando (ver 11, 3)) que F2 ep(x) =F-2 cp(x) = cp(-x) , 

.' 
¡ 

.. ' 
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ll' X=F-iSF2DF-l=-F S D F:-i 
Xll'=F DF2SF =-F':DS F-i. 

Ahora bien; DS cp Cx) = SD cp (x) para x =-/= O, pero no en el 
orig,en, a menos que la función sea allí nula. Sólo entonces po
drá deducirse IIX=XII. 

La fórmula de Hilbert nos indica por otra parte: 

t:.o. 00 

i 'f uep(u) i J ix II'X cp(x) =- '-- du=- ,ep(u) du+-:-
Te ,u-x Te, Te 

00 'JO 

f cp(u)du i .[, " 
, ~ x =-;-, ep(u)du + XII' cp(x). 

00 

o s~a, la condición de conmutación e~: J'cp(U) d~=O, pero esto 

tam~ién es exigido por la continuidad dI') la transformación de 
Fourier cuando cp (x) E Hin fl2 (clases de Hardy). (Pues cp (x) ~ 
Nep(x) +N'ep(x) : FNcp(x) ~O para x <O, y por continuidad pa
ra x=O; FN'ep(x) ~q para x >0, ,y por continuidad para x=O; 

no 

'es decir F(N+N') cp(O) = V~Te f cp(u) du=d). 
-» 

Nótese que ,esta condición ,equivale a que en el espacio con
jugado según F las funciones sean nulas en el orig,en, o sea 
el 'criterio de conmutación para S y D. 

8) Del hecho que el operador signo da el.. mismo resultado 
aplicado a un prQductOi o a uno solo de sus factores: 

. S [f(x) . g(x)] =g(x) .Sf(x) =f(x) . Sg(x),' 

s'e deduce la: misma propiedad para el operador de Hilbel't con 
respecto al pr?ducto transform~do, o sea la convolución: , 

~, 
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00 

(f( x) * g( x) = V ~. L f( z-I) . g(l) dt) 

En efecto, record,ando que el teorema de la - cqnvolución e'x~ 
presa: 

F[f*g}=Ff.Fg, o también: F-l [f*g]=F-1f.F-1g, 

se tendrá: . 

H[f*g]=HF-l [Ff. Fg] =- iF-1S [Ff. Fg]= 

.. .:.,- iF-l [Sff. Fg]=- iF-1-SFf*,9 =Hf '" g. 

Este resultado se halla p .. ej. en [5], no restringi'do al espacio 
L2 como áquí ((5] teor. 104). En cambio podemos genérali2ja.rlo 
automáticament\'l para más de dos factores: 

( 

H[f 0* f 1 * ... * f n] = H f 0* f 1 * ... * f n = f 0* H f 1 * .. : * fn = ... 
I 
donde 

00 

'IJ\fn~l(Un-l)dUn-l'" J fl(~l)fo(x-ul- .. ·-un)dul' 
-c:o -X,I I I 

. 'Corolario: 

IV. - El operador de Hilber{ generalizado. 

.' 1) Sea SI. el operador definido por: , 

¡ cp ( x) para x > A. 

SI. ep( x) -:-
-cp(x) pa~a, x<A. 

con las' mismas consideraciones para x = A. que para S en el 
origen. I 
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Para tpdo A, - 00 < A < 00, SA tiene propiedades, análogas a 
. 'las de S (al que áhora llamaríamos So), aunque por sppuesto sus 

autofunciones están «corridas» en A. SUS multiplicidade.s lineales 
oaracterísticas, mp"A Y mp'"A están determinadas por dos 
proyecciones, PA y p' A' definidas por: 

¡< ' 
r O' para X>A 

plA cp(x) = i 
',ep(x) para X<A 

de modo que PA +P'>.. =/; PA - plA = SA', 
, : , Nótese que las PI A' - 00 < A < 00, forman una familia 'espec- \ 

tral bien cOnocida; la del operador X; es decir: J 
m 00 00 

X=J A~P!A=~ J AdP,,=- ~ J XdSA· 

Los SA conmutan entre sí... , 
2) Sea V A el operador « desplazamiento en A», definido por: 

VA ep (X) = ep (x + A) . 
I 

Los VA son operadores unitarios. Sus adjuntos son: 

V,,\= V-A = Vi-l. 

Sus ,especfros SO!! continuos, salvo para Vo=/' Forman un grupo 
aheliano: ' 

VA .'V~= VA+LL = Vj.L.'VA· 

Es evidente que 

SA= V_A·S. VA~ Vt--1SVA 

(es decir, equivale a correr el origen hasta A, aplicar el \>perad?r 
S y llevar nuevamente el origen a su sitio). ' 

Sea VA 'el conjugado de VA' según F: VA-F-l. VA.F. 
Ef.ectuando las' operaciones indicadas se obtiene: VA cp (X) = 
eiAXcp(x) y VA-l~.c-iX" es decir, los VA forman también un 'gru
po abeliano tde -operadores unitarios, euya familia espectral es 
la misma \que la del operador X (pues son funciones .. d:e ,éste). De 

" 
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aquí deducimos 'que la familia espectral de los V A es en . esencia 

la misma que la: del operador D = i ~x .. 
3) Definiremos un «operador de Hilbert generalizado) HA 

nl'ediante: 

HA' '-ilf'A=-·iF-1SAF. 

EntOnoes 

,Es decir que como operador integral a valores principales se 
tendría: 

"" 
. e"':' iA; f eiAtep ( t) . 

HA cp(x) =-" , dt 
1t t-JJ . 

de modo que si l)J ( x) es autofunción de H, e-i~x l)J ( x) lo es de 
HA perteneciéndo al mismo autovalor. 
. La descomposición de H~ en proyeccion~s puede obtenerse· 
definiendo N A Y N' i.. mediante cualquiera de estas dos fórmulas: , ., 

. y análogamente para N\. 
Entonces los dos' grupos unitarios tienen las. siguientes ex

\ pr,esiones ~ 

y también es fácil verificjlr que: 

00 00 

-iD=~x = r A:dNA=- ~ J AdRA' 

4) La relación entre la transformación de Hilbert y las fun
'ciones analíticas en un semlplanoestá dada por el siguiente 
,teOrema (v~r [51' teor; 95): (,So.n ~ondiciones equivalentes,/a): 
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Fep(x) =0 para x:>Oyb): ep(x) . límep(x+iy), donde ep(x+iy) 
V-'>-O 

"es ana~ítica en e(semiplano y>O, y tal que f lep(x+iY)1 2dx_= 
, 

O (1) para todo y». I 

Existe un teorema análogo (ver [5] teor:96) cuando Fep(x) = O 

para x> A" ;exigiéndose entonces fl~(x+iy) 12 dx =0 (e2Ay). . .' 

Mostraremos. la estrecha relación que hay ¡entre ambos teo
remas: 

Fep( x) = O para x >A significa que Fep( x) es autofunciónde' 
SA; por lo tanto ep( x) es autofunción de HA. y eiAW ep( x) lo es 
de H. Pero entonoes F[eiAWep(~)]=O para x>O, y por el pri-
mer teorema: / 

00 

O (1) = f leiA(w-HY)ep(x+iy) 12 dx=e-2~y f lep(x+iy) 12dx. 

De la misma manera podría haberse demostrado el primer 
teorema a 'partir del segundo. " ,. Vi 

5) La misma propiedad de HA puede aplicárse a la caracteri-, 
zación de la transformada de Fourier de un «paquete de ondas»\ 
En Mecánica' Cuántica, por ejemplo, se tiene un-espaci.o de im-

, pulsos que es el transformado unitario según F del espacio de las 
coordenadas o de configuración del sistema (suponemos 11..:..- 21t). 
Como los valores \ posibles del impulso están siempre acotados 
(pues la energía total disponible 'es finita), las. funciones de onda 
'en el espacio de impulsos deben anularse' fuera de un cierto r,e
cinto. Limitándonos a un: solo grado de libertad y recintos simé
tricos con ,respecto al origen tendríamos: tP (p) -;- O para 1 p 1> 
A>O. Pasando al ,espacio ,de configuración: ep(q)=F-1 tP (p) y 
por 10_ tanto ep(q) 'es autofunción de H~ y H-A' o '.sea e±iAq ep(q) 
autofunciones de H para los autovalores ± i, respectivamente 

H[eiAq ep( q) 1 = íeiAq ep( q) 

H[e-iAq ep( q)] = - ie-iAq ep( q). 

Sumando y r,estando obtenemos como condiciones necesarias' 
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y suficientes para que uria función cp( q) sea la transformada de 
un' paqueted~ ondas: 

,¡ 'H[cp(q) C?SAq]=-cp(q) senAq 

H[cp(q)senAq]=cp(q) COSAq: ' 

I Nótese que cualquiera de ellas implica la otra. 
1}:s también inmediato que las mismas condiciones deben ser 

- satisfechas por las partes real e imaginaria ,de cp ( q). Ahora bien; 
sean j ( q) y. g ( q ) dos funciones de L2; se verifica: 

FHj=,,. iSFf 1 _\ - :' - -
" .' .FHj. FHg = SFj . SFg=Fj .Fg 

FHg=- iSFg. . . 

y aplicando la fórmula de Parseval se obtiene (ver [5] teor. 102): 

m m 

, J Hj(q).Hg(q)dq=J j(q).g(q)dq. 

Este resultado aplicadoia nuestras funciones e±i>..q cp( q) nos 
permite deducIT: 

m '" 

J /cp(q) /2e2i>"qdq=- f /cp(q) /2e2i>..qdq 

m 

f /cp(q) /2e2i>..qdq=O 

es condición necesaria para que cp ( q) sea la transformada F de 
un paquete de ondas contenido en el intervalo (-A, A). 

Re,cordando el ,teorema de la. convolución: 

,F/cp(q)!2=F[F-l tP (p) F-1 tP(p) =F[F-1 tP(p) .F-1 tP(-p)1 

=tP(p) *tP(-:-p) 
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nuestra condición significa: 

m J tP(p). tP(p+2~) d~=O 

que por supuesto es necesaria pero no 'suficiente para que tP(p). 
sea un paquete de ondas. (Podrían _ser, por ejemplo, varios pa-, 
quetes de longitud menor que 2A separados por interval~s de 
longitud mayor que 2A). 

Si consideramos paquetes, contenidos en un I intervalo (a,.b) 
cualquiera 'en lugar del siIl)létrico (-A, A), obtendremos ,como 

condiciones: 

o 

H[ (eiaq+eibq) cp ( q) ] =i(ébq - eiaq) ep ( q) 

ll[( eibq_eiaq) cp( q)] = i (eibq+eiaq)cp( q). 

Compár,ese por ,ejemplo ~on [2]' 

Ejemplo: Sea ·tP(p) = , Entonoes F-1 tP (p) = 
," ¡V 2n para I pi < A 

O para Ipl>A. 
2 sen A q, d' b ,l' II l2 sen

2 
Aq 1 sen 2Aq 1 cual' ,en y e e cump use: ' , =-, ,o , q , q q 

efecto ocurre, como puede verificarse derivando con respecto al 
pará~etro A con lo que se obtiene la conocida rélación: 

H cos 2'A,q -:- -:- sen 2Aq 

(v'er [5], pág. 121). 

V. - Nuevas generalizaciones. 
t 

1) Como el operador de' Fourier se aplica en espacios muy 
g,enerales y el operador signo sIempre es fácil de "definir, podre-
mos generalizar mucho el operador de Hilbert. , 

Sea G' un grupo topológico conmutativo, localmente com
pacto,en el cual s~ ha definido una medida de Haar. Consi(le
remos las, funciones complejascp( x) en él definidas y de cuadrado' 
,del módulo integrable según dicha, medida. 

S'ean tP ( x) ll).s funcion~s análogas en el grupo e de caracteres 

\j 

/, 
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de G. La transformación de Fourier establece una correspondencia 
biunívoca 'entre ambos conjuntos de ·funciones. 

Separemos los elementos de G oC en. dos subconjuntos, A 
y A (su complementario), de igual médida si la medida total ·es 
finita, o amb.os de medida infinita en caso contrario. Parece útil res-

tringir las posibilidades exigiendo que, si x E A, x-l. A E A, siendo 
A: un elemento fijo. 

Definamos ahora un ,.operador signo del siguien~e' modo ~ 

¡ f(x) 
Sf(x) = 

. -f(x) 

si XE A 

si XE A. \ 

Entonces el operador de Hilbert será: 

H=....:...iF-1SF. 

Es decir,' si se parte de G, se pasa al. grupo de caracteI1es 
. mediante la transformación de Fourier, allí se· aplica el operador 
. signo y SIOl vuelve a G por la transformación de Fourier inversa .. 

Por lo .tanto las' propiedades de un operador de Hilbert 'de
.penden exclusivamente de las de un operador signo (y por supuesto 
de las de F). Los argumentos. de las funciones para las cual'es 
está definido eruno pertenecen al grupo de los caracteres del gru
po topológico al que per~enecen los argumentos de las funciones 
para las cuales se define el otro. 

Como 'hay mucha libertad para definir el operador signo , 
puede obtenerse una gran variedái:l de transformaciones de Hilbert, 
todas las cuales poseen las propiedades 3) y 4) de III, que son 
las' básicas. . 

2) Com~ 'ejemplo sencillo, ~ea G los números reales módulo 
2re; e ¡estará formado entonces por los enteros. Como medida, 
para G la de Lebesgue; e es discr,eto'. En G co¡nsideramos las 

'funciones de L2 (-re, re y y en e los vectores . {an} de norma fi-

nita: Z lanI2 <oo. 
-GO \ 

De G a e se pasa ritediante' la transformación de. Fourier:, 

1t 

Fep(x) = 2~ J ep(x) e-inx dx I (n entero) 

-1t 

. , , . 
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y. de C a G mediante: 

/ 00 

F-1. {an} = Z;an einx. 
-00 

El operador signo se define en ambos espaclos: 

¡ {an}' para n>O 

len C: S:{4~}= . O ~ara. n=.D 

, - fan} para, n < O , . 

(y 'es sabid() que -iansig!l (n) dálos coeficientes de la serie con
jl:!gada de . {an} ) 

y en G: ¡ cp(x) 
Scp(x)-:- ' 

, -cp(x) para -1t<X<O. 

para 0<'3;< 1t 

H cp (x) = -i ~einx sJ7t ~ ( t) e'-int dt = -i ¡ ; J' 'It cp (t) ein(x-t) dt _ 
21t -00 , - 1t 1 . 

-7t -7t 

-1 1 .;., ,7t I 7t - !:. L ~ (t) em(~tJ dt = .-;;<~ L '1' (t) sen n( x-t) dt, 

y ya es sabido en qué condiciones esto representa la función 
conjugada: , 

7t 

'. l.f~dt. -- t-;;c 
21t tg--¡¡-

-7t 

A la invérsa, en C: 

H fan} = -i fe-intS I,eimt,amdt= -i J' ~eit(m-':n)amdt-7t ¡ 7t 

. 21t -00 21t 
, -7t • ' o , 

" 

\ ' 
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y suponiendo que puede cambiarse el orden de los pasos al límite 
obtenemos: ' .. 

1 00 a' 
H {am}=-Z:. _m_ [(-l)!1!-n-l]. 

, 1C .-00 m-,-n 

fórmula semejapite a la 'del caso contin~o salvo un factor que anula 
la mitad de los sumandos y que aparece porque el límite: supe
rior de integración es finito y no hay una suma Césaro que elí
mme la parte oscilatoria. 

3) Transformación de Hilbert en dos dimensiones. Como 
segundo ejemplo tomaremos el plano, que coincide con sus carac-
t'eres. Definimos:' , 

00 \ 

Fcp(x, y) = ~ JJ ep(t,s) ei~tx+sY~dtds. 

, Definiremos al operador signo con respecto a la recta ax + by 
=0, que limita dos semiplanos: A(ax+by <O) y B(ax+by>O). 

¡" 'W(x,y).cuanqo (x,y)EB 
Scp(x,y) = ' 

-cp(x,y) cuando (x~ y) E A. 

El operador <;le Hilbert será: 

l' -~ 
2Hcp(x, y) =- iF-1SFcp(x, y) =-" . 4TI~ • 00 00 

JI e-i(tx+sy)S JJ cp(u, v) ei(tu+vs) du dv dt ds = 
-00 -00 

= 4TI: ¡Jr ~ JJ) e-i(tX+s;) ¡j cp (u~ v) ei(tu+vs) du dv dt ds = .' 
B A -00 

00 

. = 2~2 JJ dtds JJ cp(u, v) sen [t(u-·x)+s(v-y)] dudv. 
B 

. " 

/. 

'. , 

.1 
I 

J 

'1 
l 

• 1 

,1 
I 
1 

'1 
i 

'1 

'1 

.1 
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"1 
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T,eniendo, en cuenta que , 

00 00 

-!!sen[t(u-x)+S(v-y)]dtdS= JdS f se~[t(u-x)+s(v-y)]dt= 
B -00 -b 

-8 
a 

, 00 b-=f .. ::oSS[V-y-a (~-x)l ds 
U-X 

(habiendo hecho la suma Césaro de la integral sobre t); obten
dremos, suponiendo que puede cambiarse el orden de integra
ción, lo que no reduce esencialmente el domiNio de nuestras-

, funciones: 

~ b 
',' 1, J~ 'ff cp(u, v) coss[v-y- a.(u-x)] 

'2Hcp(x,y)=- ds' -~, ---·-----dudv 
:n:2 . u-x 

, 0_
00 

y. sumando las integrales ~obrel v y s: 

,00 , b 
. ,1, f (p(u,y+ a (\U-'-x» . 

2Hcp(x, y) -:- - , 'du 
:n: , u~x 

'y del' mismo modo se obtiene la fórmula simétrica: 

1 fa> cp(x + \~ (v:-y) , v) 
2H(p(X,y)=-; , ' v-y dv. 

Como se ve, para a, o b = O estas fórmulas se, reducen a, la 
de una variable. ' ' , 

%. 
Como :ejemplo tomemos a " b 1; cp (x,y) = y e -y 

~ -
u· 

. '''11,[ - %.] 1 f (u+y-x),a -, y du 
u • ,ye 2 = -, ,-'--~_"":'--'-:"_-

:n: u-x 

. x' 
-2+2yp(x)e~Y 

'1 

\ 

1 
\ 
\ 

I 
¡ 
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I 'x 

dond; p(~}= f e t% dt. 
,- Q 

'Conslclerando, a y 'como parámetro y aplicando la transfor-
mación de 'una variable obtendríamos en cambio: I 

~ ~ ~ 

H[ye; -2J= yH[e --2"]=2y p(x) e """"'2. 

(Las integrales aquí utilizadas pertenecen a la tabla de trans
formadas d.e Hilberf que se está compilando' en el Instituto de 
Matemáticas de la Universidad de Buenos Aires). 

Para a = b = 1 la transformación ,en ,dos variables puede es
cribirse en la forma simétrica: 

.21,1 ( ) -!. :f ep(u-y, u-x) d 
1 cp x, y - - u. 

• 1t' u-(x+y) 

4) Si Z;cmm ei(mx+ny) es una serie de Fourier doble, pueden de-
m,n 

fin irse infinitas series, conjugadas cuyos coeficientes estarían da
dos por: 

(a y b nlÍmeros reales) .. 
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