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e . UN TEOREMA EQUIVALDNTD AL DE ZORN (* ) *
" por Gregorio KLIMOVSKY

Diremos que una relacién <« sobre un conjunto A es arreflexiva si para
todo ae 4 se cumple a < a. :

Diremos que @, es cota supenor de un subcon,]unto A4’ de un conjunto
ordenado ® A si para todo a’e 4 se tiene a’ << a, .

1) 8i un conJunto A esti ordenado por uma.relacibn < arreflexiva y
a, es cota supenor de un subcon;]unto 4” de 4, entonces a,¢/ 4’°. En efecto,
para todo a’ed’ se tiené a’<a. Si aed’ se tendlia Gy <@y, lo que mo es
posible.

Congideremos ‘el siguiente enunciado: '

2) No ewisten ordenaciones arreflexivas en las que toda sub- ovdcnaozén
simple poséa cota superior en el sistema.

Para probar la equivalencia logica de esta proposlclén con' el teorema
de Zorn demostraremos primero que

I) ‘El teorema de Zorn implica la p1oposlclén 2).

Supongamos que exista un conjunto 4 ordenado por <, siendo esta re-
lacién arreflexiva y con la propiedad de que todo subcomjunto simplemente
ordenado posee cota superior en el sistema. Por el teorema de Zorn existe
un subconjunto A’ simplemente ordenado maximal (es decir, al que no se
le puede adjuntar ningGn elemento mayor o menor que todos los de 4’ sin
que deje de ser simplemente ordenado). Poxr ser squlemente ordenado poseers
una eota superior a, en el sistema, y por 1) se tendrd a, g4’ pues < es arre-
flexiva. Luego 4’ puede ampliarse en 4 por adjuncién de @, sin dejar de ser
simplemente ordenado, lo que contradice su maximalidad.” Por lo tanto 4 no
eyiste y 2) queda demostrada.

Veamos ahora que o

II) La proposicién 2) implica al teoremia de Zorn.

Como el teorema de Zorn es equivalente al postulado de buena orde-
nacién, bastari demostrar que !

II bis) La proposicién 2) Iimplica al postulado de buena ordenacién.

Supongamos que exista un conjunto 4 que no puede bien ordenarse. Con-
sideremos el agregado BE.={E g} do todos los buenos ordenamientos Eqa de-
finidos sobre subconjuntos dé A (agregado - que no es vacio pues al menos

"los puntos de ‘4 constituyen cada uno un conjunto bien-ordenado). Vamos

a introducir en ¥ un ordenamiento < de la siguiente manera:
Diremos que £ ¢« < E § si a) E a es gegmento de & §; b) Hay al menos
un clemento de E § que no lo es de E «. La condicién b) da carfcter arre-

flexivo a la relacién <C.

Comsideremos un sub-agregado E’ de E que esté simplemente ordenado
por <. Sea 4’ el subconjunto de 4 formado por todos los puntos que per-
tenezean algiin I » ¢ E’; vamos a definir una relacién R que permifird bien-
ordenar los punto. de 4°.

Sean @ y b dos elementos cualesquiera de 4°. Si existe algln EyeE’ al

(*) Resumen de la comunicacién plesent,tda en la gesién de la U. M. A.
del 22 de noviembre de 1947. '

(*) Ver 8. Lerscmirz, Algebraic Topology, Am. Math. Soe. ., 1942, phg.. 5.
El teorema de Zorn es légicamente equ1va1ente al ‘postulado de Zelmelo, de
modo que en el presente trabajo enunciamos a éste en una nueva forma.

(®) TUn conjunto se dird parcialmente ordenado w ordenado si ciertos pares
de elementos del mismo satisfacen alguna relacién < sujeta a la mera con-
dicién de transitividad. Diremos que es simplemente ordenado &i adem&s, para
todo par @, b del mismo, se tiene a < b 6 b < a.
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cual pertenezcan ¢ y b, diremos que @ posee la relacién B con b si b sigue
a o en Ey. Dado que E’ estd simplemente ordenado, Ey existe siempre.
Llamemos Ea* a la ordenacién obtenida por B sobre A’; es fhcil ver que es
una buena ordenacién, debiendo por consiguiente pertenecer a E. Ea* no puede
eubriv 4 (pues ello implicaria que'4 es bien ordenable), luego algtn z de
A no entra en:FEa:. Definamos Ep* como la ordenacién obtenida a'grega,ndo
a Fi+, considerando a @ posterior a todos los demés elementos. Bp e & y si-

gue a todos los E’, siendo por lo tanto cota, superior del aglegado E’ con res-
peeto a la ordenacién <.

De lo anterior se tiene que la 01de11ac16n < defmlda. sobre i goza. de
lhs siguientes propiedades: '

a’) es arreflexiva.

1’y todo sub-ogregado sumplemente ordenado de T posee cota superior en L.

“Por consiguiente Z contradice 2) y el conjunto 4 dobe poder bien-ordenarse.

Las demostraciones I y II mnos permiten concluir que el enunciado 2) es
eqlﬁvalente al del teorema de Zorn.
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Este es ol pl'imer fascieulo de una serie mimeografiada, NOTAs DE Ma-
TEMATICA, que se publica en Rio de Janeiro bajo la direccién de A. Mon-

. ‘teiro, No es libro de exposicién de alguna poreién conocida de la Matemética,

sino que tiene el cardcter definido de memoria original corriente, aunque con
abundancia -de detalles como para que su lectura resulte clara y amena. Comgp
el autor lo dice eh el prefacio, lo esencial de este. fascieulo ests contenido en
una nota de los Comptes Rendus, Paris. Consiste en lo siguiente. Sea F un
espacio abstlacto arbitrario, P el sistema parcialmente ordenado de las topo-
'loglas sobte I que pueden ser deducidas de alguna, pseudométrica (topolo-
gias pseudometnzables) , ¥ M el sistema palcmlmente -ordenado de las topolo-

~ glas metrizables (aqui pseu(lométnca. se distingue de la métrica comfin sblo
‘porque dos puntos distintos pueden tener distancia nula, y la relacién de

“‘precede’’ én las ordenaciones ‘esty entendida como. ‘%con igual o menos con-
juntos abiertos’’). Si cuando Z es un conjunto de topologias sobre F ponemos
8(Z) ¢ I(Z) para los conjuntos de todos los supremos y, respectivamente, in-
fimos de subconjuntos de Z (tanto supremo como infimo tomado en el lattice
completo de todas las topologias sobre E), los resultados fundamentales de
Nachbin se expresan: 1. ISIS(P)=ISI(P) es el conjunto de todas las to-
pologiag sobre E; 2. SIS (M) = SI(M) es el conjunto de todas las topologias
de T'réchet-Riesz (cada punto es un conjunto cerrado). En ambos casos el
resultado no se puede mejorar. Ademfs de estos teoremas de represeﬁtacién
el autor da para cada clase que aparece, S(P), IS(P), ete., una .caracteriza-

" cibn en 'térmings de las mnociones fundamentales de una topologia (conjunto
.abierto, punto de acumulaci6n, -ete.). Un ejemplo tipico es el siguiente (que

caracteriza a IS(P)): sl'un eonjunto X de F no es abierto, o existe un punto
de Xy un punto de su complementario topolégicamente equivalentes . (idén-
tiea’ clausura), o existe un punto de- X tal que todo entorno de este punto
contiene. una infinidad de puntos del complementario.
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