SOBRE UN TEOREMA DE E. HOPF

por M. CoTrAr y R. A. RICABARRA

§ 1. Introduccidn.

Sea M un espacio abstracto, T' una clase aditiva de subcon-
juntos A,B,... de M (1), m(A) una medida completamente adi-
tiva definida sobre T que vale 1 sobre el espacio total, m(M)=1,
y G={g,} un grupo de transformaciones biunivocas de M sobre
sf mismo que deja invariante a T' y a la subfamilia de T com-
puesta por los conjuntos de medida m nula, es decir:

m,) AeT, ge G implica AgeT,
mg) AeT, m(A)=0, ge G, implica m(Ag)=0.

En lo que sigue supondremos fijada definitivamente esta
notacién. Ademés de la medida fija m(A) consideraremos otras
medidas definidas sobre T'; una medida p(A) definida sobre T
se dirA m-invariante si: py) u(A) es completamente aditiva so-
bre T'; py) m(A)=0 equivale a p(A)=0; p;) p(Ag)=p(A) para
todo AeT; geG; ) p(M)=1.

Diremos que dos conjuntos A€ T, BeT son equivalentes por
descomposicion infinita (finita), abreviadamente e.d.i. (e.d.1.),
si existen dos descomposiciones A=A;+A,+... y B=B-+B,y+...,
en namero finito o infinito numerable (finito) de sumandos, con

(*) Entendemos por clase aditiva, como de costumbre, una clase no vaeia T
de eonjuntos, que contiene con cada subfamilia numerable su unién y con ca-
da conjunto su coniplementario respecto de M. Una medida completamente
aditiva sobre T es una funeci6n que hace corresponder a todo conjunto 4 de
T un nfimero m (4) > 0 de modo que para toda sucesién de -conjuntos dis-
Jjuntos dos a dos 4, 4,,.., se verifica m(4dt-dst...) = m(4y)+m(ds)---o
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Apn=Bpg, B,eT, g,¢G para todo n y A;Aj=B;Bj=0 para
i-/zj. En el caso de un grupo G ciclico o continuo monoparamé-
trico, E. Hopf demuestra el siguiente teorema(?): Para que
exista, una medida m-invariante p(A) es necesario y suficienle que
"M no sea equivalente por descomposicidn infinita con ningiin
subconjunto M’ de medida m(M’) <m(M). Hopf dejé abierto
el problema de si-el teorema sigue siendo véalido cuando se reem- o
- plaze. «descomposicién infinita» por «descomposicién finita». En
esta nota extendemos el teorema a una clase muy amplia de
grupos G (que contiene a los abelianos y los resolubles). Los
argumentos usados por nosotros son enteramente diferentes a los
de Hopf y se basan en el uso de la equicontinuidad del grupo
G: G se dice equicontinuo (respecto de la medida m(A)) si dado
£>0 existe d>0 tal que m(A)<d implica m(Ag) <e, cualquie-
ra sea ge¢G. Precisamente, probamos que la equicontinuidad de
G es equivalente simultineamente a la existencia de una medida
m-invariante y a la imposibilidad de que M sea e.d.i..a un
subconjunto ‘M’ con m(M’)<m(M): Usamos para esto un arti-
ficio de von Neumann (ver § 2) con lo que se logra las ventajas
de mayor sencillez, concisién y generalidad. Ademas la medida que
proporciona el teorema se obtienc constructivamente, aunque con
la intervencién esencial del axioma de Zermelo. Estudiamos las
propiedades de un conjunto que llamamos ntcleo singular (§-4)
y que encierra toda la patologia que -aparece en el caso de no
existir una medida m-invariante. En cuanto al problema de
Hopf, fué resuelto por P. Halmaos (2) con un interesante ejem-
plo negativo. Combinado este ejemplo con el teorema 5, con-
duce a curiosas propiedades del grupo de los enteros (teorema 7).

§ 2. Grupos medibles. La media de v. Neumann.

' Un grupo G={g,} se llama medible (v. Neumann, Zur all-
gemeine Theorie des Masses, Fund.” Math. 13, 1929, pg. 73-116)
si existe una medida v definida para todos los -subconjuntos

(*) ZTheory of measure and invariant integrals. Trans. Amer. Math. Soc.
14 34,‘1932, pg. 373-393. Hopf impone a la medida la condicién suplementaria:
m{(4)>0. implica la eristencia de un BC4 con 0<m(B) <m(4), que nosotros
no suponemos. Ver ademfs L, HALMos, Ann. of Math. V.48 (1947), 735-b4.

"
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[cG, simplemente aditiva, invariante a derecha y que vale 1
sobre G, es decir:

v;) v(I). es definida para todo conjunto ECG y V(F)>O
v,) s Fy, T, son disjuntos ¥(EytEy)=v(Ey)+v(Ty),

vg) v(i‘.g):v(F.) para todo g¢ G, -

v) v(G)=1. o

Si f(g) es una funcion real acotada definida sc')br\elvG, se
puede definir una integral o media '

Mmefﬂmmm

segtn la construccién usual de Riemann. Esta M(f) -posee las
propiedades siguientes:

My) M\ fi+Xofs) =X\ M(fy) -2y M(f,) si ); son nameros reales,
My) Si f1(g)=1(gug) es M(f)=M(f), |
M) Si f(9)20 es M(f) 20,

M) S f(g)=1 es M(f)=1

b

La clase de‘los grupos medibles es bastante amplia (v. Neu-
mann, l. ¢.); en particular todos los grupos resolubles, y por
tanto los -abelianos, son medibles.

Retomemos -ahora los elementos y terminologia del § 1 y
supongamos para el resto de este § que el grupo G es medible.
Haciendo uso de un simple artificio de v. Neumann (1. c.) aso-
ciaremos a la medida m(A), Ae¢T una medida m*(A) definida

por
m*(A)=M(fa(g)) donde f4(g)=m(Ag).

La medida asociada m*(A) tiene las prop1edades siguien-
tes (3): ‘

(®) Este artificio resulta una herramienta muy atil en la construceciém de
medidas invariantes, como se proponen mostrar los autores en un préximo
_ trabajo.
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my*) m*(A) estd definida para todo AeT y m*(A)=0,

mz*) m* es simplemente aditiva, es decir, A;. A, =0 implica
(A Ag) = m¥(A;) | m*(4y),

m*;) m*(Ag)=m*(A) para todo Ae¢T, geG,

m,) m*(M) =L,

mg*) m(A)=0 implica m*(4) =0. .

La dltima propiedad es consecuencia de la propiedad de inva-
riancia my) de la medida m(4).

'§ 8. Equicontinuidad respecto de m(A).

Si A y B son equivalentes por descomposicién finita o in-
finita, A=A;+As+..., B=B;+By--..., A,=B,qg,,
pondremos A=DBd, donde d es la transformacién biunivoca
- definida sobre B, que coincide con g, en B,.

Lema 1. (i) La condicidn m,) equivale a la siguiente:

my') para eada ge G y €>0 existe un 5>0, d=>5(¢,g) tal
que AeT, m(A)<d implica m(Ag) <e.

(it) Si A=Bd, dado ¢>0 existe un 6>O tal que B'cB,
m(B'y<d implica m(B’d)<c

Demostracion. (i) Evidentemente my') implica m,). Recipro-
camente, supuesta m,), si no se verificara m,’) existiria una suce-
sibn Ape¢T, B, eT y un ge G con m(An)<1:2r, m(B, )>6>0
B, An g.

Poniendo A’,= Z A, B =Ag, seria m(A)) —0, m(B",)
>~6 >0, de donde m(NA,)=0y m(NB,)= m ((NA)g) =

>0 contra my).

(ii) Es consecuencia facil de (i), y omitimos la demostra-"
cion. 4

El lema precedente sugiere la siguienbé

Definici6 n: El grupo G={g,} se dira equwontmuo (res-
pecto de m(A)) si dado €>0 existe un-5>0, d=>3(e), tal que
cualesquiera sean A¢T y ge G, m(A)<® implica m(Ag) <e.

Teorema 1. Para que un grupo medible G sea equiconti-ﬂ
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nuo es necesario y suficienle que exista una medida p(A) m-
invariante (§1). Demostracion. Necesario. Sea G equicontinuo. Va-

. mos a probar que la medida m*(A)=u(A) asociada a la m( A)

(§ 2) es m-invariante. Si m*(A)=0 resulta de.M;)—M,) la exis-
tencia de una sucesién g, ¢ G tal que f4(gn) —0, donde f4(g)=
m(Ag); luego m(Ag,)— 0 y por la equicontinuidad m(A)=0.
Asi pues m*(A)=0 implica m(A)=0, y por m*;) m(A)=0
implica m*(A)=0. Luego sélo falta probar que p(A)=m*(A)
es completamente aditiva sobre T o sea que A;2 A2 ..., A,—0
(interseccién vacia) implica p(An) — 0. En efecto, An——>0 im-
plica m(An) — 0, luego por la equicontinuidad supgm(4,g) — 0,
de donde M(f4,) — 0, m*(An) — 0.

" Suficiente. Supongamos la existencia de una medida p(A)
m-invariante. Probaremos que G es equicontinuo. De lo contrario,
existiria un €,>0 tal que cualquiera sea la sucesion d,>0 exis-
ten AneT, g ¢ G con m(4,) <, m(4,q,) > ¢, Corno p(A)=0
si m(A) =0, resulta que dado &>'0 existe 5>>0 tal que m(A4) <d

implica p(A)<e; podemos pues tomar los 5,<1:2n y tales que ade-
" méas p(A,)<1:2n. Poniendo B,= = A,l, B _ZJAW gnm(By)

—0y m(By’) >¢,>0, luego B, ——>B con m(B) O y B — B’
con m(B’) >¢,. Pero

[ee] o0 o -~
H‘(B/)é E H’(An, gn) ZZ'{F’(AII) é Z 1/2”':
luego p(B’)=0 y por lo tanto m(B)=0, -contradiccién.

Lema 2. (1) Si Bhw=B,d,, Tm(B',)<»,dada una suce-
sién de numeros reales £;>>0 se puede hacer corresponder a todo
numero natural k un nimero natural N(k) de modo tal que si
{n;} es una sucesion de nimeros naturales que verzfzca ni; = N(ny)
(i=1,2,...), se puede determinar para cada i un conjunto
C,.CB,; tal que m(B,,—C,y<sg; y los C,,=C,d, semn dis-
junios dos a dos. (ii) Si ¢ =0, dn, C=limsup C,, y los C*, son
disjuntos dos a dos, entonces existe EC, m(C—E)=0, ¢ in-
finitos conjuntos Ej, disjuntos dos a dos, cada uno equivalente por
descomposicion infinita con E. Demostracion. Por el lema 1, (ii),
existe un §,>0 tal que B < B’;,, m(B) <%, implica m(Bd;-1) <,

- Por ser Zm(B'n) <o podemos elegir, para cada k, el N(k) de

modo que Zm(Bn)<d, Si {n;} es una sucesién que verificla
(k)

niaiy Tl
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Ny = N(n,-), poniendo D';=B'n. ZB',, D;=D';d-1,,, serda m(D’;)
g1
<d;, m(D;)<e; ylosconjuntos C,=Bn—D; responden ala tesis. (ii)

Sea €>0,&—0, y N;<N,<...N;<... una sucesi6n de niimeros

: Nig1
naturales tales que para cada k, m(G—X=C;)<e, Poniendo
n=1--Ny :
N1 N1 ]
$;=2C,, §,==0C,, es ev1dente que si {;} es una sucesioén in-
14, 1+,

finita de ntmeros enteros y S= L S, entonces S es equivalente
por descomposicién infinita con un S’CU Sy m(G—8)=0. Si

se descompone la sucesion de los ntimeros naturales en infinitos
conjuntos {k;} disjuntos do a dos y se pone Sn= U Spm s es Sn

e.d.i. con un S"CUS§n, los S disjuntos dos. a dos y
m(C—Sr)=0. Basta poner E'= Sn. .

Teorema 2. Para que un grupo medible G sea equicontinuo '

respecto de la medida m(A), es necesario y suficiente que M
no sea equivalente por descomposicion infinita con' nin-
gun conjunto M’ de medida m(M’)<m(M). Demostracién.. Ne-
cesario. Supongamos que G es equicontinuo y M e.d.i. con A,
m(M") <m(M). Gomo por el teorema 1 existe una medida m-
invariante p(A), resulta p(M)=p(M’), p(M—M")=0, m(M—M")
>0, contrariamente a la definicion de m-invariancia. -
Suficiente. Supongamos que G no es equicontinuo. Entonces
existe una sucesion B,eT, g,¢ G, B'a=B, ¢, con m(B,)>d>0,
m(Bn)<l:2n. Por el lema 2, (i), existe una subsucesion B,
y conjuntos C,, =B, ,;, Cn,=Cn, grn, con m(limGCpn, )=0>0
y los C’,, disjuntos dos a dos. Por el lema 2, (ii), poniendo
C=limC,, , existe un ECC con m(E)=m(C)=5>0 y una
sucesi6n infinita de conjuntos E, disjuntos dos a dos, cada uno
e.d.i. con E. Por la propiedad my) debe ser m(E,) >0 para todo
n, puesto que m(E)>6>O Por ser los E, disjuntos y e.d.i:

dosados, ¢s E'= UE' e.d.i. con E” —UL’ m1entras que m(E")

<m(E"),E"cE'. Dc aqui resulta que M es e.d.1. con M'=E"+
(M=EY, m(W) <m(M).
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Observacion. Las partes «suficientes de los teoremas 1 y 2

valen para grupos G arbitrarios. :

: De los teoremas 1 y.2 resulta la generalizacién del teorema

] de Hopf

Teorema 3. Si G es un grupo medible, una condicidn :

% . necesaria y suficiente para que exista ung medida m-invariante,

‘ es que M- no sea equivalente por .descomposicion infinita con
ningun conjunto M' de medida m(M’)<m(M).

Para cerrar este § observemos que con idéntico método al
usado hasta aqui se extiende a grupos G medibles el teorema
de Birkhoff-Smith sobre las medidas de orden m (teorema 2
del trabajo citado de E. Hopf). !

§ 4. El miclet; 'singizlar S’

En este § consideraremos algunos aspectos de la no equicon-
tinuidad del grupo G. :

! Definicién: Designaremos con A={5} (A’={%'}) al conjunto
- de los nimeros reales =0 (% =0) tales que existe un conjunto
BeT, m(B)=>% (m(B)=%) y una sucesién de conjuntos B,
n=1,2,..., disjuntos dos a dos, tales que B es e.d.i. (e.d.f.)
con cada Bn, diremos que el conjunto B pertenece a de A (8¢ A’).
Evidentemente A’cA ¢ inf A=inf A’=0. .

Lema ‘3. (i) Sup A=sup A’="5,. (ii) dyeA (4). (iii) Si

B, pertenece a 5, B, a d,, enionces m(B —B;)=0, luego si B,

y B, pertenccen ambos a b, es m(By—B,)=m(By;—B,)=0.

(iv) Todo conjunto B perteneczente a d, es invariante salvo me-

dida m nula (5). Demostracion. (i) Evidentemente basta probar

que sup A’=supA. Sea B perteneciente a 5¢ A y B, infinitos con-

i juntos disjuntos, cada uno e.d.i. con B. Dado £>0, podemos

g determinar para cada n un BrCB {al que m(B—Br)<e:2n y
. que Br sea e.d.f. con una parte B’» de B,. Poniendo ‘C=N Br
R es m(C)>d—e y C e.d.f. con infinitos subconjuntos C.C B,
(f. : disjuntos dos a dos. Luego C pertenece a un & ¢ A’ con .d > d—e,

() El problema de si también 3;e A’ equivale, en virtud de (iv), ai

problema de Hopf (§ 1). ‘ . '

¥ (°) Bi G es numerable, por ej. ciclico, se puede afirmar mis ain: entre
los conjuntos pertenccientes a 3, hay uno invariante. ’
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lo que termina la demostracién (i). (ii) Sean 8,—8y, d,¢ A, Bn

- perteneciente a 9, y, para cada n, Bry, Bn,, ... infinitos con-

juntos disjuntos ,cada uno e.d.i. con Br. Por ser los Bry, dis-

juntos dos a dos para cada n fijo, podemos elegir k,|de moda
o0

tal que Zm(Bny,) <o, luego por aplicacién sucesiva de (i) y
=1 .

(it) del lema 2, resulta la existencia de un conjunto E com

m(E) =93 =9, e.d.i. con infinitos F, disjuntos dos a dos; luego

¢ A, =%, y resulta =25, dy¢ A. (iii) Suponiendo lo contra-

rio o sea B, perteneciente a 9, B _a ¥y y m(By+B,)>9d, po-

niendo B#=PB,, B2ti=RB,, B=1im B», ehglendo la sucesién

{n;} del lema 2 (i) de modo que n; sea par o impar conjunta-
mente con k y aplicando (i) y (ii) de dicho lema a los ‘con-
juntos actuales Br; resulta que B pertenece a & =m(B)>?d,, con-
trariamente a la definicién de d,. (iv) Consecuencia inmediata de
(iii).

Lema 4. Eziste un conjunto S de medida m(S)=2%, in-
variante -salvo medida nula (ver nota (5) al pie de la pag. 55),
y que contiene una infinidad de conjunios S, disjuntos dos a dos,
cada uno equivalente por dscomposicidn infinita con S. Demos-
tracién. Si B pertenece a &, y B,=Bd, son los conjuntos dis-
juntos dos a dos y e.d.i. con B, resulta del lema '3, (iv) gue
el conjunto B»=B,—B (n=1,2,...) es de medida m(B’,) =0,
luego también es de medida nula.el conjunto B’=cipsula inva-

riante de Z}B’n respecto del grupo numerable generado por todos

los geG que intervienen en algtn d,. Basta poner $=B—p.

Definicidn. Al conJunto S del lema 4, que en virtud del lema
'3 (iil) estd determinado salvo medida m nula, lo llamaremos
nucleo singular del espacio (respecto del grupo G).

Observacidn: Si G es numerable, en particular ciclico, S
puede tomarse estrictamente invariante. El significado del micleo
singular como acumulador de la no-equicontinuidad del grupo G,
aparece claramente en el siguiente teorema 4 y corolarios, que
son consecuencias inmediatas del lema 4 y de la demostracién
del teorema 2. Valen «salvo medida nula».

Teorema 4. En M‘—S es G equicontinuo. -Dentro de S,
G no es equicontinuo en ningun subconjunto invariante.
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Corolario 1. Para que exista una medida m-invarianie es
necesario y suficiente que el nucleo singular tenga medida m(S)=
5o=0. |

Corolario 2. En M — 8 existe una medida m-invariante.

Corolario 3. Toda medida complelamente aditiva e in-
variante (jno necesariamente m-invariante!), definida en S, es
idénticamente nula

Corolario 4. Si G'SG es un subgrupo de G de indice fi-
nito y S es el nicleo singular correspondiente a G, es m(S—S§')=
m(8'—S)=0. En particular si G es ciclico, G={gn}, n=0, -1,
42, ..., todos los subgrupos de G tienen un mismo nicleo sin-
gular S [Mas general: esto vale si G/G’ es &equicontinuo»].

Reunimos en el siguiente teorema las propiedadles patolégicas
del nicleo singular S. .

Teorema 5. (i) Todos los punios Z¢S son no, periddicos,
es decir hay infinitos elementos distintos de la forma zg, geG.
(ii) Eziste una sucesidn no decreciente de conjuntos S» tales que
lim Sr=3S, y para cada Sr existen infinitos Smy, (k=1,2,...) dis-
juntos dos a dos, cdda uno e.d.f. con Sn. (iii) Para todo e>0,
existe I =S, m(S—E) <e, e infinitos g,¢ G tales que los con-
juntos Eg, son disjuntos dos a dos. (iv) Para todo €>0 ewiste
un conjunto E &S e infinitos g, ¢ G tales que m(E) <e y m(Eg,)
—m(S). (v) Existe una pariicién (salvo medida nula) de S en

infinitos conjuntos disjuntos, S= 3 S+ 80, m(8°) =0, tales que
1

cada S admite infinitos trasladados Sr g, (k=1,2,...) disjuntos
dos a dos. (vi) Existe un continuo de particiones de S en infinitos
o0

conjuntos disjuntos S=Z Sn tales que cada S» es e.d.i. con S.
1

(vii) Si G={gn}, n=0, 41, 42, ... es cwlzco, existe una parti-

cion de S en infinitos conjuntos disjuntos S= ZSP donde SP es

e.d.i. con S respecto del subgrupo Gp={gnp}, n:O, +1,42,....

Demostracion. (i) y (ii) son consecuencias inmediatas del
lema 3.(i). (iii) Sea S la sucesién de los conjuntos.de (ii) y ng
tal que poniendo E,;=_S8m sea m(S—F,)<<e/2. Si m*(A) es la

. medida asociada (§ 2) que es invariante y finitamente aditiva,

> s '.?‘;;:" i
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resulta de la definicién de los Se que m*(E;)=0, luego por la
propiedad m¥*;) existen infinitos g, ¢ G ‘con m(E, gz)— 0. Por la
aplicacién del lema 2 se consigue un ECE; y una subsucesién
gn; con m(E,—E)<e:2, m(S—E)<e, y los Eg,, disjuntos dos
a dos. (iv) Si S» es la sucesion de (ii) ny tal que m(S—S87)<e,
poniendo E=38 — Sm serd m(F) <e y como m*(Smw)=0, resulta
m*(E)=m*(S) =m(S), pues S es invariante salvo medida nula.
Luego por m*;) existen infinitos g¢,e¢ G con m(Egn) — m(S).
(v) Poniendo R'=S81, Rrn=_Sn— Sr—1, los razonamientos de (iv)
prueban que para cada n existe un E, LG Rn con m(Rr—E,1) <
gy : 27 ¢ infinitos E, g, (k=1,2,...) disjuntos dos a dos. Ané-
logamente para cada n existe un E 2CRr—E1 con m(Rr—E,1—
En2)<ey: 20 y con infinitos E,2 g, disjuntos dos a dos. Siguiendo
en esta forma y eligiendo e,—0, los E,* proporcionan la des-
composicion deseada. (vi) Por definicién de S, existen infinitos
conjuntos Sy, S,, ... contenidos en S, disjuntos dos a dos, cada
uno e.d.i. con S. Si {n,} es una sucesion de nameros naturales
que no contiene a todos los ntmeros naturales, el conjunto
S¢=S — = Sn,;, contiene por lo menos un §;, e.d.i. con S, luego
por el teorema de Cantor-Bernstein, en la forma que le di6 Ba-
nach (ver Fund. Math. 6, 1924, pg. 236-239), es S, e.d.i. con
S. De modo que para cada tal sucesién {n;} hay una particién
S=2XS, deseada, luego las hay un continuo. (vii) Daremos sélo
un esbozo de demostracion porque los detalles requieren un espacia
que estd en desproporci()n cor la importancia de la propiedad.
Sea I, e.d.i. respecto de G con S, {E;r} una descomposicién
respecto de-Gp. Se elige {n,}, p=1,2,... suficientemente grande,

By, Eze {E2}, i=n,, y se pone E'\= (El—ZEiP) + {la imagen en

E, de la parte restante de Ey} en reemplazo de E,. Asi By, Ey
son conjuntos e.di. con S respecto de G, G? y d1s3untos Luego
se busca £, E;, Ege {E8}, i=n,, y se hace aqui con E'y, Eg y
E,, E; respectivamente lo que primero con E; y E,. Siguiendo
de esta manera, F; (y lo mismo cada conjunto E; que aparece)
queda reemplazado por una suma de conjuntos e.d.i. con una
parte de él, que por el lema 1 serd todo E;, salvo medida nula
con s6lo tomar n; suficientemente grande; -y estas sumas son
disjuntas dos a dos.

Corolario 1. Ewiste una sucesién de conjuntos St conte-
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nidos en S con imSr=S, tlales que toda medida finitamente -
aditiva, invariante, definida en S, se anula en S*, n=1,2,...

CGorolario 2. Para que exisia en M una medida m-inva-
riante, es necesario y suficiente que para cada conjunto E,,
m(Eq)>0, ezista una medida v(E) finilamente aditiva ¢ inva-
riante con v(Ey)>0. La necesidad es obvia; la suficiencia es
consecuencia de (ii), poniendo Ey=S» si m(Sr)>0.

De (vi) se deduce inmediatamente la siguiente generalizacién
para grupos (r arbitrarios del teorema 1 de la memoria citada
de E. Hopf, sobre la medida de compresibilidad: Si {A} es el
minimo conjunto invariante que contiene a A, se define para todo
Bc{A} la med1da de compresibilidad p4(B) como el 1nf1mum

de las sumas Z:m(BL g) para las p051bles particiones B = Z B;

1 fem]l
y los posibles g;¢ G tales que B;g;A. Para A fijo es p,(B)
una medida invariante, completamente aditiva sobre la familia
aditiva formada por los conjuntos de T contenidos en {A}. Por
tanto de (vi) resulta:

Corolario 8. Para todo ACS es p.A({A}) 00 o,
§ 5. El problema de E. Hopf.

Diremos que EeT verifica la propiedad (h) (respectivamente
(h*)) si para ningtn ge G es EgcE, Eg-/=E (E9cE, m(E—Eg)
>0); analogamente E verifica (h,)((h*,)) si E no es e.d.i. con
una parte By CE, Ey=/=E, (ByCE, m(E—E,)>0). T verifica
(h) etc., si lo verifica todo EeT. E. Hopf prob6 (l.c.) que la
condicién (h*) para T equivale, en el caso de G ciclico, a la noj
equivalencia por descomposicion finita de M con una parte propia.
Aunque el problema de Hopf fué resuelto por la negativa por
Halmos, cabe considerarlo para cada T particular: ¢Es cier-
to que si T verifica (h*) verifica también (h*,)? Para grupos
G no ciclicos el problema de Hopf sé resuelve trivialmente por
lanegativa: sea M el conjunto de los ntmeros naturales, m(A) una
medida completamente aditiva definida para todo subconjunto A M
no idénticamente nula, g; la permutacién de M que'permuta i con
2iy deja invariantes los demas puntos, G=grupo generado por los g;.
Vamos pues a limitarnos al caso de G ciclico, G={g"}, n=0,
41, 42, ..., generado por una transformacién ¢. En este caso la
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diferencia entre (h*) y (h*,) (para T) se advierte claramente,
teniendo en cuenta que (h*,) se expresateoremab (iii) como la
imposibilidad de la existencia de un conjunto de medida m positiva
con infinitos congruentes disjuntos, mientras que (h*) equivale
a la imposibilidad de la existencia de un conjunto de medida m
posmva con todos sus congruentes disjuntos dos a dos (en efecto,
si EgcE ,m(E—Eg) >0, el conjunto E—Eg tiene medida posi-
tiva y todos sus congruentes disjuntos dos a dos).

Observemos que si M={x;}- es numerable y G={gn} ci-
clico, el problema de Hopf se resuelve por la afirmativa; en
efecto, en este caso la clase aditiva T es atdémica, es decir existe!
una sucesién de conjuntos disjuntos {A;} tal que todo Ee¢T es
uni6n de dtomos A;, y por tanto Aige {4,). Si hay un A, de
medida m(A,)>0 tal que A;gi-=A4;9isi i5=j (es decir A es
no periédico) entonces no se verifica (h*) y por consiguiente
tampoco (h*_); y si todo 4; de medida m(4;)>0 es periédico,
existe evidentemente una medida m-variante y se verifican am-
bas condiciones (h*) y (h*,). Gomo simple corolario de esta
observacién resulta el siguiente

Teorema 6. Si T es una clase completa respecto de una
medida finita w(A) completamente aditiva e invariante respecto
de G={gn}, y M es de polencia cardinal no-medible (¢), el pro-

blema de Hopf tiene solucion afirmativa. Demosiracidn. Sea .

m=a-s, a=absolutamente continua respecto de p, s=singular.
Si T no verifica (h*,) es M e.d.i. con M’, m(M—M') >0,
- wW(M—M")=0, a(M—M')=0 y por tanto s(M—M')>0, y en
virtud del teorema 3, no existe ninguna medida s-invariante. Por
ser T' completa respecto de p y M de potencia cardinal no-medible,
se sabe (B. Pettis, Duke M. J. 4, 1938, pg. 552-565). que s se
reduce a su espectro numerable, es decir, existe un conjunto nu-
merable de puntos {z,}!C
en su complementario. Ademés es facil ver que el espectro de s
es invariante respecto de G. La observacion que precede este teo-
rema termina la demostracion.

() T es completa respecto de p, si p estd definida sobre T y si todo’
conjunto contenido en un conjunto de medida y nula pertenece a T. Un nb-
mero cardinal es no medible, si una medida completamente aditiva nula en
los puntos, definida sobre todos los subconjuntos de un espacio.de esta po-
tencia, se anula idénticamente (ver S. Uram, Fund Math. 16, 1930, pg. 140-150).

<M con s(z,)>0 y tal que s se anula"

7
1
|
i
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Sea Z el grupo de los ntimeros enteros y g la;transformacién
que a n hace corresponder g(n)=n+1, y G={g"} el grupo ci-
- clico correspondiente -

Definicién. Diremos que Y ©Z es un conjunto (P) si cual-
quiera sea el entero p, —o <<p <o, el conjunte YUYgr U..
YgrelJ... (n>0) tiene la propiedad (h) respecto de G= {g"‘} '
YCZ se d1ra un conjunto (Q): (respectlvamente (Qp)) si Y es un
conjunto (P) y si ademés Y es e.d.1. con Z respecto de G={gn}
(respectivamente Gr={gprr}) y respecto de los conjuntos (P),
es-decir 81 Y=Y, +Y,+...,Z=2Z,+2Z,+..., 'Yin:-ZiZj=O
para i7/=j, Y;=2Z;gn (Yi=Z;grn), siendo cada Y; un conjunto
(P). La demostracion del siguiente lema es facil y la omitimos.

Lema 5. (i) Las propiedades (h), (P), (Q) son invariantes
respecto de g. (i) Y tiene la propzedad (P) si' y solo s
U%y YgwoY para todo p, —oo <p<—oo. (iil) Si cada Y;
verifica (P) también lo verifica U;Y; (w) Si Y ven]'wa (h)

también lo venflca el complementario de Y.

Teorema 7. El grupo Z de los numeros enteros po-
see las siguientes propiedades:

(i) Z admite un conlinuo de particiones en infinitos conjuntos
disjuntos Z=U",_;Yp, donde Y, es un conjunio (Qr).

'(ii) Eziste un Y ©Z que es un conjunto (P) y tal que para
cada entero p, —oo<<p <+, ewislen infinitos n;=ni(p) tales
que los conjuntos Y grr; son disjuntos dos a dos.

(iii) Para cada p existe una infinidad no numerable de con-
juntos (Qr) incongruentes dos a dos.

(iv) Para cada p existe un Y que es un conjunio .(Qp) vy tal
que designando con Iy al intervalo (—N,N), se verifica, para
N— o,

limite {(nimero de elementos del conjunto YNIy). N-1}=0.

Demostracion. Segtin. Halmos existe una T que verifica
(h*) y no (h*,). Primeramente observemos que si T verifica
(h*), dada una sucesion de conjuntos E,e T, existe otra E’ng T tal
que Emcily, m(E',)=m(E,) y tal que todos los conjuntos
E'y,=EnUEngrUEmger U ... (n=1,2,..., p entero arbitrario)
verifican la propiedad (h); para ello basta evidentemente suprimir
los conjuntos de medida nula que distinguen la propiedad (') de




la (h). Como para todo punto z€¢ M no periddico la trayectoria
{zp}={xgr} es isomorfa con el grupo Z, las definiciones de con-
juntos (P) y (Qr) se transportan obviamente a subconjuntos
de una trayectoria. Entonces si FeT es tal que I y todo Er=
EUEgr'Eg2rU. .. (p entero cualquiera) verifican (h), para todo
punto z€ £ no periédico, £N {z,} es un conjunto (P). Luego, de
la observaciéon anterior y del hecho de que todo z€¢lS es no pe-
riédico, se deduce que si T verifica (h*), para todo ECS,
m(E)>0, existe un E'CE, m(E')=m(E), tal que para todo
todo punto ze¢E’ es E'N {z,} un conjunto (P). De estas obser-
ciones y de (iii), (vi), (vii) del teorema 5 resultan inmediatamente
(i) y (ii) de la tesis. Para demostrar (iii) supongamos, por lo
contrario, que los conjuntos (Qr) forman una familia {¥i} nu-
merable. Por (vii) del teorema 5 y por lo dicho mas arriba, existe
un conjunto E<S, m(E)>0, tal que para todo ze¢k es
EN{z,} un conjunto (Qr). E queda descompuesto en una infi-
nidad numerable de conjuntos, £=XE; i=1,2,..., donde E;
estd formado por aquellos puntos z de I para los cuales EN
{z,} es congruente al conjunto Y;; en otros términos, si ', x”,
son dos puntos-de un mismo F; sus trayectorias interceptan a
E; en conjuntos isomorfps a Y; Tijando un z¢ E; y poniendo
B = (E; N {zp}) g", 'por ser los E i) -subconjuntos de una
misma trayectoria  isomorfa a Z, existe un sistema atéwmico
{Aji(x)} tal que cada Aji(x) es una interseccién de una infinidad
numerable de conjuntos E,i®)," cada E,¥*) es uni6n de 4atomos
Aj(z), Aj(z)ge {Aji(.x)}, y dos atomos coinciden o son disjun-
tos. De lo observado més arriba respecto del isomorfismo de los
conjuntos E;N {wP para,i fijo y x ¢ [; variable, resulta que Ila-
‘mando K;=U,_YZ(E;gr) y poniendo E' i=1FE;g", existe un sis-
tema alomlco {Aji}, AicKy tal que cada AJL es una intersec-
cion de una infinidad numerable de conjuntos E.i, Aji=I;NEgmN
EgrN..., n, =n,(j), cada L, es unién de 4tomos A]l, A/ ge
© {Aji}, y dos atomos o comcu]en o son disjuntos. Como E tiene
infinitos conjuntos e.d.i. disjuntos y EN {x,} es un (Q), se de-
duce que.para cada Aji son disjuntos dos a dos los.congruentes
Ajig, Ajig?, .. .. Luego poniendo H=EguN Eg=N..., HNK;=

Aji, se tendra Hg CH,Af cH—Hg, HeT, lo que en virtud de la -

condicion (h*) de la hipétesis implica m(Af)=0, para todo ato-
mo Aj. Luego m{E;)=0 y m(E)=Z=Zm(E;)=0, obteniéndose
una contradiccion, lo que prueba (iii). En cuanto a (iv), se obtiene

T L
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facilmente la tesis, combinando el corolario 1 del teorema 5 con
propiedades conocidas del grupo medible Z. Con esto queda ter-
minada la demostracién del teorema 7. -
Finalmente observemos que si ¥ ©Z es un corijunto (P), se
deduce del lema 5, (ii), que toda progresién aritmética contiene
Ringuno o infinitos puntos de Y. Luevo existe una funcién que a
todo sistema finito (iy,...,I,) de nameros enteros (n arbitrario)
hace corresponder un ntmero entero a(iy,...,i,) >0 tal que Y
contiene a todos los numeros de la forma {a(i,)i;+a(i;,)is+ . .
a(ly,. . .i,)in} . Por lo tanto un conjunto (P) debe ser extraordi-
nariamente abundante en puntos, y ya para p>2 no hemos po-
dido encontrar ejemplos de conjuntos (Qr) (7). En una nota si-
guiente desarrollaremos el método de equicontinuidad aqui usa-
do para obtener una caracterizacion de los operadores de Koop-
man y una snnphflcacmn de los teoremas de Dunford-Miller.

i

() Tn cambio se construye con toda facilidad un continuo de conjuntos
(P), no congruentes dos a dos, observando que la interseccién de un arco de
la cireunferencia con la trayectoria de un-punto respecto de una rotacién
irracional determina un econjunto (P).




