- TRANSFORMACION DE CONFIGURACIONES DEL
CAMPO DE RADIACION.

APLIGACION A Lj RADIACION DE MULTIPOLOS.

por Jost A, BALSEIRO
Instituto de Fisica — La Plata

SumMmARY: The problem of determining the photon' digtribution over the
states of a quantized radiation field deseribed by means of two systems of
orthogonal vibrations both referred to the same radiation field is solved.

The. formalism is applied in order to find the probabilities of a given
configuration of the radiation emitted by electric and ‘magnetic multipoles.
Known expressions for angular intensity distribution are- obtained.

§ 1.-Introduccién. —En un trabajo anterior (1) se ha plan-
teado el problema de determinar la distribucién de las configu-

raciones de fotones del campo de radiacién descripto mediante un

' >
sistema de soluciones ortogonales B, de las ecuaciones de campo,

¢uando inicialmente se tiene una distribucién dada de fotones re-
>

feridos a otro sistema de soluciones A,. El formalismo se re-
fiere al caso en que el nimero y las frecuencias de los fotones
asociados al campo se conservan.

El vector polencml del campo de radiacién cuantificadd
referido a uno y a otro sistema de soluciones se expresa:

> -> Lo _
A=Za, A, + conj. comp. = Z 0, B, conj. comp. (1.1)

en donde a, y b, son los operadores de amplitud. Los .sistemas
-5

de funciones orfogonales A y B, definen una transformacién
unitaria
> . > s ’
A,=Zc, Bs+conj. comp. o (1.2)
8 .

(*) ' J. A. BaLsEIRO. Phys. Rev. 73, 1346 (1948).
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que transforma las amplitudes segun:

) 1N

by=Zc,.a, a,=Xc* b. (1.8)

8

Como es sabido, los operadores a,, b, son representables, res-
pectivamente, mediante las variables can()mcamente conjugadas

P,q Yy P,O en la forma

+i2nv q,) (1.4)

(p—izrva,) at=
v

1
2

—i2nv Q,) b¥,=

c+i2ny Q;).  (1.5)

:1
" Vahr

Las expresiones (1.3), (14) y (1.5) ‘estable'cevl’l entre las

variables p,q y P,Q una transformacién candnica, la que a su

vez, define una transformacion entre las autofunciones del campo
referidas a las representaciones (q) y (Q). Dada la autofuncién
Pngng- (9195 - - -) referida al primer sistema que define la con-
figuracion de nj; fotones en el-estado al cual se refiere gy, etc. se
ha demostrado en el trabajo citado que se transforma en lg
autofuncién

Apiny (Q1 Q.. )= Eda’fz‘l’a‘ﬁa Imima- (@1 Q2-+2)  (1.6)

con Z;m;=2Zjn;.

El cuadrado del moddulo de los coeflclentes Ao, dan la
probabilidad de la configuraciéon correspondiente a my,m,, ...
fotones distribuidos sobre los estados definidos por Qy, Q,,.. ..
El problema se reduce, pues, a determinar estos coeficientes.

" En el trabajo citado se han dado expresiones formales para estos

cocficientes y que, en general, no son simples de calcular. En
el presente trabajo se obtienen expresiones algebraicas que per-
miten calcular en forma inmediata estos coeficientes en funcién
de las amplitudes ¢,,. En el caso de un solo fotén .presente en
el campo el cuadrado-del médulo de estas amplitudes determinan
directamente la probabﬂldad de la. correspondiente distribucion.

El problema se resuelve planteando Ia transformam(’m P q
—P,Q de la s1gLnte manera:
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Definimos las variables:
h " } : .
Y=g % n=—ig (1.7);
h " vy : 1
Ys—z—nb s Z,=—1ib, A1.8)

y, teniendo presente la regla de conmutacién de los operadores

‘de amplitud se obtiene:

. h . h |
Y2y —2p Yy =—1 o Opp; YZy—2Z9Y ,=—1i 2—nf>ssl. (1.9),

En esta forma, las variables y,z ¢ ¥,Z son canénicamente
conjugadas. Ademés, teniendo ‘presente la (1.8) se tiene las
transformaciones -

Z,=Xcyz, ‘'z,=2Zc%,Z. - (1.10)
r B

{

La transformacmn canénica p,q—P,Q puede, en esta for-
ma, enunciarse como el producto de:

a) la transformacién canbnica p,q— ¥,z
b) la transformacién de coordenadas y —Y; z—Z
¢) la transformacién canénica Y,Z —P,Q.

‘En la parte II se emplea el formalismo para determinar la
distribuciéon de fotones en ondas multipolares eléctricas y mag-
néticas, lo que permite calcular la probabilidad que un fotén
sea emitido por un multipolo segiin una direccién determinada.

§ 2.—Transformacion p,q— y,z. Las expresiones (1.4)
(1.7) definen la transformacién canénica:

oW,
0q,

pr=i VZhvr z,—i2nv,q,=
. (2.1),

o h oS
yr—:"l.gz—zr_l' VZhV,.q,,=-——

0z,
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en donde Wy(q,z2) es Ta funcién generatriz de la transformaci6n
que consideramos.
El ntcleo de la transformacién resulta: =~ -

2 » ’ . v
Si(6.2)=e~ —,’f—z WiEe) —p Zi[— % gt~ % 2%V akini ] (2.2),

con E;=2n l/i;l qs

En la representacién p,q las autofuncmnes del campo son
las funciones de Hermite:

'

=2 1 2
Gy (E1Ea- - -) =4¢—§Ei H, (¢)e —g¥HH, (5)...

La transformacién de estas funciones mediante el nucleo
(2.2) se obtiene teniendo presente 6l desarrollo en funciones de
Hermite normalizadas

1., 1., !
e FE-TXAE -5 B ) /2 o
} p==0) !

que permite obtener, siendo &= l

fnln,'-- (21 Zg. . ) =
o0

f Sy (1 - 2125, - ) Guinye. (Ey Ege - ) dE dEg . . .=
Vo V! (3)

La transformaci6n P»q— Y,z debido al caricter no her-’
“mitiano de las variables, v,z no es unitaria siendo S;~15~S*. Por
esta razon la transformacién de las funciones-ortogonalés 1
no produce funciones ortogonales. No es posible, por este mo-
tivo, atribuirles a las funciones f,,, .. el caricter de autofuncio-
nes del campo (%). Esto hace que la inversion de la integral

(*) Estas funciones son designadas ¢ ‘I‘undlones Generatnces” ‘por H.,
W. PENG, Proe. Roy. Irish Acad. 51, A N°¢ 8, 113 (1947). Segin una cita de
Peng han sido introducidas en la descripeién' del campo de radiacién por P.
A. M. DirAc, Quantwm electrodynamics. Comunications of the Dublin Institute '
for Advanced Studies A, N? 1.
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-(2.3) correspondiente a la transformacién p, q no sea trivial. Ha-
llado el ndcleo S;~! de esta ultlma transformacién y puesto
que z es compleJa, serd necesario determinar el camino de in-
tegracion en el plano z de modo que se obtengan las funciones
g como transformadas de las f. Resulta ser:

_1(2 €>_PEz[ Ei2 4+ ——zr— 2zki] '<2.4)

'Utilizando la integral:

@

ife—sz+2st ds

| &

w|m

y la definicién de H,(£) mediante la derivada de orden n de

1
e~ 7% se obtiene:

nune (B )= / S (08 fue (2120 ) de ey (2:5)

§ 3. —Transformaczones z—Z; Y,Z—P,Q. La transfor-
maciéon de coordenadas z— Z, defmlda -por la (1.10) permite
transformar en forma inmediata las funciones fagny (21 29- . +) en
las correspondientes a la representacion Z. En efecto, se tiene:

1 2 ¥ 2
fnxn.,... (21 2g. . ) = -—zln ___22" =2 (0 151 sl)m <c 28’“‘_Zs”)n
’ Jnil .‘/”2! anl V”zl
L 23724, Zlm1 oM nn, :
= 3 = L= E o i fn,lllg"' (Zl Z2 . ) (3 1)

MyMg.eq
MMy, m1[ ]/777,2[ ) M. ,

con X m;=Znj=N.

Nos interesa dar una representacion‘adecuada de los coefi-
cientes dy ce este desarrollo. Se tiene que:

§ iz . — v
N0 .
- (2m)N

ZyMzgne, |,

Z1m1+1 Z2m2+1_ . le de e (3 2)
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" Observamos ahora, que si formamos el desarrollo:

yA m VA 2m" — > 5 mm. M Z
— 29N,
Yyl mg! e Vm ! ‘/n2

_ con Znj=Zm;= =N

resulta:
MIMigees ___ 6* mHa.. 1 r"ll 77’2! ..
MM 'Inl?ng (2 . N
i) mylmgl ...
' ’
ZmzZme, ‘
L 72 deide. .. (8.3),
| zln‘1+1 zzn:-—}-}. . : !
3

La transformacién canénica Y,Z—P,Q es la inversa de
P,Q—Y,Z aniloga a la tratada en el § 2, puesto que en la
representacion P.(Q las autofunciones del campo son:

TN X e

1 Yg B 1 ,12 ° .
Iy (X X )=e 7250 H, (X)e 3% Hy (X5)...
| (3.4)

L

S

con Xj=2n ?;l_’ 0.

§ 4.—Transformacidn de configuraciones. Puesto que las
funciones f,, .. no pueden considerarse como aulofunciones del
' campo, no podemos a priori interpretar al cuadrado del médulo
de los coeficientes d,7%%-  de (8.1) como la probabilidad de
la correspondiente configuracién. Demostraremos, sin embargo,
que estos coeficientes son los mismos que los del desarrollo
(1.6), para los cuales vale la-mencionada interpretacién.
Sea S(g, Q) el nicleo de la transformacion p,q— P, Q.
Se tiene:

[ 8(2 Q) gnuny- () dg=Ap,p,.. Q). (4.1)

Si S, (Z‘, Q) es el ntcleo de la transformvacién Y, Z—P,Q
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analogo al dado por (2. 4), teniendo presente las expresiones (2, 3)
y (3.1) se obtiene:

f f 81(q.2) 82 (Z. Q) guyn,- (9) dqdZ =

—o —iwn ’

f Sz (Z, Q)fnlnq (z)dZ By (Q)- (42)

—ioo

Comparando esta Gltima con la (4.1) se obtiene la relacion:

[ 81(9.2).8,(2,Q)dZ=8(9,0). (4.9)

—doe

Por otra parte, 1;1 (3.1) puede darse en la forma:
/ $1(9:7) Gn- (9) dg = Z O35 f 57 (4.0 g () 0-

Multiplicando® por S, (Z, Q) , integrando respecto a Z y ob-
servando que:

/82<Z Q)85 (£,Q)d2=5(0-Q)

-—leo

lle\gamos, tehiendo présent-e la (4.3) y llamando nuevamente

QaQ:
Appy (Q1 Qp. V) = E O . Imymae- (Q1 Qz-‘ .

.
g

;

Los coeficientes 8,0 son pues los coeficientes d n.
de (1.6). '

Si tenemos presente las (3.2) y (3.3) -obtenemos para la

probablhdad de la conflguracmn my, My, ... asociados a las
> .

ondas Bl, By, ... la expresién:

s T

=

T




-dad, en el caso de un solo foton presente en el campo, de observar

— 71 — b

'H/nlng _611171«... g*nlng = ‘

mymg . my mg . my mz
1 zZMzgne, |,
— 1“2 dz,dzZ,. ..
(2ni)eN | Z mt Z mett, |

Zm Zyms, |

a1
zln1+1z2n 1,

deydzy... (4.4)

De (3.1) se sigue que C*; Gy, da directamente la probabili-

este Totén en-el estado ¢ si inicialmente esti referido al estado s,
Debe cumplirse, naturalmente, que Z Woan _1 lo que re-

sulta en forma inmediata de (3.1) y (3 3):

.

! 1 | nllnzl...
1_‘_'6'11"2 -
m T (2m)yN ‘/mll mel. ..

ZmZyms
1 » net
zln1+ zznu—ll_ ..

my mz

dzydzy...= Z dpana- ykmnec (4.B);

- La representacién (3.2) de los coeficientes d': permite
determinar el valor medio del ntmero de fotones asociados al
estado #, resultando:

’;t =Z n, (C*rt .Crt) . | (4' 6)

Igualmente, es calculable la dispersi6on media cuadratica -del
valor medio (3), obteniéndose:

=i+ ()2 — Zn, (n+1) (CHCp)?. (4.7)

(®) La discusi6n de esta expresién y los desarrollos correspondientes serfin
publicados préximament.

-
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PARTE 1II
B

Distribucion de configuraciones en la radiacién de maultipolos.

5. — Generalidades. Hemos visto que en el caso de un solg
fotén presente en el campo de radiacion los coeficientes 7, coin-
ciden con los C,; de (1.2). Si en un caso.determinado .se co~
nocen estos coeficientes se podra atribuir en el proceso de emi-
sion de un fotén cierta expresion a la onda emitida si la exci-

tacion estd dada en un sistema ortonormal. Ar. Reciprocamente,
si se conoce la expresion de la onda emitida B se podra deter-

minar la probabilidad de la excitacion de una de las A mediante
>

las cuales es expresable B,. Nos referimos a este ultimo  caso,

-> >
siendo B, una onda multipolar (eléctrica o magnética) y A,
ondas planas.

El campo de radiacion puede ser expresado desarrollando las
funciones de campo en ondas esféricas, cada una de las cuales
satisface las ecuaciones de Maxwell. Estas soluciones (eléctricas
y magnéticas) estin caracterizadas por los ntmeros enteros [
-y m. El primero caracteriza a la onda emitida por un multipolo
(eléctrico o magnético) de orden 2!. Los diferentes valores de m
corresponden a las distintas posibles orientaciones del polo 2! en
el espacio. Si, en particular, se tiene solamente la radiacion de
un multipolo de orden 2! las restantes ondas esféricas deben
considerarse vacias. :

El campo de. radiacién que consideramos, puede también
obtenerse expresado en ondas planas, cada una de las cuales esta

caracterizada por el vector de propagacn’)n lc la frecuencia v=

——|lc[ y el vector de polarizacion e. Si se establece que una de

estas ondas planas estd excitada y las restantes vacias, se puede
resolver el problema de determinar la probabilidad de la excita-
cién de una onda multipolar dada. Reciprocamente, puede plan-
tearse el problema de determinar la distribucién de un fotén,
que inicialmente estid asociado a una onda multipolar, sobre las
ondas planas mediante las cuales aquélla es expresable. Esto tlti-
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~mo equivale a determinar la probabilidad que un fotén es emi-

tido por un multipolo en cierta direccion dada por I—: Ambos
problemas son equivalentes y se resuelven (§ 4) hallando los coe-
ficientes de la transformacion unitaria onda plana-ondas esféricas
y reciprocamente, onda esférica-ondas planas.

Se tendrd en general:

-

- +l -> — -> > -
A=Z Zam Apn=| b(k,u,v) e (u,v) ek 2 dlsenududv. (5.1)

I m=—1

Una onda plana serd expresable

b(lc uv) e-el(’m = Z Z G (kuv) Al, (r,9,9): (5.2)

P
O bien, cada solucién esférica:

m(r¢ o) ch*lm (kuwv) M (uv)eir k2 dksenududv  (5.3)

3>
siendo k&, u y v las coordenadas. polares del vector k.

En (5.2), |Gy (kuv)| da la probabilidad que el foton
asociado a la onda plana definida por k,u y v esté asociado a
la onda esférica Ayn. En (5.3) el mismo valor define la proba-
bilidad que un fotén emitido por un multipolo I, m sea emitida
en un 4ngulo sélido dw=senududv. Si, por otra parte, supo-
menos que la radiacién emitida es monocromatica, la (5 3)
se convlerte en:

: g > > .
mArde)= f C*n(u, v) e (uv) e dw (5.4)

y tendremos, asi, definida la probabilidad que el fot()% sea emi-
tido segun la direccion dada por u y v.

§ 6. — Soluciones esféricas expresadas en ondas planas. Sean
r,9,¢ las coordenadas polares de un lugar del espacm y kouv

las coordenadas polares del vector de propagacmn Ic. $ y u for-




— T4 —

man dos lados de un tridngulo esférico cuyo tercer lado "«
cumple:

cos & == cos ¥ cos u +-sen ¥ sen u cos (p—v). (6.1)

Teniendo en cuenta la férmula de Rayleigh:

o

= Z it (2l41) §kﬂ7 Jit1/9 (r) Py(cos a)

tk.rcosa

la (6.1) y el teorema de adicién de las funciones. esféricas se
llega: :

ez(ln‘) =X 2 dn il b
I=0 m==—I okr

Tisass (Jer) Pym (cos 9) ‘;‘_;ﬂplm (cos u) ;’1 (6.2)
TT

P4

en donde Pjm son las funciones esféricas Pym normalizadas,

La anterior permite escribir, temendo én cuenta la ortogo-

nalidad de las funclones Y¥m (wv) = Ppm (cos u) el_mt:

2n

/

2
: lem (uv) el("') senududv=y;(kr) ¥ m (u v) (6.3)

siendo:

X (kr) = V J11/2 (kr)
Y. +

Recordando que en el campo de rad1a016n A=7L sien-~

do E el vector eléctrico del campo se tiene:

(Az)lm = —[(L‘r)lm cos 9 — (L'{y /msen &].
V— (Am:l:lAy)zm ="

VEI— [(Er)lm sen & -+ (E& )lm cos ¥ j: L (Eca) lm] etip
t
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en donde (E,)m, (E )m, (E,)m son las componentes del cam-

po eléctrico de una onda multipolar eléctrica en coordenadas .

esféricas dadas por Debye (4). De aqui se obtienen las expre-
siones (°): ‘

“ =g {(z(z+m'+1>(l_m+1) )1/2 Ko (1) V5, (59) +

(1) (2041 (2043) ,

(1) (1 m) (1) . q
[ (1) (21 ] Koo () Y (&(')}

1, .
"V‘?— (Agt+iAy)m =

1(lmA2) (H-m-1) e
{[ 2(141) (2l4-1)(21+3) ] Xuy ("’") Vi (%.9)—

[(l+1)(l*m)(l—m—1) ]"2 Ly () YIH (3, ) }

21(21—1) (2I41)

L h ity
s {[ [(l—-m42) (I—m-+-1)
2(I41) (21+1) (214:3)

(L1) (Lm) (Hm—1) 1 o .
[ 21(21—1) (241) ] X (k) Vi (&’(P)}

8|
] 2Xz.*.'x (’f") Y?-:-‘;I (3': cp) +

donde B es un factor numérico independiente de I y m.
Estas expresiones del vector potencial resultan combinaciones
lineales de las (6.2). Se puede, asi, expresar:

> - -> ' . >
Am= [Bpn (o) eirdw= [|Rm (wo) e (wv) sindu (6.5)

la que en relacién con la (5.3) nos da:

Crm (i, ) = Rpm (2,v) |

() Ver p. e. M. BorN, Optik (Juliug Springer, Berlin, 1933) p. 278.

(®) Se emplean algunas relaciones de recurrencia entre funciones esféricas
que. figuran en el articulo de H. BETHE, Handb, der Phys.. T. 24.1 Berlin,
1933, § 65.

6.4)
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Yy siendo:

mi U+m+1) (l—m-+1) Vo s,
(Rin= l{[(l—|—1)(2l+1)(2l+3)J Fhal
) Em)=m) oy
- [ [(2l—1)(21-+1) ] Y it () }
oy [[ AR () Ty
(R:t:-l-t)')l - l{[ 2(l—f—1)(2l—|—1)(2l—|—3) ] 41 ( )‘I‘

HDE=m)(=m=1) Th s,
[ 2l(2—1)(2141) ] Vi (wo) (6:6)

it [lmt2)mt ) 1Ry
(Regyr=i~ [(mEDEE [y i )

D) EHm)Hm=1) Thy s b
[ 2(20-1) (21+1) ] T (’)}

En forma aniloga, empleando las soluciones esféricas mag-
néticas se llega:

Ar=p =X, Vo) (61)

Vi)

l4+m l—m
V_ (Aw‘HAy)l =B (( * z_{l—(ll:_(l) )) Xy (kr) Yymi1 (3, 9)

(l m+-1) (I+-m) !

V% (Awfifiy)lm:ﬁ ( 2041 ) X, (Icr) Ylm ~1 (%, ¢)

con los correspondientes coeficientes:
-1

(R)ym=1f 2 Vl =) Y (a,v)

a

(Ropiy) = i1 ((l+m+1) (I—m) ) iy ¥t (u, v) (6. 8)
. / .

2U(T+1)
{»,R.’d—i)’)im - ii—l ((l_m+1) (l+m) ) fe Ylm_1 (u, v) .

2U(1+1)
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8§ 7. — Probabilidad de las distribuciones de un foton multi-
polar. Mediante la (6.5) podemos construir la (5.1) y de ello
obtenemos: '

o 4! ->

= Zam R (u,0)|=b (wv). (7.1).

=1 m=—I

Puede demostrarse que la (6.6), asi como la (6.7) forman
un sistema completo de funciones ortogonales normalizadas. Se -
obtiene asi la expresién correspondiente a la (1.3)

atm:flﬁlm(ﬁ,v)b(u,v)dw (7.2)

Segun se ha demostrado en el § 4, la (7,2) nos permite

calcular la probabilidad que un multipolo de orden 2!, con una

. orientacién dada por m, emita un fotén en la direccion dada
por u,v mediante:

[Cm (n,v) 2= (R¥m (u,v). . By (),

Para dipolos [=1 se obtiene:

3

=0 Col2=
m |G, 4

sen? u. (7.3)

me=1 |ci11|2:§8-—(1+cos2u).
Para cuadrupolos [=2:

15
m=0 |02°|9:1—65‘en22u
. 11y O , .
m=41 |C% I2:E (cos? u + cos? 2u) {7.4)

| 5 1
m=+42 |O‘ﬂ222|2:§ (sen?u-l—zsen?Zu).
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Para un ntimero n de fotones emitidos por el multipolo I, m
el valor medio observable en la direccion u,v estd dado, segln

(4.6) por n|Rm(u,v)|2. Las fluctuaciones quedan determina-

> ->

das segin la (4.7) por n|Rm|2 (1—|Rm|2). Puesto que la inten- v
sidad de la radiacién es proporcional al nimero de fotones ago-
‘ciados, la expresién obtenida para el valor medio debe ser pro-
porcional a la intensidad de la radiacion. En efecto: las (7.3)
dan una distribucién angular de la intensidad de la radiaciéon que
coincide con la conocida para dipolos. Las (7.4) coinciden, ¢
también con las expresiones dadas por Rubinowcz (€). '

Con placer agradezco al Prof. G. Beck algunas discusiones
referentes a este trabajo. -« N

(Recibido el 15 de marzo de 1949).

(") A. RuBiNowicz, Zeits. fir Phys. &1, 338 (1930).




