
SOBRE TRANSFORMACIONES DE CONJUNTOS 
Y OPERADORES DE KOOPMAN 

por MIseHA COTLAR y R. A. RICABARRA 

\ 

En este artículo queremos profundizar algunos resultados 
obtenidos en una nota anterior (1) Y deducir con ellos una carac
terización· de los operadores clásicos de Koopman, que pasamos 
a detallar .. , 

Si meA) es una medida de Lebesgue sobre un espacio de 
puntos E={P}, AL.E, O(m) -ff} el espacio de las funcio
nes f( P) a cuadrado integrable y P -:-+ hiP una .aplicación biu
nívoca de E sobre' E tal que m(hA)=m(A)=m(h-1A)., enton
oes la aplicación h origina en O(m) una transformación uni
taria T=Tf¡ definida por Tf(P) =.f(hP). Tales Tf=T,J se 
llaman operadores de Koopman. Ellos son pues operadores 
unitarios sobre O(m) de un tipo especial, y según un cono
cido teorema de Y. Neumann (2), una transformación sobre O(m) 
es de Koopman sí y solol si es unitaria y T(fg)=Tf. Tg. Este 
teor'ema de v. Neumanll da una condición para que T sea de 
de Koopman. En cambio algunos trabajos de r L. Doob (3) 
sugieren el problema: ¿ cuándo una transformación lineal aco
tada Tfsobre O(m) es equivalente a un operador de Koop
man? Decimos que una transformación Tf. cualquiera sobre 
O(m) es equivalente a un operador de Koopman, si existe un 
T' de Koopman definido sobre cierto O(m') y un isomorfismo 
algebráico-topológico V de O(m') sobre O(m), tal que VT T'V. 

La diferencia esencial entre este problema y el tratado por 

,(') Sobre un teor,ema de E. Hopf, esta Revista, 1949, XIV; la presente 
nota es sin embargo . independiente de la anterior. 

(") v. NEUMANN, Annals 'of Mathematics, vol. 33, 1932, págs. 587-642. 
(") Ver J. L. DooB, One parnmeter familys of trnnsforniationá, Dulce ~ath. 

Journal, vol. 4, !fl38, págs. 752-74, especialmente teorema 10, así como la for
. ma general del i'eorema. ergódico individual dada por este autor en el Dulce 
Math. Journal, 1940, pág. 245. 
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v. Neumann radica en el hecho que V puede no. conservar las 
normas, luego Tf puede ser equivalente a unope!,ador de Koüp
man sin ser una transform.ación unitaria sobre U(m). Aquí· 
sólo consideramos el caso más simple meE) = 1 Y {Tn} dis
creto, y nuestro teorema final es: uiia transformación lineal 
continua TI sobre U (m ) (que admite por rango U (m) ) es 
equivalente a un operador de Koopman sí y solo .si verifioa 
uno de los teoremas ergódicos y T (fg) = TI . T 9 ; damos ade
más otras dos condicion~s de tipo alg.ebráico y conjunÜsta res
pectIvamente, La demostración de este teorema depende esen
cialmente de los dos teoremas citados de Doob, que combina
dos con algunas propiedades generales. sobre transformaciones 
de conjuntos (ver §§ 1- 4) proporcionan inmediatamente el re
sultado deseado. 

En los §§ 1, 2, 3, damos tres teoremas de d~sa(jmposición 
de E (respecto de una T de oonjunto general), el primero de 
los cuales se reduce al teorema clási~o ele la teoría ergódica (4) 

en el caso de una T = TI! proveniente de una aplicación pun
tual. . Combinando estos teoremas de descomposición con d mér 
todó usado en nuestra nota anterior citada, obtenemos en los 
§§ 4 Y 5 condiciones para que una tal T sea equivalente a una 
T' invar~ante. respecto ele una m'. En el, caso particular de una 
T = TI! estos resultados unifican y completan teoremas de Dun
ford-lVIiller, Y. Dowker y E~ Hopf (p). 

§ l.-Sea E={P} un espac:i.o abstracto, [( ,{f1,B,e,: .. , 
H, o. o} un c5 - cuerpo de subconjuntos de E, es decir una clase 
que con cada conjunto' contiene su complementario a E y 
con cada .sucesión numerabl,e su unión e intersección. Sea T 
una transformación entre conjuntos con dQminio [( y. rango 
en [( con las propiedades:. 

A) TO = O (con O indicamos el conjunto vaCÍo), TE == E; 

'B) T (n l Ai ) =n1 T Ai , T(U 1
Y Ai ) = U1- T Ai. 

(') Ver por ejemplo: E. HOPF, Ergondentheorie, Cap. IV. 
(G) N. DUNFORD y D. S. MILLER, On the ergo die theorem, Trans. oí the Ano 

Math. Soe., 1946, págs. 538-48; Y. N. DOWKER, Duke Math. Jo~rnal, 11, 1947, 
págs. 1051-61; E. HOPF, Theory oí meusure and invariant integrals, Transuet. 
A. Mo Soe., 1932. ' 
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Como consecuencia es. T (lím sup JAil ) = lím sup t T AJ , 
T (lím inf{AiJ ) =lím,inftT fl¡}, A cB implica TA c:;TB, AnC '0 
implica T A in TC = O. 

Llamaremos Tn a 'la transformación entre conjuntos que a 
A,E [( asigna T(Tn-l A), TO A = A, Ti A =TA, n= 1" 2, ... Tri
vialmente' se comprueba que Tn posea las propiedades supuestas 
para T. Sea f( P) una función real con dominio E tal que 
E {P; f( P) > a} E [( para todo número real a, es decir medible-K. 

Indicaremos con Tf la función construídamedianle el si
guiente proceso. Sea antes g( P) una función con a lo sumo 
infinito numerable de 'valores '(función elemental): g( P) = ai si 
PEAi,AinAi=O si i-=-/:::.j,U1':nAi=E. Puesto que TAinTAi=O 
si i-=-/:::.j y U1:xJTAi=E, podemos definir: Tg(P)=ai si PETAi. 
Se ve fácilmente ,que esta definición implica que si gl' g2' son_ 
dos funciones elementales tales que Igl(P) - g2(P) 1< E para 
todo P E E, entonces también ITg1(P) - Tg2(P) 1< E. De esta pro
piedad sigue que ,si f(P) es una función medible cualquiera y 
gn una sucesión de funciones elementales uniformemente con
vergente a f, entonces Tgti:' converge uniformemente hacia una 
f.unción medible que indicareIÍJios con Tf, y Tf no depende de 
la sucesión particular gln' Tf está p.ues caraJeleriza,da por la 
propiedad siguiente: si 9 es elemental y 1 f( P) - g( P) 1 <E en
tonces también ITg(P)-Tf(P)I<E. 

La transforf!.1ación f --+ Tf así definida posee las propieda
des siguiente~: 

. a)-T1=1;b) TCAlfl+A~f2)=A1Tfl+A2Tf2; c) T(fg)= 
(Ti) (Tg), aquí' fg in,dica el ,pr-oclucto ,ordinario f(P) g(P); 
d) Indicando con n1':n fi (U 1".X>f¡)- la función que en cada P 
es igual al extremo inferior (superior) de los valores fi(P), se 
tiene T(nix fi) = 'n 1:xJ Tf¡, T(U1:xJ fi) = U1".X> Tfi, siempre que 
existan estas n 1:\0, U1:xJ. 

Todas estas propiedades pueden demostrarse primero para 
funciones elementales y luego para funciones medibles arbitra
rias, haciendo uso de la propiedad característica de Tf. Veamos 
por ejemplo que T(n 1".X>fn)=:n 1:x'Tfn. 

Por la propiedad característica mencionada podemos su
poner las fn elerrientales. Sea fn constante en Ain e igual a 
dfn.:nr'tn les constante en los conjuntos 11a -=-/:::.0 de una clase 
de a lo sumo la potencia del conttinuo y, donde cada Aa es in
tersección ,de infinito numerable de conju,ntos Ain.E K. Luego 
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A a E [(, Y en' un punto P E A a es 'n 1:>'> In igual a~ infimum de 
los valores 'anin correspondiente a los. Índioes in, n tales que 
Act e Anín. Designando este Ínfimum con aa, vamos a probar 
que T(n!''' In) (P) =aa si PE TAa. Definamos Bi,,=E.{P; (i-l): 
k <;n 1;nln(P) <i:k} y g,.(P)=(i-l):k si PE Bi/c. Entonces o 
bien AacBi" o bien, Aa n Bilc=O y Ig,,(P) -'n 1:>'> In(P) 1< 1: le. 
Sea PE T A a, y caLouLemos T g Ir (P) . Sea i el Índice tal que 
A a ,L: Bi", entonces T A a e T Bi" Y T g" en P vale por definición 
(i-l):le. De Aa.cBi" sigue (i-l):k<,aa<l:k, luego ITg1,(P)
aal<l:le. De la observación ya anotada que (Tg,,-T(n['fn) I 
<l:k sigue pues que Ten 1"'//!) (P)=aa. Calc~lemos ahora 
In 1;nTln(P) para PETAa. Puesto que por construcción Aa~= 

!nn=1:xl Anín es Tln(P) =a,íin- y por definición aa=Ínfimum de 
anin. 

De esta manera una transformación entre conjuntos con las 
propiedades A) y B) da origen a una transformación entre 
funciones con las propiedades a)"" tI). Recíprocamente, sea M 
un conjunto de funciones medibles-I(, cerrado respecto de las 
operaciones de suma, multipiicación por constantes, producto y 
las operaciones n 1"" In(U In) cuando la sucesión In tiene una 
minorante (mayorante) en M, que incluya a todas las funcio
nes características de conjuntos A E K, y T. una transformación 
con dominio M y rango en M que posea las propiedades 3)
d) (6). Puesto que una 1= cP A, función característica de A E K, 
está caracterizada por '1íl propiedad f2 = I, c) implica 'que 
T cP A = cP B, Y poniendo' T A = B tenemos una transformación 
entre oonjuntos con dominio K y rango en J(, que posee las 
propiedades A) y B). Además se ve que la condición b) es casi. 
st;lperflua y puede reemplazarse por la ampliación de a): T(A) = 
A=función oonstante, que junto con c) y d) implica la linealidad 
de la T. Si ahora a partir de la T, entre conjuntos así obteni
da formamos la T entre funciones I ~ TI, según el prooe
d,imiento de arriba para toda I medible-K tenemos una ex-
tensión de la T dada. I 

§ 2. - En un espacio B con una K y una transflÜrmaCi~.n, 
T entr:e co~juntos con las propiedades A) y B) vamos a intro
ducir ahora una medida m( A), no- negativa, completamente 

(0) Por ejemplo L2(m) es un tal conjunto M pero no lo es Lp (m) si P=l=2. 
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aditiva sobre ¡(, me E) = 1, : y vamos a obtener varias desoom
posiciones del espacio (teoremas 1, 2 Y 3 del § 3). 

Definición 1. e E Tí se dirá no-creciente si Te.c:: e, luego 
también Tn e c:: e para todo' n ":"'-1, 2, .... 

Definición 2. Llamaremos cola del conjunto A E [( al con
junto U o:" Ti A,y lo indicaremos con c(A). Un conj~nto es no
creciente sí y solo si es cola de· sí mismo. 

Definición 3. HE T( se dirá invariante si T H = H. ' 
Luego, H es invariante sí y solo si H y E - H son no-c'r~

cien tes, y los conjuntos invariantes forman un (1 - cuerpo clen-. 
tro de K 

Definición 4. Sea A E K. Un conjunto invariante H::>.A se 
dirá una cápsula invariante (relativa a m) de A, si H';;J A, H' 
invariante implicl m( H') > m( H). . 

Dos cápsulas' invariante de A, coinciden salvo medida nu
la. Luego salvo medida nula existe la cápsúla invariante de A. 
que indicaremos con {A}.' 

Definición 5. Dir,emos que W E T( es un viajero (respecto 
de T)Si para i= 1,2, ... 'es W n Ti W =0 (ó· equivalentemen
t~ Tp w'n Tp+i W = 0, i = 1, 2, ... y p > O) . W E K es viajero 
inicial si es viajero y si A c;{W}, Tic A c::c(wy, para algún 
k >0, implican meA - c(W» =0. Se comprueba ,enseguida que 
esta definición no depende del . {W} elegido. 

Lema 1. Si·, m(Wn Ti W) =0, i= 1, 2, ... ,existe un via
jero W'.c:;: W con m(W - W') = O. 

Demostnación. Basta poner W'= W -'(11"" Ti W. 
Cabe; considerar también viajeros respecto de Tn, n fijado, 

cuyas ,definiciones se obtienen de la definición 5 reemplazando 
T por· Tn. Escribil'iemos respecti'Va:mente viaj'ero, viajero-Tn. 

Lema 2. Si W es vJ,ajero-Tn, W es unión numerable de via
jero más, eventwal711.l!Jite, un conjunto de medi~a nri~a. Demos
t1jación. Sea. k el máximo entero con la propiedad que existe 
un sistema de le enteros 0< i1 < ... < ilc tal qll\8 m( W n Ti1 

W!n ... n TiTe W) > O. Si no existe ningún tal lc es m(W.:~n Ti 
W}=0,i=1,2, ... y basta aplicar el lema 1 para deducir la 
tesis. Si existe tal lees le <:n .puesentre n + 1 enteros 
hay dos congruentes módulo n. Si ·ponemos W 1 = w::n Ti1 
Wn ... 'n TiTe W resulta m (W1 n Ti W 1) =0, i=l, 2, ... , pues 
W l 'n Ti W 1 es una intersección correspondiente a un sistema 
de por lo menos le + 1 pote,ncias de T. Luego por -el lema 1 
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existe Wic:: W i viajero, m( W') > O. Ahora W - W' está en 
las condiciones de W y la induC'ción matemática. termina la. 
demostración. 

Conolario. Si para algún 11. es Tn A 'vacío, A es unión ._ 
numerable- de viajeros más un conjunto nulo. . 

Lema 3. Si W es viajero y TnA.cc(W) eTJtonces A es 
unión numerable de vira jeros más un con junio nulo. Demostración. 
Ba¡;ta observar que B = A 'n c( W) es unión de viajeros, y A-B 
es viajero-Tn pues (A-B) In Tni (A-Brc:::(A-B) 'n c(W) =0,_ lue
go el lem.a 2 termina ,la demostración. 

Lema 4. Todo no-cneciente C se descompone C=H +0', 
H'n C'~O, C'=c(W) cola de viajero, y H el máximo inlJa
riante contenido en C. Esta descomposición es única -y H = no" 
Ti C, W = C - TC. Demostmción. Se compruel9a fácilmente que 
el conjunto H = 'n OX Ti C es invariante y W : C -:: TC viajero, 
y que C = H + c( W). Si se tiene otra tal descomposición C=H' + 
Uo""TiW', debe ser TjC=H'-tU/"TiW:, luego W'=C-TC 
y H=H'. 

Defiriición' 6. Diremos que CE [( es compresible si para al
gún 11.>0 es TnC.L:,G- y m(C-TnC) >0. y que CE [( es in
comprensible si no contiene ningún subconjunto cómpresible. 

Lema 5. Si C no contiene ningún viajero de medida po
sitiva, es incompresible. La recíproca vale siempre que C sea 
no-creciente. Demostración.' La primera parte resulta de que 
si TnC c:: C, C - TnC es viajero-Tn, y el lema 2. La recíproca, 
de que si W es viajero de medida positiva su cola es compresible 
pues T(Uo">O TiW) = U1:lO TiW. 

Definición 7. Diremos que DE [( es disipativo invariante 
si -es invariante y si es unión numerabloe' de viajeros más (eV'en
tuahn~nte) un conjunto 'de medida nula. Y que DE [( es un di
sipativo inicial si es la cola de un viajero iniciaI: 

El disipativo' inicial es un conjunto «invariante» en cierto 
sentido y unión numerable de viajeros. Para los disipativos in
variantes vale un resultado análogo al que se tiene en la teoría 
de transformaciones puntuales: . 

Lema 6~ Si D es I disipativo invarhante existe un viajero tll 
tal que D =,{W}. Demostración. Por definición D = U l' W n + 
conjunto nulo. Si ponemos l'1=Wl,V2=W2-.{Wr},Va=Wa
({W1}+,{V2})' ... , los Vi> V2, ... , son viajeros, por ser partes 
de viajeros, y los conjuntos invariantes {Vil, 'i = 1, 2, ... son 
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disjuntos y, D = U1x {Vi} . {U 1=» Vil. Además W = U1:x, Vi es via
jero. 

Lema 7. Unión o intersección numerable de disipativos in
variantes es disipativo invariante. La demostración ,es evidente. 

T e o r e m a 1. E se descompone en tres conjuntos disjun
tos, E = E' + E" + E"', donde E", es el máximo disipativo in

. variante contenido en E, E'" es el. disipativo inicÍJal contenido en 
E- E" de máxima medida, y E' es incompresible. Esta ~s
composición es la misma pana cada Tn, n'= 1, 2, .... 

Demostración. En la .tesis están in~oluGradas las existe.n
cias de E" y E'" ,como conjuntos máximos (naturalmente salvo 
medida nula). La, existencia de E" es consecuencia del lema 7. 
Sea e una unión numerable de viajeros W: c: E - E" . 

Entre tales O hay uno Co ,de medida m máxima. Entonces 
el = c( eo) realiza también la medida máxima, es unión de via
jeros, es no-creciente y por el lema 4 se descompone en e1=ll+ 
d(W) . H es unión de viajeros luego disipativo invariante y 
puesto que H c: E - E" es m( H) = O. Vamos a mostrar que lV 
es un viajero inicial ,y que todo disipativo iniaial contenido en 
E- E" está contenido en c(W), salvo medida nula. :Sea' 
A c: t W} c: E - E" y TnA, c: c( lV). Por el lema 3 11 es unión de 
viajeros, y puestb que A c: E - E" es m( A - el) = O, luego 
m( A - c( W)) = O. Sea D' = c( w'y c: E - E" otro disipativo ini-
cial; por ser unión de viajeros es ya dinectamente. m( D' -
c(W))=O. Luego existe E'" y E"'=c(W). En E'=E-E"·--E'" 
no hay viajeros de medida positiva, luego por el lema 5 E' es 
incompresible.' Sea ahora n positivo cualquiera. El conjunto 
E" + E'" construído respecto de T está caracterizado por ser 
una unión numerabl,e de viajeros de medida máxima. Por el 
lema 2, En" + En'" (respecto de Tn) = E" + E"'. _ 

Vamos a probar que En" = E" salvo medida nula: El con
junto En" U TEn" U T2 En" U ... U Tn-l En" es invariante (respec
to de T) y 'llIIlaón numerable de viajeros más conjunto nulo 
(lema 2). Luego resulta m( En" - E") = O. Por otra parte 
m( E" - E,t); '= O 'es oonsecuencia 'directa de· las definiciones. 
Esto termina la demostración del teorema 1. 

En ,general el rango de T es parte propia de [(, es decir. 
pueden existir conjuntos B 4: [( tales ,que T A = B no se verifica 

_para ningún A 4: [(, Pero si el rango de Tes todo [{, todo 
B 4: [( es de la forma B = T It Y por la condición B) entre los 

\ 
".,1 

-.;", .;', 
. ;. 

., ',.' 

1\ .' 



~;, 

, ¡," ',1, ,.:'1,. ,., .1,,-

-239-

A que verifican T A = B hay uno de medida mwuna. Este-A 
mínimo, determinado salvo medida nula, se indic.ará, con T-1. R 
Luego si el rango de T es [{ se tiene {A} =U _00 -t:P Ti.4, y si lit' 
es viajero lo es también 1'-1. W. . 

Corolario 1. Si el rango de T es todo K, entonces EIII es 
vacío y E = E' + E" siendo E' invariante incompresible, E" di
sipativo invariante y E" = U_,,¡f;X> TiW. La descomposición es 
ahora única. Demostración. Si el rango de T es [{ todo, viajero 
W:,cE - E" ,es de medida nula, puesto que {W} =U_«> -t:X> TiW 
:c E - E" es un disipativo invariante luego debe tener medida 
nula; luego E'" es nulo. Si E' 1 + E'; 1 = E' + E" son dos des
composiCiones, E' 1 - E' = E'! n E" es invariante, unión de via
jeros y si algul1l0' ele estos fuera. de medida positiva, por d 
lema 5 E\:n E" no sería incompresible, absurdo. Luego 
m( E' 1 - E') = O. Finalmente la representación E" =U_o:. +:>" TilV . 
es consecuencia del lema 6. ~ 

Obs.ervación 1. Si hP = Q es una transformación puntual 
oon dominio E y rango en E tal que h-l A.E K si A E [{, enton
ces h origina una T=Th definida por ThA=h-lA. Si Th, tie
ne rango [( y h rango E, entonces' Th 'es biunívoca.; ~i además 
los puntos (es decir los conjuntos compuestos por un solo pun
to) están en K, también h es biunívoca . 

. Corolario 2 (teorema de retorno). Sea de nuevo T arbitraria 
y A c E'.' Pana casi todo P E A vale PE lím sup TnA. Dem.os
tración. Por el lema 4 es é(A) =H + C', C'= c(W), H = inva
riante. Es inmediato que H = lím sup TnA y la cola C' es unión 
de viajeros, luego A , A n (C' + H) = A. n H salvo medida rlU
la, pues E' no contiene viajeros de medida no nula . 

. Corolario 3. Si f(P) es medible-K y mayor que cero en 
.. todo punto de E', entonces para casi todo P E E' es "z:'l'YO Tn f =00 

(véase § 1 para la definición de Tf). Démostración. Sea le> O . 
entero y Elc=E' {Pi f(P) > 1: li}. 

Entonces f(P) > l/le C{JEk(p),Tnf(p) > l/le C{JTnEk(P), Por el 
corolario 2, casi todo P de Ele está en infinitos Tn Ele luego, 
para esos P es"z:'C Tn f(P) =00. 

Como E,' = U 1 :y Ele' resulta la tesis. 
§ 3. - En este número introducimos los conceptos de I sin

gularidad y desigualdad por descomposición irifinita que juegan 
un rol importante en la existencia de medidas invariantes.' 
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Definición 8. Un conjunto HE J(, m(H) > 0, será llamado 
invariante singular si es invariante' y es la cola de ,un conjun
to de medida nula. Diremos que un A,E [( tiene cola singuktr 
si existen i, j, enteros no negativos tales que meTí A.) = 0, ' 
m(Tj A) >0. 

Lema 8. La unión numerable de invariantes singulares es 
invariante singular. 

Lema 9.' Si A tiene cola singular el H de la descomposi
ción de c(A) (lema 4) es un invariante singular .. D3mostra. 
ción. Sea. i tal que meTí A) = O. Entonces H c::: U '=óf Ti+lc A, 
H = U,=o'Y" Ti+" A n H= Ulc=o:y, T'~ [Ti(A n H)] y m(Ti(AnH))=O. 

Definición 9. El E [( se dirá no-singular si m(TiAnE1) > ° 
para algún par, i entero > 0, A E [(, implicá m(Ti A n El) >0 
para todo j > O. 

T e o r e m a 2. eon la notación del teorema 1, E admite 
una descomposicióón E = E'l + S + E" + E11II en puatl'o con
juntos disjuntos donde S es el máximo invariante singul(lr con
tenido en E-E", E 1111 = EIII-S es disipativo inicial y E'l = E'-S 
es incompresible y no singular. 

Demóstración. La existencia de S es consecuencia del le
ma 8. Que E{' es disipativo inicial resulta de ser no-creciente 
con un razonamiento igual al usado en el teorema 1. Además, 
si A c: E - E" tiene cola singular y (lema 4) c( A) = H + e', por 
el lema 9 es m(H-S) =o,m(e'-EIII) =0, luego m(c(A)
(S+E11II») =0. 

Este hecho lo us.aremos para probar lo que falta de la te
sis. Sea A E [( tal que meA n E'l) =0. Probaremos que m(TnA 
n E'l) =0, n= 1, 2, ... Si fuera ln(Tn A 'n E'l) > ° para un n> 0, 
puesto que S + E" + E11II es no-creciente 'es Tn( A n E'lX ~ Tn 
A 'n E'l' luego A n E'l tiene cola singular y por el hecho ci;..· 
tado la cola está contenida salvo medida nula en S + E¡III, con
tradici~ndo m(Tn A n E'l) > O. Sea ahora A E [( tal que 
m(AnE't) >0, y m(TnA'nE'l)=O. Si ponemos B=AnE'l 
es m(B n Tn B) = 0, y por lo recién demostrado m(TlJn A n E\) 
--:-0. p= 1, 2, ... , luego m(B n Tpn B}' 0, P ---: 1, 2, ... , y por el 
lema 1 ,existe B'c:B,m(B-B')=O,B' viajero -Tn. Por 01 le
m~ 2 entonces es m(B'-(S+E"+E11II))=0, lo que contradice 
B~ c: E'!> m(B') > O. Con esto queda terminada la demostración 
de la nO-Singularidad de E' l' 

l' 
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Corolario 4. Si el' rango de T es todo [( es E=Er1+S+E" 
y los tres conjuntos. son invariantes . 

. Definición 10. Diremos que A E K es recubrible -.00 si exis
te una sucesión de conjuntos disjunto's dos a dos An E [( tal que 
para cada n= 1, 2, ... hay una partición de An, An='z;b:l,r A{'-, 
Ain!n Ar=O si i=-/= j, Y una sucesión de enteros no negativos 
lc1,k'.!" ... tal que Ui=l:)OTlc';Ain~A. Esta situación podemos ex
presarla también diciendo que A es menor por descomposi
ción infinita que cada An, n = 1, 2, .... Si solo se. permiten 
un número finito de Ain para cada n, diremos que A es reea
brible o que es menor por desoo,mposición finita que cada An, 
n = 1, 2, .... Puede verse simplemente que si A es recubrible- 00, 

existe una sucesión Bn c: A, m(A-Bn) --+ 0, y cada Bn ~ecubri
ble; esta observación reduce a uno 'mis~o el papel que juegan 
estos conjuntos en lo que sigue. 

Definición 11. Un conjunto invariante será ll~mado inva
riante recubrible si es unión. numerable de' conjunto recubribles, 
más un conjunto de medida nula. 

Lema 10. Unión o intersección numerable de invariantes 
recubribles es invariante recJbrible. I 

Con la notación de los' teoremas 1 y 2 p.odemcis pues enun
ciar: 

Teorema 3. E se descompone en E=E'2+E"+8+ 
R + E2"', los cinco conjuntos disjuntos, R el máximo invarian
te recubl'ible contenido en E-(E" + S) (lema 10), E2"'=E¡,,'-R 
disipativo inicial, y E' 2 = E' 1 - R no contiene ningún viajero 
no-nulo, es incompresible, no-singular y no contiene ningún 
conjunto recubrible no nulo.' 

Demostración. Solo falta ver que E' 2 no contiene recubri
bIes de medida positiva. Sea A c:,E'2 recubrible. Es fácil V::lr 
que c( A) = U 01lO Ti A es también recubrible; para ello basta 
subdividir la sucesión de los números naturales en infinitas sub
sucesiones {nil} ,{ni2} ... {nl~} , ... , luego poner B'e' Ui- 1" Ank 

donde An es la suoesión de la definición 10. Reemplazando 
en la definición 10 los A n por los B~e resulta inmediatameinta. 
que c( A) es recubrible. Por el lema 4, c( A) = H + C', II es in
variante recubrible y C' cola de viajero. Luego m(ll-R) =0. 

Corolario 5. Si T tiene rango [(, E lE' 2 + E" + S + R, 
siendo las cuatro COmp011!entes invariantes. Si T es además no-

\ . 

. ~; , 
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singular (es decir meA) =0 implica m(TA) =0) queda E= E'2+ 
E" + R. Si tooav~a vale en E el teorema del ,retorno (córola
rio 2) es E=E'=E'2 +R. 

Observación 2. Que en el último caso puede ser m(R) > O 
y aún en el caso deT=Th (observación 1), h transformación 
pU,ntual biunívoca de E sobre E, es el contenido de un ejem
plo de P. Halmos (Annals oí Math. 1947, págs. ,735-55). 

¡Corolario 6. Si T tiene rango le y todo conjunto invariante 
tiene medida 1 ó 0, E debe ser de ll1W de los cuatro tipos ,espe-
cificados en el corolario 5. ' 

Observación 3. Insistamos todavía en que la desoomposición 
final del teorema 3 no, es única y presenta ciertas a,rbitrarieda
des talés como: E" y S pueden contener conjuntos recubribles, 
R y S pueden contener viajeros, El! y R pueden oontener con-' 
juntos con colas singulares. La utilidad de esta descomposición 
será clara en los §§ siguientes. 

§ 4. - La validez de los teoremas ergódicos en L1(m) está 
vinculada a la existencia de medidas invariantes ligadas a Ir!- de 
cierta manera, como fué mostrado ,por Y. N. Dowker (o.c) 
para el caso más simple de transformaciones puntuales biuní
vocas. Falta sin embargo un tratamiento armónico en donde 
aparezcan concHcioiles necesarias y suficienlils. Los teoremas 4, 
5 de este número y 6, 7 del § 5 expresan bastan be claramente 
las situaciones que pueden presentarse en el· caso general de 
transformaciones 'de conjuntos arbitrarias. 

De!fnición 12. Si¡.t es una medida definida sobre K, com
pletamente aditiva, no-negativa, ¡.t( E) = 1, escribiremos ¡.t E ¡}[* 
(¡.t posee la propiedad 111*) para significar: 1) meA) =0 im
plica ¡.t(A) =0,; 2) H invariante, ¡.t(H) =0, implicanm(H) =0; 
3) ¡.t(A) = ¡.t(TA). 

Escribiremos ¡.tE 111 si ¡.tE M* Y además ¡.t(A) =0 implica 
meA) =0. 

Para lo que sigue conviene tener en cuenta el hecho bien 
, conocido qúe la condición ¡.t( A) = ° implica m( A) . ° es equi

valente a la siguiente: dado e>O existe unb>O tal que ¡.t(A),<b 
irDplica meA) < e: ' 

Lema 11. Si el rango de T es /(, entonces M* = 111 (pu-
diendo ser vacío). " 

Demostración. Si ¡.t E, M* Y ¡.t( A) = 0, poniendo H-U_oo t;>oTiA, 
es H invariante) ¡.t(H) =0, luego por 111* es m(H)=O,m(A)=O . 

. ~ .... 
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Lema 12. Si existe una ¡.t E M* es ¡.t(E'2) = 1, meE' 2+E2"') 1, 
, m(E'2) >0, y si A:c:E'2' ¡.t(A)=O es equivalente a m(A)=O. 

Demostración. Por la naturaleza de S, R, E" Y E2'" es ¡.t(S) = 
¡.t( R) = ¡.t(E") = ¡.t( E2"') = O, Y por M* es' m( S) =m( R) = 
,m(E") =0. Finalmente si A.c:E'2 y fJ-(A) =0 es ¡.t(c(A» =0. 
Si c( A) = H + e' es la desoomposición del .lema 4, es m( H) = O 
Y m(e''n E'2) =0; Luego meA) =m.(A'n H) +m(A'n e') =0. 

Lema 13.. Sea ¡.t(A) , una medicLa no-negativa, completa
mente aditiua sobre lC ¡.t(E) = 1, ¡.t(/1) = ¡.t(TA). Si además 
meA) =0 implica ¡.t(A) =0 Y para cada H invariante ¡.t(H) , O 

. implica m(Hn(E'+E"»=O, entonces ¡.tEM*. 
Demostración. Sea H invariante y ¡.t(H) =0. Entonces por 

la hipótesis m(Hn(E'+E"»=O. Luego m(H-E"') =0, y H 
es unión de viajeros más conjunto nulo;, es decir H es disipativo 
,invariante, luego .. m(H - E") = O, que con m(H - EIII) = O Y 
E" 'n EIII=O da m(H) "":"'0, l. q. d. d., . 

~ Definición 13.. Diremos que T esequicontinua (respecto 
de m) relativa a R.~ E si para cada E > O existe un i'> > O, tal 
que cualquiera sea AEl( con m(A)<i'> es m((TnA) nB)<E, 
para todo n > O. T es equicontinua en media relativa a B, e, E 
si para cada E> 9 existe i'> > O (independiente (le A) tal que 
meA) < i'> implica 

lím sup n-1 2:l l
n m[(Ti A)'n B] < E.' (*) 

T es biequicontinua en media relativa a B.C: E si esequi
continua en media y si dado E> O existe i'> > O (independienbe 
.de A) tal que (*) implica m( A n B) < E. Si B = E omitire
mos «relativo a E». 

Te OT e m a 4. I Las siguientes propiedades son eqllilJu-" 
lentes. 

Al) Existe ¡.t E M* (es decir M* es no vacío), 
A2) meS) =m(R) =m(E") =0. 
As) T es equicontinua en media relativa a E - E2/11. 

A4) 1. Si f(P) es medible-K y acotada existe el límite 
«ergódico» 

" límn- l 2:l l
n Tif(P) =f*(P) (11._ 00 ) 

para casi todo, PE 'E-E 2111
, que por tanto es una función me-
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dible-K acotada, definida sobre E-E2111. - 2. Si cP A es la fun
ción oanacterística de A E K, dado E> Oexistel:> > 0, independien
te de A, tal que 

-. 

meA) < l:> implioa !E-f.'t' (cp A)* dm < E. 

A5P) 1. Si f(P) es medible-K y acotada, p > 1 real,3xis
te una f*(P) medible acotada, definida en E-E2111 tal que 

- 2. La análogc! a 2, del A4). 

Si se cumple alguna de las A¡), existe el límite 

y f-lEM*. 
Demostración. Al) implica A2). Es consecuencia del lema 

12. A2) implica A3 ). Tenemos E=E'2+E2"~' Supongamos que 
A3) no se cumpla, entonces existe una sucesión An E le tal que 
poniendo Bn = Tin An se tiene para ciertos in' m( An) __ 0, 
m( BI! - E2111) > a> O. Supongamos que los An han sido ele
gidos tan rápidamente decrecientes que m(An'n Un+t'JA¡) <bn ; 

donde bn es tal que m(A)<bn implica m(TinA-E2111) <a:2, 
esto último -siendo posible porque por ser E' 2 no-singular, fi
jado n, m (fl'n E' 2) = ° implica m (Tn A 'n E' 2) = 0, luago 
m(Tn A n E' 2) puede considera:rse como una medida absoluta-' 
mente continua respecto. de la m. Esto permite suponer que los 
An son disjuntos dos a dos pues basta reemplazar An por 
An --.:. U ,&{'J A¡; supongamos pues que los An desde el prin<?ipio 
son disjuntos. Sea C = lím sup (Bn-E2111) Y 0<nl<n2< ... .s;.n!t<'" 
tales que m[C-U:::;+1(Bn~E2111)]<E!t con Zl:xJE!t<a: 2. Entonces 

co='n!t{U:::+1(Bn-E2111)} tiene .m~dida m(Co) >a-.a:2>0 yes 
recubrible, precisamente, es menor por descomposición finita que 
cada Ale - Z ""+1 A ya que . I 

¡- n/e n' I 

Como por hipótesis E=E'2+E2111 y Co.CE'2' m(Co) >0, te
I 

'. ", ' .... " ';-", 
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nemós una contradicción, pues E' 2 no contiene conjuntos recu~ri
. bIes de medida positiva. 

Aa) implica Al)' Para cada t( P) medible.!I( y acotada pon
gamos 

M (1). = lím sup n-l Z; ln fB-B2'" (Ti t) dm. 

M (f) posee las siguientes propiedades: 1. o) M (f - Tt) = O, 
2. 0 ) M(f' + 1") < M(f') + M(I"); 3. 0 ) si A >0, M(A!) =A M(f); 
4. o) M ( e¡> E) = 1. Sea f!(f) < M (1) una funcional lineal dada por 
el teorema de extensión de Hahn-Banach (Banach, Théorie des 
operal:ions lineaíres, pág. 27) con f!( e¡> E ) = 1. Entonoes f!(f) = 
f!(Tt) por 10). Si t = Tt es f!(f) = M (1) Y en. particular si JI 
es invariante f!( e¡> 11) = M (e¡> 11)' . 

Por la hipótesis Ag) dado E> O existe b > O tal que m( A) < b 

implica M(crA) <E luego f!(e¡>A) <E. Luego si ponemos f!(A)= 
. He¡> A)' f! es una medida completamente aditiva que satisfaoe 
las condiciones del lema 13, luego E M*. . 

Al) implic:a A'l)" Aquí meramente hacemos ,uso del teore
ma ergódico de Birkhoff-Khintchine en la forma elada por 
D o o b (o. c.) que es aplicable en nuestro caso en que exisbe 
una f! E M* invariante. Luego existe un conjunto N..L. E, f!( N) = O 
tal que fuera de N existe el límite ergódico de A4 ) y en . N 
no -existe. 

Por el lema 12 es 'me N 'n E - E2"') = O Y queda probadb 1. 
, Si indicamos con t* al límite originado por t, como por el 

lema 12 es f!( E2") = 1 Y dado' E' > O existe b > O tal que 
meA) < b implic;a f!(A'n E'2) < E', del teorema ergódico sigue 
fE'2 Ce¡> A)* df! =fl?'2 e¡> A df! = f!( A 'n E' 2) < E'. 

Y por el mismo lema 12, dado E> O existe E' > tal qu~ 
fB'2(e¡>Á)*df!<E' implica fl?'2(e¡>A)*dm<E. A4 ) implica Apó)' Es 
\31 teorema de paso al límite bajo la integral. Aóp) implica Aa). 
Como m( E) = 1 existe el límite 

y la parte 2 de Aóp) dice que M (A) tiende a cero uniforme
mente en A si m( A) tiende a cero, lo que es la equicontinui .. 
dad 'en media. 

Corolario 7. Si el rango de T es lodo J( son equivalentes 
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las siguientescondicíones: 1) existe ¡;. E M*; 2) existe ¡;. E M; 3) . 
meS) =m(R) = m (E") =0; 4) meS) =m(R) = m (E") =m.(E2111) 
l= O; 5) T es equicontínua en l'IUidÍJa; 6) T esequicontínua; 7) 
se verifica la condición fi 4) reemplazando E - E

2
111 por E, es 

decir el teorenia ergódico ilidividulal vale en todo E; 8) vale 
fi 5P) en todo 'E. 

Observación 4. La operación que a f medible y acotada 
hace corresponder la función medible y acotada f* = T*f, no 
tiene porqué ser acotada o oontínua en L

1 
(m). La condición 2 

de 7), Corolario 7, es' un poco más débil que la oontinuidad 
de T* (ver § 5 donde la continuidad de T* juega un rol aná,"" 
logo a 2 de 7). 

. Corolario 8. Si T = TI¡ (ver observación 1), son equivalen
tes las condiciones: 1), 3), 5), 7), 8) del corolario precedente. 
Demostración. Solo falta pI10bar que en ·este caso la oondición 
1) del corolario precedente implica la 7). Para ello observemos 
que en el caso actual dado P E E existen PI y p" tales que 

. hP'=P,hP=P", luego las medias n-1Z1nTif(P),n-1I,nTi 
t( P'), ;n-1 Zn Ti f( P"), tienen límües iguales simultáneamente o 
no tienen límite también simultáneamente. Luego el conjunto N 
de la demostración del teor,ema 4 es invariante. Análogamente 
es invariante ~l conjunto de los puntos P en que cP A *(P»b>O. 
De esta observación y de ¡;. E M* se deduce fácilmente que m( N} = O 
Y la parte 2 de fi 4 ) para E. 

T e o r e m a' 5. Las siguientes pro piedades son equiva- > 

lentes. " 

B1) Existe ¡;. E M; B2) meS) =m(R) = m (E") = m(E21/~)=0; 
Ba) T es biequicontimw en media; 
Bi4) Sea i > O entero. Dado E> O existe b > O, indepen

diente de fi, tal que m(Ti fi) < b implica m(TM) < E, j-I,2, '" 
B5) 1. Sea f(P) medible-K y acotada. Para casi iodo PE g . 

existe 

lÍm n-1 Zln Ti f(P) = f*(P). 

2. m( fin) ~ O es equivalente con fE (cp An) *,clm~O (n ~ 00 ). 

B6P) Sea p > 1 real. 1. Si. t(P) es medible acotada, existe 
t*(P) de igual oot'!.raleZia tal que fE In-1Z1nTif-f*lpdm-';'0. 

2. igual a 2 de B5). 

: • .' 1 ':: ," :.' • ',. • • ,~ : 
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Si se verifica cualquiera de las Bi) existe 

y P.E M, fE IT f*- f*1 dm=O 
Salvo pequeños detanes la demostración es. compl'etamen

te análoga a la del teorema 4 y la omitimos. 
, Corolario 9. Si el rango ¡de T es l( las condiciones ,1 i ), 

Bi) Y las del coro~ario 7 son equivaUntes dos a dos. 
El teorema 5 contiene el teorema de E. lIopf (1. c.) ,así 

oomo también nuestra nota (1. c.); el núcleo singular de allí 
está contenido en E - E' 2' , 

§ 5. - Ahora consideraremos una transformación entre fun
ciones Tf, oon las propiedades a) - d) del § L Como' vimos 
allí, Tf puede s~ponerse deducida de una transformación en
tre conjuntos. Vamos a agregar a T la condiciÓn siguiente: 
que T « opere» sobre V( m), de modo que si fE I f I dm < 00 
entonceos fEITfldm<oo, y si flfldl1l=O también f IT'ldm=O. 

(Se puede ver fácilmente que la última oondición es con
secuencia de la primera si m es no-atómica y T posee inver
sa). En particular la nueva condición introducida impide la 
existencia de colas singulares '(§ 3), es decir ,T es no-singular 
en el sentido que m( 11 )=0 implica m(T;1 )=0, luego m( S)=O. 
Ad?más T resulta continua en Ll (m), como lo muestra el le
ma siguiente, probado por N. Dunford y D. S. MilIer (1. c.) 
en el 'caso particular de T = Th . 

Lema A. Si Tf verifica :las condiciones a) - d) J' fE V( m.) 
implica Tf E V(m), enlonces Tf es una operación limal. con
tinua de V(m) en V(m):, J' en particu'bar existe le tal qu,e 
m(T A) :s 11: m( A), independientemente de A E IC 

Demostración. Suponiendo lo contrario existirá una suce
sión fnEV(m) tal que flfnldm<1:2n y fITfnldm>a>O; 
podemos además eJ.egir las f n de modo que se verifiqu'Q 
Ifn(P)I~O'y sUPn Ifn(P) 1<00 para todo P. 

Poniendo f( P) = sup If n (P) 1, se tiene entonces If E V( m) y 
en virtud de d), Tf=sup ITfnl, Tfn(P) --O. Por hipótesis re
sulta Tf E L1:(m) , luego es aplicable el ,teorema de Lebesgue 
del límite y Ise obtiene f IT/nl dm -- O, que contradice lo 
supuesto. 

Definición 14. Sea P. una medida completamente. aditiva 

,\ 
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sobre [(, no-negativa, ¡.t( E) = 1, Y sea I IJ-(f) = fE fd¡.t la integral 
correspondiente. Escribir,emos IIJ- E Im* si 1°) V(m) L' Ll(¡.t) 
(como espacios de funciones de punto), 20) Im(lf\)=O impli
ca IIJ-( IfD = O, 30) IIJ-(Tf) = II-I(f) , 40) si f>O, Tf= f, f E V(m) 
y IIJ-(f) ~O entonces Im( Ifl) =0. POl~dremos IIJ- E lin si 
IIJ-Elm* Y además IIJ-(lfl)=O implica Im(lfl)=O. ' 

Lema 1fl. Si TI=f, el conjunto E{P; f(P) > 'A} es in
variante pana todo A real. Demostración. Puesto que T (A) == A 
basta hacer la demostración para A = O . 

. Sea An=E{P;f(P»l:n}, Bn=EtP;-f(P) >l:n}, y I 

e = EJP; f(P) . O} = E {P; If(P) 1 = O} . Si ponemos, A=U 1
:X> fl n

, "" 

B=U
1
fXJBn,A,B,C son disjuntos y E=A+B+C. De Ifl ~ 

fU 0-1- ( - f) U O sigue T ( 1 f 1) = 1 f l· 
De aquí y de Cf'e n 1I1 =0 sigue que T Cf'C'n 1I1 ~O, lue-

go, puesto que T Cf'e= epTC que Tq c:: C y C es no-creciente. 

Además An+Bn=E{P;'lf(P)1 ~l:nl· , 
Luego II(P) 1> l:n Cf'ATltBn que con T( 111)=lllda If(P) 1>1: n 

Cf'TAIl-tTBn Y por tanto TA:n+TBnc::An+Bn' Luego T(A+B). 
c:: A + B Y A + B es no-cr~ciente. 

Luego E=T:A+TB+TC da TC=C., Análogamente se 
prueba TAnc::An, TB,.,.c::Bn, luego TAc::A, TBc::B, que CQn 
T(A+B)=A+B da A=TA, B~TB, c.d.d. ' 
. Lema15.llJ.d~t* siysolosi ¡.tdl* y V (in)C::V (f-l). 
Demostración. Una parte es trivial. Para la otra probamos 
20) de la defipición 14. Si I>O,lmelf\)=O es ni[E{P; 
If(P)I>O]=O, luego ':¡.t[E{P; If(P)I>O]=O, por M*; luego 
IIJ-( Ifl) O. Análogamente sigue 40) teniendo en 'cuenta el lema 
precedente, y 30) es consecuencia divecta de la definición de 

la integral. 
,De los lemM 15 y 11 sigue inmediatamente el 

. Lema 16. Si el rango de T contiene a las funciones carac-
te1'ÍsticasCf' A y si ~IJ-E 1m *, entonces}¡.t E:I m' I 

Definición 15. Driemos que 1m es equicontinua en mcclÍJa 
relativa a B c::E, si dado 8> O existe () > O 'independiente de f 

,tal que Im(lfl)<::() implica límsu'pn-1
1:;l

n !BTijfl dm <8;si 
además, dado () > O existe 8> O independiente ele f tal que 
vale la implicación inversa, 4iremos que 1m es bi,equiconl,ínua 
en media relativa a B. Diremos que I es equilipschitziana (bie
quilipséhitziana) en media relativa a B, si existe una constan-' 
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te le (dos constantes k, le') independientes de f, tal que lefE Ifldm> 
f B n-1z: 1

n Tilfl dm (> k' fB Ifl dm). 
Si B = E omitiremos «relativa a E». 
Observación 5. Es fácil ver que laequilipschitzianidad en 

media equivale a 

(*) n-1 z: m(Ti A:n B) < le meA). , 

Enseguida veremos (teorema 6) que la equicontinuidad y 
equilipsclútzianidad en media son equivalentes. 

Definición 16. Diremos que f > 0, fE O(m) es recubrible 
si existen Zn > 0, Zn E L1(m), Z:1'" ZIl E L1(m) tales que para ca
da n = 1, 2, ... hay sucesión finita de funciones gn1,9n2, ••• gnlc ; 
gniEL1(m),gni>0, y una suoesión,denúmeros enteros 0<n1, ... 
nle tales que: zn=Z:llcglli,f(P) < ~i=llcTnigni(P)~P.E E. 

T 'e o r e m a 6. Son equivalentes las siguientes propiedades. 

F 1) Existe l¡.¡, E (j m * ;, \ 
F2) Si f > 0, lE D(m) es recubri~le~ entonces fli-l!:2 111 fdm=O; 
F 3} 1m es equicontinua en media relativa a E-E2"'; 
1<'4) Para cada fE O(m,) existe .Iím n-1 oI:. 1nfE-B2111 Tif dm< 00 ; 
F 5) 1m es ,equillpschitziana en media relativa" a E--E{'; 
,F6) Dada lE O(m), para casi todo PEE-E2'" existe el 

lím n-1 Z:lnTi f(P) = f*(P) y fE-E2111 f* dh1. <00; 
F7P) Dada fE Lp(m) existe f*E Lp(m) tal que 

fl;-B2
111 In-1 Z:lnTi f- f*lp dm -+ O. 

, Si se verifica alguna de las Fi), la función f* verifica 

1¡.¡,(lfl)=fE-E2
111 If*ldm:$kJt lfl dm (k independiente de f) 

y es I¡.¡,E 1m *. 
Observación 6. La úcotación última juega el rol ,de las par

tes 2 de A4 ) y A5P) del teorema 4., En este caso es ya con
secu,e;wia de la existencia' del Iímiteergódi,co, porque el es
pacio de las f donde ',el límite existe', es ahora compl'eto, luego 
aplicable el teorema de Banach-Steinhaus. 

Demostración. F 1) implica F2). Si f > ° es recubrible es 

\ 
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I/J.(f) =0, luego 1=0 salvo un conjunto A con ¡..t(A) =0; de 
los lemas 15 y 13 sigue m( A - E2111) = 0,1. q. d. d. 

F 2) implica F 3). Supongamos lo· contrario, entonces exis
ten In>O tales que fE-Indm;;;cn, Z;l""cn<oo, límsuplcL2::lc 
fE-E2",Tiln>a>0, n=l, 2, ... 

Luego para cada n exist:l un in tal que si gn = Tin In es 
fE-E2"'gn dm> a. . 

Sea g = lím sup gn' Y g*( P) una función acotada medible 
tal C(Ue O<g*<g y fl1-R2'" g*dm>a:2. Sea Cf'n=gn'ng* de 
modo que lím sup Cf'n = g*. Sea nI < n 2 < ... n" < ... úna suce
ción crecü~nte de enteros positivos "tal que si 

y pongamos g=g*- U 1::>:> (g*-<l>k) de modo que todas las fun
ciones que han apavecido hasta ahora son' no-negativas. De 
las definic~ones resulta, 

fE-E2'" 9 dJi¿:> f E-E2'1I g* dm - f E-Et; (g* - <PI,) dm> 

> fE-E2'" g*dm- a:4> a:4. 

Esto contrael~ce al hecho", que 9 e~ recubrible, pues 

y comos.ucesión Zlc ele "la definición 16 pueele tomarse z" = 

Z; ::::+1 In' ya que por ,hipótesis Z; loo Zk < Z; 1::>:> In E VUn). 
. F 3) implica F 1).· Pongamos lI1 (f) = lím sup n-1 2:: n fE-E2'" 

. Tildm para cada lE V(rn). • 
Entonces se verifican 1 o) - 4°) elel teorema 4; para ver 

la 1°), sea c > ° elado y () > ° el dado por la equicontinu~da.d. 
Sea Ao tal que poniendo 12(P)=I(P) donde I(P»Ao y 12(P)=O 
en los demás P sea ¡e-E2111 /t21 dm < '6. Calculemos M(I-Tf) 
poniendo 1=/2+ (1-12) =/'J + 11. Es 

n-l Z;lnfE-E2111 Ti(f-TI) dm=, 

n-l fE-Ea/ll (Tll - Tntl 11ftlm + n-l Z;ln fE-E2:" Ti(f2- TI2)dm. 

El primer sumando tiende . a cero con n ~ 00, pues 11 es . 
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acotada, y el segundo tiene un lím sup menor en valor absoluto 
que 28. 'Luego IM(f-Tf)I<28. Sea F(f) <M(f) una fun
cional lineal; con F ( cP E) = 1. Por el lema 15 basta entonces 
ver que si IJ-( A) = F( cP A) 'es IJ- E M* Y P, es la integral generada 
por IJ-; la verificación de esto último es fácil y dejamos los 
detalles al lector. 

F 1) implica F 6)' Igual que en el teorema 4. F 6) implica 
F7P), inmediato. F7P) implicaF5). Sea U el operador proyec
ción con dominio L1(m) y rango en V(m) que a cada f ha
ce corresponder la función Uf = f si PE 'E-B:2111 Y cero en casoi 
contrario. Pongamos, n-1I. 1nUTi=Un; F7P) dice que la su
cesión de operadores acotados Unes convergente en cada f hacia 
la función' igual 'a f* en E - E2111 Y nula en B2111. Por el teo
rema citado de Banach-Steinhaus la&, normasllUnl1 son aco
tadas uniformemente, es decir existe l~ independiente de f y de 

'i=1,2, ... tal que fE IUn(f) 1 dm<kfE Ifl dm. .," 
Siendo Tif>O si f>O resulta F5). 'P5) implica Fa) Y F 6) 

implica F 4)' evidente.F 4) implica F 3)' Neguemos la equicon
tinuidad en media; entonces existen he >O,fE h dm<8lc,I.{"',8lc<oo, 
lím /1.-1 I. 1n f E-E

2
'" Ti he dm > a> O. I 

Luego este límite para la función I. 1':n,fhEV(m) será infi-
nito, contra F 4)' . 

De este teorema y 'el lema 16 sigue inmediatamente el 

Corolario 10. Si el rango d,e T contiene a las funciones 
características de los conjunlos /'1 E K, son equivalentes la,~ si
guientes propiedades: F1); F'2) existe 1~~Elm' más aún l m= 
lm*; F'3) 1m esequicontinua en media; F',l) 1m es equilipschit
ziana ,en media; F'5)'m(TnA)<lcm(A), le independiente de A. 
y n. F' 6) vale el teorema ergódico individual en O(m,); F' 7) 
vale el teorema ergódico " medio en Lp( m), p > 1. Si para cada 
fELp(m) ponemos T*f=f*, el operador T* es acotado, su 
rango es el espacio lineal cerrado de las fE Lp(m,) medible' res
pecto del o-cu,erpo de los conjuntos invariantes (lema 14). 

En este corolario es m(E.,/") --:- O; . la situación es diferente 
en el siguiente corolario donde m(E2111) puede s'er positiva aun
que también son válidos los teoremas ergódicos. Una vez más 
se observa que la más profunda y potente de las propiedades es 
el teorlema 'ergódico individual. ' 

Corolario 11. Si T = TI!' siendo h una transformación pun-
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tual con dominio E y rango en E,' son equival~ntes las pr.o
piedades F' 1)' F' s), F'4), F' 5)' F' 6), F/7 ), del corolario' anterior." 

El corolario 11 contiane -.los resultados de Dunford y Mi
ller (1. c) para el caso discreto y el teorema 6 de Ddwker (1. 
C., .pág. 1059). 

La condición 1 IJ- E 1m trae ,como' consecuencia una situa
ción mucho más simple que la expresada explícifamente hasta 
ahora. Esto 10 aclaraIJ1los en el lema 17, el teorema 7 y el 
corolario 12 que siguen a clOntinuación. 

Lema 17. Son equivalentes las siguientes condiciones: F'2) 

existe llJ-Elm; a.) ¡..tEM y V(m)=V(u);.~) ~'(TA)=¡..t(.4), 
V(m) = V(¡..t) y sobre estos espacios las dos seudO/1;ormas da
das por m y ¡..t son equiua1entes. Demostración. Evidentelnen
te ~) implica F' 2)' vamos pues probar que F'2) implica (~) y 
~). Evidentemente F'2) implica que ¡..tE M Y V(m) c:V(¡..t). 
Bastará probar que sobre V(m) son equivalentes las normas 
m, ¡..t, para deducir la iguald¡td de los espacios de Banach res
pectivos. Si fn > 0, fn E V(m), fE fn dm < En' I, ~ . converg·ente, 
fEfu d¡..t > a> 0, resulta cp = Iím sup f n está definida salvo lil-e
dida m nula, fE cpdm=O, IEcpd¡..t>a, contra luElm; análo
gamente se ve la recíp.roca. Observemos todavía que las con
diciones de la tesis I equivalen a V(m) = V(~t) como espacios 
de funciones módulo funciones nulas. 

T e o r e m a 7. Son equivalentes las propiedades: F/2) exis
te luE 1m ; Gl ) 1m es biequicontinua en media; G2 ) si fE V(m) 
existe 1(1) limn-1I,lnfE Tifdm, e 1(lfl)=O implica fE ifldm=O 
Gs) 1m es biequilipschitzi'ana en media; G 4) vala el teorema el'
gódico individ~al en V(m), Iímn-1I,lnTif=T*f, )' fT*(lfD 
dm=O implica f Ifldm=O. G5P) vale el teorema ergódico me
dio elJ- Lp(m),p>l, y f(T*lfl))pdm 'implica f¡flpdm=O. 

La demostración 'resulta inmediatamente como en teorema 
5 d!')l teorema 6 y ·el lema 17, y' la omitimos. . 

Observación 7. En los corolarios 10, 11, la uniforme acota
ción de las normas IITnl1 es neoesaria y suficiente para la va
lidez de los teoremas' ergódicos. En ,el teOl:ema 7 .esta acotación 
es tan. solo neoesaria. 

Corolario 12. Si el rango de T incluye a las funciones 
características, son equivalentes dos a dos las condiciones Fi), 

F'¡) Y G¡).· 
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§ 6. - Vamos a hacer finalmente una aplicación del teor,e
rema ,7. Basándonos en un teorema de J. L. i Doob(l. c.) enun
ciaremos una caracterización de los operadores de Koopman, , 
de tipo algo diferente a la dada por v. Neum.ann (o. c.). 

Definición 17. Sean E, m, O(m) como antes, y T un ope
rador con dominio O(m) y rango en L2(m). Diremos qne T 
es equivalente a un operador de [(oopman, si existen E', m', 
L2(m'), T', tales que: 

1) T' = T'1!, siendo huna, aplicación puntual de E' sobre E' 
con m'(T' A') = m'( A'). 2) Existe un isomorfismo lineal topo
lógico V que aplica L2(l1t) sobre O(m') que relativizado so

I bre las funciones erA origina uÚa correspondencia biunívoca de 
[( sobre [(1, V(A)=A', tal que V(O)=O, V(E)=E','v(Ul""An)= 
Ul:lO VeAn), venl"" An) =nl"" VeAn)' 3) YT =T'V. 

Aquí T' es un operador da Koopman en un se,ntido algo 
más amplio que el clásico. Si T admite un inverso T-l :'le ob
tiene el caso clásico para T'. 

Si T es' equivalente a un operador de Koo,pman es 'evi
dente por el teorema 7 que él verifica los teor,emas ergódicos 
(respecto de m). La recíproca es consecuenci~ directa del teo
rema 7 y del siguiente teorema A, que l~esulta inmediatamen
te de los razonamientos usados: por Doob en su teorema citado 
más arriba. 

Teorema A. Sea T una transformación acotada definida 
sobre L2(m) con las propiedades a) - d) (§ 1), Y TA, A E [(, de
finido por erTA = Ter A. Si para todo A E [( es m(T A) = m( A) 
entonces T es equivalente ~ un operador de [(oopman. 

De este teórema~ el lema 17 y el teorema 7 resulta inme
diatamente el 

T'eürema 8. Si un opee11adoJ' acobado .Tf sobJ'e L2(m) 
verifica {¡as condicioflE&. a) - d) del § 1 Y uno de los teoremas 
ergódicos G4) o G52); entonces T es equivalente a un operador 
de [(oopnwn. La hipótesis de verificar las condiciones a) -d) 
puede reemplazarse por las dos siguientes: 1) T es una trans
formación lineal continua sobre L2(m); 2) T(fg)~ Tf. Tg. 

La última afirmación resulta enseguida para funciones aco
tadas observando que' Ifl se aproxima uniformemente por po
linomios en f, que Ul 2 fi=[fl+f2+lfl-f2IJ: 2, que f>O 
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equivale a 1 = g2 Y que 1 = 1 e~uivale a Ig . 9 para todo g. 
Por tanto de 1) y 2) sigue para funciones 1 acotadas 

luego por la continuiClad de Tresulta la condición d). 
Groseramente puede enunciarse el teorema 8 diciendo, que 

toda vez que el teorem}l ergódioo (u o'tra condición del teOI\e
ma 7), sea válido para operadores que conservan el producto, 
se está en presencia del caso clásico tratado desde los comien
zos del desarrollo de la teoría ergódica. 
INSTITUTO DE MATEMÁTJCA. BUENOS AIRES. 
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