SOBRE TRANSFORMACIONES DE CONJUNTOS
Y OPERADORES DE KOOPMAN

v

por MiscEa CorrAr y R. A. RICABARRA

\
En este articulo queremos profundizar algunos resultados

obtenidos en una nota anterior (1) y deducir con ellos una carac-
terizacion de los operadores clasicos de Koopman, que pasamos
a detallar. '

Si m(A) es una medida de Lebesgue sobre un espacio de
puntos E={P}, ACE, L(m)={f} el espacio de las funcio-
nes f(P) a cuadrado integrable y P — hP una aplicacion biu-
nivoca de E sobre E.tal que m(hA) =m(4)=m(h-1A), enton-
ces la aplicacién h origina en L2(m) una transformacién uni-
taria T=T, definida por Tf(P)=f(hP). Tales Tf=T),f se
Haman operadores de Koopman. Ellos son pues operadores
unitarios sobre L2(m) de un tipo especial, y seglin un cono-
cido teorema de v. Neumann (2), una transformacién sobre L?(m)
es de Koopman si y solo si es unitaria y T(fg) =Tf.Tg. Este
teorema de v. Neumann da una condicién para que T sea de
de Koopman. En cambio algunos trabajos de J. L. Doob (*)
sugieren el problema: ¢cudndo una transformacién lineal aco-
tada Tf sobre L2(m) es equivalente a un operador de Koop-
man? Decimos que una transformacién Tf cualquiera sobre
L2(m) es equivalente a un operador de Koopman, si existe un
T’ de Koopman definido sobre -cierto L2(m’) y un isomorfismo
algebraico-topologico V de L2(m’) sobre L2(m), tal que VT=T"V.

La diferencia esencial entre este problema y el tratado por

(*) Sobre un teorema de E. Hopf, esta Revista, 1949, XIV; la presente
nota es sin embargo -independiente de la anterior.

(*) v. NEUMANN, Annals of Mathematies, vol. 33, 1932, pigs. 587-642.

(* Ver J. L. DooB, One parameter familys of transformations, Duke Math.
Journal, vol. 4, 1938, pigs. 752-74, especialmente teorema 10, asi como la for-
ma general del teorema. ergbdico individual dada por este autor en el Duke
Msth. Journal, 1940, pag. 245.
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v. Neumann radica en el hecho que V puede no. conservar las
normas, luego Tf puede ser equivalente a un-operador de Koop-
man sin ser una transformacién unitaria sobre L2(m). Aqui
solo consideramos el caso més simple m(E)=1 y {T»} dis-
creto, y nuestro teorema final es: una transformacion lineal
continua Tf sobre L2(m) (que admite por rango L2(m)) es
equivalente a un operador de Koopman si y solo .si verifica
uno de los teoremas ergddicos y T(fg)=Tf.Tg; damos ade-
més otras dos condiciones de tipo algebriico y conjuntista res-
pectivamente: La demostracién de este teorema depende esen-
cialmente de los dos teoremas citados de Doob, que combina-
dos con algunas propiedades generales sobre transformaciones
de conjuntos (ver §§ 1-4) proporcmnan inmediatamente el re-
sultado deseado. »

En los §§ 1, 2, 3, damos tres teoremas de descomposicién
de E (respecto de una T de conjunto general), el primero de
los cuales se reduce al teorema clasico de la teoria ergodica (%)
en el caso de una T =T, proveniente de una aplicacién pun-
tual. Combinando estos teoremas de descomposicion con el mé-
todo usado en nuestra nota anterior citada, obtenemos en los
88 4 y 5 condiciones para que una tal T sea equivalente a una
TI" invariante respecto de una m’. En el caso particular de una

T'=T), estos resultados unifican y completan teoremas de Dun-
ford- Mlller, Y. Dowker y E. Hopf (?).

§ 1.-Sea E= {P} un espacio abstracto, K={A,B,C,

...} un o-cuerpo de subconjuntos de E, es decir una clase
que con cada conjunto contiene su complementario a I y
con cada sucesién numerable su unién e interseccién. Sea T
una transformacién entre conjuntos con dominio K y rango
en K con las propiedades:.

A) TO=0 (con O indicamos el conjunio vacio), TE=E ;
B) T (nl Ai)::nl TAi: T(Ulv Al): U1~ TAI

(*) Ver por ejemplo: E. Hopr, Ergondentheorie, Cap. IV.

*) N. DUNFORD y D. 8. MirLLER, On the ergodic theorem, Trans. of the An.
Math. Soc., 1946, pigs. 538—48; Y. N. Dowker, Duke Math. Journal 11, 1947,
phgs. 1051—6l ; E. Hopr, Theory of measure and invariant integrals, Tmnsact
A. M. Soe., 1932. ‘
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Como consecuencia es T (limsup {A;})=Ilimsup {T A;},
T (liminf {4;} ) =liminf{T A;}, ACB implica TAcTB, ANC=0
implica TA'NTC=0.

Llamaremos T» a ‘la transformacién entre conjuntos que a
AeK asigna T(Tn1A), TOA=A, T'1A=TA, n=1,,2,... Tri-
vialmente se comprueba que T posee las propiedades supuestas
para T. Sea f(P) una funcién real con dominio E tal que
E{P; f(P)=a} ¢ K para tocdo ntimero real a, es decir medible-K.

Indicaremos con Tf la funcién construida mediante el si-
guiente proceso. Sea antes g(P) una funcién con a lo sumo
infinito numerable de valores (funcién elemental): g(P)=ai si
PeAi, Ain\ Ai=0 si iz=j, U Ai=E. Puesto que TAINTAI=0
sit5=j y U TAi=E, podemos definir: Tg(P)=ai si PeTAlL
Se ve facilmente que esta definicion implica que si gy, g4, son
dos funciones elementales tales que |gy(P)—gy(P)|<e para
todo Pe¢ E, entonces también |Tg;(P)—Tgy(P)|<e. De esta pro-
piedad sigue que si f(P) es una funcién medible cualquiera y
gn una sucesién de funciones elementales uniformemente con-
vergente a f, entonces T'gp converge uniformemente hacia una
funcién medible que indicaremos con Tf, y Tf no depende de
la sucesién particular g¢,.Tf estd pues caraclerizada por la
propiedad siguiente: si g es elemental y |f(P)—g(P)|<¢e en-
tonces también |Tg(P)—Tf(P)|<ce.

La transformacién f— Tf asi definida posee las propieda-
des siguientes: ‘ '

Ca) T1=Lb) TOu fy 0 f) =N TH 43T ©) T(fg)=
(T'fy (Tg), aqui’fg indica el producto ordinario f(P) g(P);
d) Indicindo con N> f; (U ;) la funcion que en cada P

es igual al extremo inferior (superior) de los valores f;(P), se.

tiene T(Ny=f;)="N>Tf;, T(Up2f)=U>Tf;, siempre que
existan estas 1, Ug>.

Todas estas propiedades pueden demostrarse primero para
funciones elementales y luego para funciones medibles arbitra-
rias, haciendo uso de la propiedad caracteristica de Tf. Veamos
por ejemplo que T(N¢*fa) = N> Tt

Por la propiedad caracteristica mencionada podemos su-
poner las f, elementales. Sea f, constante en Ai{, e igual a
ai,.!N>fn es constante en los conjuntos A2==0 de una clase
de a lo sumo la potencia del conttinuo y donde cada A® es in-
terseccion de infinito numerable de conjuntos Ai,e K. Luego




ey

— 235 —

Ace K, y en'un punto PeA® es N> fr igual al infimum de
los valores ani® correspondiente a los indices i,,n tales que
A®c Apin. Designando este infimum con a®, vamos a probar
que T(Ny™fa) (P)=1a* si PeTA> Definamos Bi,=E{P;(i—1):
k<N f(P)<i:k} y gp(P)=(i—1):k si PeBji,. Entonces o
bien A*cBj, o bien, A* N Bi,=0 y |g,(P)— Ny fo(P)|<1:k.
Sea PeTA¢, y caloulemos Tgq;(P). Sea i el indice tal que
A*c Bi,, entonces TA*TBi, y Tg; en P vale por definicién
(i=1):k. De AecBi, sigue (i—1):k<a*<1: k, luego |Tg,(P)—
a*|<1:k. De la observacion ya anotada que (Tg,—T(Ny™fr)|
=<1:k sigue pues que T(N;”fa) (P)=a* CQCalculemos ahora
N> Tfn(P) para PeTA* Puesto que por construccion Ao:=
Nney Ay es Tf,(P)=gayin"y por definicién a*=infimum de
apin, .

De esta manera una transformaciéon entre conjuntos con las
propiedades A) y B) da origen a una transformacién entre
funciones con las propiedades a)-d). Reciprocamente, sea M
un conjunto de funciones medibles-K, cerrado respecto de las
operaciones de suma, multiplicacién por constantes, producto y
las operaciones Ny fn(U f,) cuando la sucesién f, tiene una
minorante (mayorante) en M, que incluya a todas las funcio-
nes caracteristicas de conjuntos Ae K, y T una transformacion
con dominio M y rango en M que posea las propiedades a)-
d) (¢). Puesto que una f=¢,, funcién caracteristica de AeK,
estd caracterizada por la propiedad f2=f, c¢) implica que
Togy=¢p, y poniendo TA=DB tenemos una transformacién
entre conjuntos con dominio K y rango en K, que posee las

propiedades A) y B). Ademaés se ve que la condicién b) es casi

superflua y puede reemplazarse por la ampliacion de a): T(\)=
A =funcién constante, que junto con c¢) y d) implica la linealidad
de la T. Si ahora a partir de la T entre conjuntos asi obteni-
da formamos la T entre funciones f—T}f, segtin el prooce-
dimiento de arriba para foda f medible-K, tenemos una ex-
tension de la T dada. }

§ 2.-En un espacio £ con una K y una transformacion
T entre conjuntos con las propiedades A) y B) vamos a intro-
ducir ahora una medida m(A), no- negativa, completamente

(°) Por ejemplo L*(m) es un tal conjunto M pero mno lo es Lr(m) si p=H2.

IR i
ot




— 236 —

aditiva sobre K, m(E)=1, 'y vamos a obtener varias descom-
posiciones del espacio (teoremas 1, 2y 38 del § 3).

Definicion 1. Ce K se dird no-creciente si TCcC, luego
también Tn C<C para todo n=1, 2,....

Definicién 2. Llamaremos cola del conjunto A¢K al con-
junto Ug»TiA, y lo indicaremos con ¢(4). Un conjunto es no-
creciente si y solo si es cola de si mismo.

Definicién 8. He K se dira invariante si TH=H.

Luego, H es invariante si y solo si H y E—H son no-cre-

cientes, y los conjuntos invariantes forman un o-cuerpo den-.

tro de K.

Definicion 4. Sea Ae¢ K. Un con]unto invariante H DA se
dira una cdpsula invariante (relativa a m) de A, si H'D A, H’
invariante implici m(H") = m(H).

Dos capsulas’ invariante de A, coinciden salvo medida nu-
la. Luego salvo medida nula existe la cdpsula invariante de A
que indicaremos con {A}.

Definicion 5. Diremos que We K es un wvigjero (respecto
de T) si para i=1,2,... es WNTiW=0 (6 equivalenternen-
te TPWNTrHW =0, 1—1 2,... y p=0).WeK es viajero
inicial si es viajero y si A C{W} TkAcc(W), para algan
k=0, implican m(A —¢(W))=0. Se comprueba . ensegulda que
esta definicion no depende del {W} elegido.

Lema 1. Si'm(WNTiW)=0,i=1,2,..., existe un via-
jero W.cW con m(W—W')=0.

Demostracion. Basta poner W/ =W —N>TiW

Cabe ' considerar ‘también viajeros respecto de T",n fijado,
cuyas definiciones se obtienen de la definicién 5 reemplazando
T por Tn. Escgribiremos respectivamente viajero, viajero-In.

Lema 2. Si W es uiajero-Tn, W es unidn numerable de via-
jero mds, eventualmente, un conjunto de medida nula. Demos-
tracién. Sea k el maximo entero con la propiedad que existe
un sistema de k enteros 0<iy<<..<i, tal que m(W'NTa
WN...NTkW)>0. Si no existe ningtn tal k es m(WiN T
W)=0,i=1,2,... y basta aplicar el lema 1 para deducir la
tesis. Si existe tal k es k<n pues entre n+41 enteros
hay dos congruentes médulo n. Si -ponemos W,=WinTit
WN ... NTkW resulta m (W, NT:W,)=0,i=1,2,..., pues
W, NTiW,; es una intersecciéon correspondiente a un sistema
de por lo menos k-+1 potencias de T. Luego por el lema 1
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existe W/'CW; vyiajero, m(W’)>0. Ahora W—W' esti en
las condiciones de W y la induccién matemaética termina la
demostracion. :

Corolario. Si para algin n es T"A vacio, A es unién -

numerable- de viajeros méds un conjunto nulo.

Lema 3. Si W es vba]ero y TrAcc(W) entonces A es
unién numerable de viajeros mds un con]unto nulo. Demostracion.
Bagta observar que B=A'N ¢(W) es unién de viajeros, y A-B
es viajero-Tn pues (A-B)'NTni(A-B).c(A-B)'Ne¢(W)=0,. lue-
go el lema 2 termina la demostracion.

‘Lema 4. Todo no-creciente C se descompone C=H-C,
HNC=0,C=¢(W) cola de viajero, y H el mdzimo  inva-
riante contenido en C. Esta descomposicion es unica y H=Ny"
TiC,W=C—TC. Demostracién. Se comprueha facilmente que
el conjunto H=Ng=TiC es invariante y W=C-—-TC viajero,

y que C=H + ¢(W). Si se tiene otra tal descomposmlon C=H"-
o> Ti W', debe ser TJ‘C:H’—I'—U]-"0 TiW’, luego W=C-TC
y H=H".

Definicion 6. Diremos que Ce K es compresible si para al-
gin n>0 es T"CSC y m(C—TnC)>0. Y que Ce K es in-
comprensible si no contiene ningtn subconjunto compresible.

Lema 5. Si C no contiene ningun viajero de medida po-
sitiva, es incompresible. La reciproca vale siempre que C sea
no-creciente. Demostracion. La primera parte resulta de que
si TnCcC,C—TrC es viajero-Tn, y el lema 2. La reciproca,
de que si W es viajero de medida positiva su cola es compresible
pues T(Ug=TiW)=UpTiW.

Definicion 7. Diremos que De K es disipativo invariante
si es invariante y si es uni6n numerable de viajeros més (even-
tuabmente) un conjunto de medida nula. Y que De K es un di-
sipativo inicial si es la cola de un viajero inicial.

El disipativo ‘inicial es un conjunto «invariante» en cierto
sentido y unién numerable de viajeros. Para los disipativos in-
variantes vale un resultado andlogo al que se tiene en la teoria
de transformaciones puntuales:

Lema 6. Si D es disipativo invariante existe un viajero W
tal que D={W}. Demostracion. Por definicion D=U," W +
conjunto nulo. Si ponemos V=W, V,=W,— (W}, V,=W;—
({Wd+{Vs}), ..., los Vi, V,, ..., son viajeros, por ser partes
de viajeros, y los conjuntos invariantes {V:},i=1,2,... son
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disjuntos y. D=Up{V;}={U>V;}. Ademéas W =U>V,; es via-
jero.

Lema 7. Unién o interseccion numerable de disipativos in-
variantes es disipativo invarianie. La demostracién es evidente.

Teorema 1. E se descompone en tres conjuntos disjun-
tos, E=F +E"+E"”, donde E". es el mdzimo disipativo in-
-variante contenido en E,E" es el disipativo inicial contenido en
E—E” de mdzima medida, y E' es incompresible. Esta des-
composicion es la misma para cada Tr,n=1,2,....

Demostracion. En la tesis estin involugradas las existen-
cias de E” y E” como conjuntos méximos (naturalmente salvo
medida nula). La existencia de E” es consecuencia del lema 7.
Sea C wuna uni6én numerable de viajeros W.c L —E”.

Entre tales C hay uno €, de medida m maxima. Entonces
C;=¢(C,) realiza también la medida méixima, es unién de via-
jeros, es no-creciente y por el lema 4 se descompone en C,=H--
d(W).H es unién de viajeros luego disipativo invariante y
puesto que HCE—E” es m(H)=0. Vamos a mostrar que W
es un viajero inicial y que todo disipativo inicial contenido en
E—E" estd contenido en ¢(W), salvo medida nula. Sea-
Ac{W}cE—E" y TrAcc(W). Por el lema 8 A es unién de
viajeros, y puesto que ACE—E” es m(A—C;)=0, luego
m(A—c(W))=0. Sea IV=c(W')cE—E" otro disipativo ini-—
cial; por ser wunién de viajeros es ya directamente m(D’'—
¢(W))=0. Luego existe E” y E”=¢(W). En E'=E—E"--E"
no hay viajeros de medida positiva, luego por el lema 5 E’ es
incompresible.  Sea ahora n positivo cualquiera. El conjunto
E” + E” construido respecto de T esta caracterizado por ser
una unién numerable de viajeros de medida méxima. Por el
lema 2, E;”+Ey” (respecto de Tr)=E"-E". ’

Vamos a probar que E,”=FE" salvo medida nula. El con-
! . junto E"UTE,"UT2E,"U ... UTr1E,” es invariante (respec-

' to de T) y wnién numerable de viajeros maés conjunto nulo
(lema 2) Luego resulta m(En”"—E”)=0. Por otra parte
m(E” —E,”) =0 es consecuencia ‘directa de- las definiciones.
Esto termina la demostracion del teorema 1. .
En general el rango de T es parte propia de K, es decir 5
pueden existir conjuntos Be K tales que TA=B no se verifica
_para ningtn Ae¢K. Pero si el rango de T es todo K, todo
Be¢K es de la forma B=TA y por la condicién B) entre los
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A que verifican TA=RB hay uno de medida minima. Este -A
minimo, determinado salvo medida nula, se indicara, con T-1B.

Luego si el rango de T es K se tiene {A}=U__**Tid, y si W

es viajero lo es también T-1W.

" Corolario 1. Si el rango de T es todo K, entonces E” es
vacio y E=F'+4E” siendo E’ invariante incompresible, E” di-
sipativo invariante y E'=U__TiW. La descomposicién es
ahora unica. Demostracion. Si el rango de T es K todo. viajero
W.eE—E" es de medida nula, puesto que {W}=U_t*TiW
‘CE—E” es un disipativo invariante luego debe tener medida
nula; luego E” es nulo. Si B’y +E’,=E'+E” son dos des-
composiciones, £, —E'=F'; N E” es invariante, unién de via-
jeros y si algumo‘ de estos fuera de medida positiva, por =l
lema 5 E’\'NE” no seria incompresible, absurdo. Luego
m(E", —L”)—O Finalmente la representacmn E" =U_, > TiW
es consecuencia del lema 6.

Observacion 1. Si hP=(Q es una transformacién puntual
con dominio E y rango en F tal que A1 Ae K si Ae K, enton-
ces h origina una T=T), definida por T,A=h-1A. Si T tie-
ne rango K y h rango E, entonces T), 'es biunivoca; si ademads
los puntos (es decir los conjuntos compuestos por un solo pun-
to) estin en K, también h es biunivoca.

Corolario 2 (teorema de retorno). Sea de nuevo T arbitraria
y ACE. Para casi lodo PeA vale PelimsupTrA. Demos-
tracion. Por el lema 4 es ¢(A)=H4-C,C'=c¢(W), H=inva-
riante. Es inmediato que H =limsupT7A y la cola €’ es unién
de viajeros, luego A=A N (C'+H)=A N H salvo medida nu-
la, pues E’ no contiene viajeros de medida no nula.

Corolario 3. Si f(P) es medible-K y mayor que cero en

. todo punto de E’, enfonces para casi todo Pe B’ es Z>Thf=om

(véase § 1 para la definicién de Tf). Demostracion. Sea k>0
entero y E,=F{P; f(P)=1:k}.

Entonces f(P)=1/k ¢z, (P),Tnf(P)=1/k ¢ gnp(P). Por el
corolario 2, casi todo P de Ej; esti en infinitos T»E, luego,
para esos P esZ,;>Tnf(P)=co.

Como F’ _UIV E,, resulta la tesis.

§ 3.-En este nimero introducimos los conceptos de, sin-
gularidad y desigualdad por descomposicién infinita que juegan

un rol importante en la existencia de medidas invariantes:
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Definicién 8. Un conjunto He K,m(H)>0, serd llamado
invariante singular si es invariante y es la cola de un conjun-

“to de medida nula. Diremos que un Ae¢K tiene cola singular

si existen ¢i,j, enteros no negativos tales que m(TiA)=0,
m(Ti A)>0.

Lema 8. La_union numerable de invariantes singulares es
invariante singular.

Lema 9. Si A tiene cola singular el H de la descomposi-
cion de c(A) (lema 4) es un invariante singular. Dzmostra-
cion. Sea .i tal que m(TiA)=0. Entonces HC U Titk A,
H=U;_y Ttk AN H=U;_> Tk[Ti(A N H)]y m(Ti(ANH))=0.

Definicion 9. E ¢ K se dird no-singular si m(TiANE;)>0
para algin par, i entero 20,A¢ K, implica m(TiA'N E;) >0
para todo j=O0.

Teorema 2. Con la notacidn del teorema 1, E admite
una descomposicicén E=FE' +S+E”+E,” en cuatro con-
juntos disjuntos donde S es el mdzimo invariante singulgr con-
tenido en E—E”, E,” =E"—S es disipativo inicial y E'y=E'—S
es incompresible y no singular.

Demostracion. La existencia de S es consecuencia del le-
ma 8. Que E,” es disipalivo inicial resulta de ser no-creciente
con un razonamiento igual al usado en el teorema 1. Ademds,
si ACE—E” tiene cola singular y (lema 4) c¢(A)=H + C’, por
el lema 9 es m(H—S) _O m(C'— E”)=0, luego m(c(A)—
(S+E;)) =0.

Este hecho lo usaremos para probar lo que falta de la te-
sis. Sea AeK tal que m(AN E'))=0. Probaremos que m(TnA
NE)=0,n=1, 2,... Si fuera m(Tn»A'N E’;) >0 para un n>>0,
puesto que S-}—E”+E1"’ es no-creciente es Tn(A N E )oTn
ANE,, luego ANE’, tiene cola singular y por el hecho ci~
tado la cola estd contenida salvo medida nula en S+ E,”, con-
tradiciendo m(TnA N E’;)>0. Sea ahora Ae K tal que
m(ANE,) >0, y m(TrA'N E"})=0. Si ponemos B=ANE’;
es m(BNTrB)=0, y por lo recién demostrado m(Trr A N E',)
=0.p=12,..., luego m(BNTrmB)=0,p=1,2,..., y por el
lema 1 existe B’'CB,m(B—B’)=0,B’ viajero —T". Por ol le-
ma 2 entonces es m(B'—(S+E”+E,”))=0, lo que contradice
B'cE,,m(B)>0. Con eslo queda terminada la demostracmn
de la no-smgulandad de F',.
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Corolario 4. Si el rango de T es todo K es E=E',+S+E"
y los tres conjuntos. son invariantes.

" Definicion 10. Diremos que A e K esrecubrible —o siexis-
te una sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos Ane K tal que
para cada n=1,2,... hay una particién de Ar, An=2Z} ,"Apn,
Ar'N Ajp=0 si i /— ], y una sucesion de enteros no negativos
ky, k»g,... tal que U_>TkAnDA. Esta situacién podemos ex-
presarla también diciendo que A es menor por descomposi-
cién infinita que cada An,n=1,2,.... Si solo se. permiten
un nimero finito de A;* para cada n, . diremos que A es recu-
brible o que es menor por descomposicién finita que cada An,
n=1,2,.... Puede verse simplemente que si A es recubrible-cw
existe una sucesién B,CA4,m(A—Bn) —0, y cada B, Fecubri-
ble; esta observacién reduce a uno mismo el papel que juegan
estos conjuntos en lo que sigue.

Definicion 11. Un conJunto invariante sera llamado inva-
riante recubrible si es unién. numerable de conjunto recubribles,
mas un conjunto de medida nula.

Lema 10. Unidén o inierseccion numerable de invariantes
recubribles es invariante recubrible. |

Con la notacién de los teoremas 1 y 2 podemos pues enun-
ciar:

Teorema 8. E se descompone en E=FE,+LE"4 S+
R+ Ey", los cinco conjunlos disjuntos, R el mdximo invarian-
te recubrible contenido en E—(E”4-S) (lema 10), E,"=E,"—R
disipativo inicial, y E';=FE;—R no contiene ningin viajero
no-nulo, es incompresible, no-singular y no contiene ningin
conjunto recubrible no nulo.

Demostracion. Solo falta ver que E’, no éontiene recubn—
bles de medida positiva. Sea ACE’, recubrible. Es facil ver
que ¢(A)=U®T!A es también recubrible; para ello basta
subdividir la sucesién de los numeros naturales en infinitas sub-
sucesiones {ni}, {n;?} ... {n/*},..., luego pomer Bk=1J); ,» Ar*
donde Ar es la sucesion de la definicion 10. Reemplazando
en la definicién 10 los A» por los Bk resulta inmediatameinta
que ¢(A) es recubrible. Por el lema 4, ¢(A)=H+C',H es in-
variante recubrible y C’ cola de viajero. Luego m(H—R)=

Corolario 5. Si T tiene rango K, E=FE,+E"+S +R,
siendo las cuatro componentes invariantes. Si T es ademds no-

ey

sl

vy
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sinqular (es decir m(A)=0 implica m(TA)=0) queda E=FE'y+
E”+R. Si todavia vale en E el teorema del retorno (corola-
rio 2) es E=E'=FE,+R.

Observacion 2. Que en el ultimo caso puede ser m(R)>0
y atn en él caso de T=T} (observaciéon 1), h transformacion:
puntual biunivoca de E sobre E, es el contenido de un ejem-
plo de P. Halmos (Annals of Math. 1947, pégs. (735-55).

iCorolario 6. Si T tiene rango K y todo conjunto invariante
tiene medida 1 6 0, E debe ser de uno de los cuatro tipos espe-
cificados en el corolario 5. '

Observacién 3. Insistamos todavia en que la descomposicion
final del teorema 3 no es tnica y presenta ciertas arbitrarieda-
des tales como: E” y S pueden contener conjuntos recubribles,
R y S pueden contener viajeros, E” y R pueden contener con-
juntos con colas singulares. La utilidad de esta descomposicién
serd clara en-los §§ siguientes.

§ 4.-La validez de los teoremas ergbdicos en Li(m) estd
vinculada a la existencia de medidas invariantes ligadas a m de
cierta manera, como fué mostrado por Y. N. Dowker (o.c)
para el caso més simple de transformaciones puntuales biuni-
vocas. Falta sin embargo un tratamiento armoénico en donde
aparezcan condiciones necesarias y suficientes. Los teoremas 4,
5 de este namero y 6, 7 del § 5 expresan bastante claramente
las situaciones que pueden presentarse en el caso general de
transformaciones ‘de conjuntos arbitrarias.

Defuuczon 12. Si .y es una medida definida sobre K, com-
pletamente aditiva, no-negativa, p(E)=1, escribiremos pe M*
(v posee la propiedad M*) para significar: 1) m(4)=0 im-
plica u(A)=0; 2) H invariante, p(H)=0, implican m(H)=0;
3) wA)=p(TA).

Escribiremos peM si peM* y ademds p(A)=0 implica
m(A)=0. g

Para lo que sigue conviene tener en cuenta el hecho bien
conocido que la condicion p(A)=0 implica m(A)=0 es equi-
valente a la siguiente: dado €>>0 existe un5>>0 tal que p(A)<d
implica m(A) <e:

Lema 11. Si el rango de T es K, entonces M*=M (pu_—
diendo ser vacio). :

Demostracién. Si pe M* y u(A) =0, poniendo H_U_,,;F”T'A
es H invariante'y p(H) =0, luego por M* es m(H) =0, m(A)=0.



&

— 243 —

Lema 12. Si existe una pe M* es p(E'y) =1, m(E's+E,")=1,
m(E'y) >0, y si ACE,, p(A)=0 es equivalente a m(A)=0.
Demostracion. Por la naturaleza de S,R,E” y E,” es p(S)=
W(R)=R(E") =p(E;) =0, y por M* es m(S)=m(R)=

m(E”)=0. Finalmente si ACE’; y p(A)=0 es p(c(A))=0.

Si ¢(A)=H+ (' es la desoomposicion del lema 4, es m(H)=0
y m(C'N E})=0: Luego m(A)=m(A'NH)+m(A'NC")=0.
Lema 13. Sea p(A) una medida no-negativa, completo-
mente aditiva sobre K, pW(E)=1, p(A)=wn(TA). 8Si ademds
m(A)=0 implica p(A)=0 y para cada H invariante p(H)=0

- implica m(H N(E’'+ E”))=0, entonces ne M*.

Demostracion. Sea H invariante y p(H)=0. Entonces por
la hipétesis m(H N(E'4 E”))=0. Luego m(H—E")=0, y H

es unién de viajeros més conjunto nulo, es decir H es disipativo

‘invariante, luego, m(H — E”)=0, que con m(H— E’”) 0 y

E"'NE”"=0 da m(H)=0, l.q.d.d.

Definicion 13. Diremos que T es equzcontmua (respecto
de m) relativa a BSFE si para cada >0 existe un 8>0. tal
que cualquiera sea Ae¢ K con m(A)<d es m((TrA) N B) <e,
para todo n=0. T es equicontinua en media relativa a BGE
si para cada e>0 existe 5>0 (1ndepend1ente de A) tal que

m(A) <?® implica :

lim supnt Znm[(TiA)'N Bl<e. (¥)

T es biequicontinua en media relativa a BCE si es equi-
continua en media y si dado >0 existe 8>0 (independiente
de A) tal que (*) implica m(ANB) <e. Si B=E omitire-
mos «relativo a E».

lentes.
Ay) Eaziste pe M* (es decir M* es no vacio),
Ay) m(S)=m(R)=m(E")=0.
Ag) T es equicontinua en media relativa a E—E,”.
A, 1. Si f(P) es medible-K y acotada existe el limile
«ergédico» :

lim n1 ZnTif(P) =f*(P) (n—>o)

para casi todo P e¢'E—L,”, que por lanto es una funcidn me-

Teorema 4. Las siguientes propiedades son equiva-
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dible-K acotada, definida sobre E—E,”.- 2. Si ¢, es la fun-
cion caracteristica de A e K, dado € >0 existe >0, independien-
te de A, tal que

m(A)<d implica [p_rp (p4)*dm<e.

Agp) 1. Si f(P) es medible-K y acotada, pgi real, ewis-
te una f*(P) medible acotada, definida en E—E,” tal que

[ |n"L Zn Tif — f*|Pdm — 0O (n— ).

- 2. La andlogd a 2, del A,).
Si se cumple alguna de las A;) existe el limite

limn~1 Zy m{(T% A) N (B — Ey))=p(A)
y peM*E,

Demostracion. A;) implica A,). Es consecuencia del lema
12. A,) implica Aj). Tenemos E=F'y+ E,”. Supongamos que
A;) no se cumpla, entonces existe una sucesion A, ¢ K, tal que
poniendo B,=TinA, se tiene para ciertos i, m(As) —0,
m(B, — E,”) >a>0. Supongamos que los A, han sido ele-
gidos tan rdpidamente decrecientes que m(An'N Upi® 4;) <du;
donde 3, es tal que m(A)<?d, implica m(Tir A —E,”) <a:2,
esto ultimo siendo posible porque por ser E’; no-singular, fi-
jado n, m(A'NE,)=0 implica m(TrA'NE,) =0, luego
m(Tr A'N E'y) puede considerarse como una medida absoluta- -
mente continua respecto. de la m. Esto permite suponer que los
A, son disjuntos dos a dos pues basta reemplazar A, por
An—-Ups™> A;; supongamos pues que los A, desde el principia
son disjuntos. Sea C=Ilimsup (B,—E,”) y 0<n,<n,<...<m<...
tales que m[C—U::::*“(Bn—EQ’”)] <g, con Xy ep<a: 2. Entonces
Co="NMp{Un " (B,—E,")} tiene medida m(Cy) >a—a:2>0 y es
recubrible, precisamente, es menor por descomposicién finita que
cada Ak= X+ Ay, ya que /

Npegoyryr: n ” . .
U n;:-HTm. An = n;:-l-l‘Bn‘D Un'Z.H (Bn _ -EQ/”) 5 CO‘

Como por hipétesis E=F',+ E,” y C,CE'y, m(Cy) >0, te-
|
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nemds una contradiccion, pues £’ no contiene conjuntos recubri-
bles de medida positiva.

Aj) implica A,). Para cada f(P) medible:K y acotada pon-
gamos

M(fy=limsup n-1 Z.» [p_p» (Tif) dm.

M(f) posee las siguientes propledades 1.0) M(f—Tf)=0,
2.0) M(f+ ) SM(P)+ M(f7); 3.0) si \=0,M(\f)=XH(P):
4.0) M(pz)=1. Sea p(f) <M(f) una funcional lineal dada por
el teorema de extension de Hahn-Banach (Banach, Théorie des
operations lineaires, pag. 27) con p(¢yz)=1. Entonces u(f)=
w(Tf) por 10). Si f=Tf es p(f)=M(f) y en. particular si H
es invariante p(py)=M(pg).

Por la hipétesis A,) dado &> 0 existe 50 tal que m(A)<bd
implica M(¢p,) <e luego pu(p,4) <e. Luego si ponemos u(A)=
H(pq),» es una medida completamente aditiva que satisface
las condiciones del lema 13, luego ¢ M*. ‘

Ay) implica A,). Aqui meramente hacemos uso del teore-
ma ergbdico de Birkhoff-Khintchine en la forma dada por
Doob (o.c.) que es aplicable en nuestro caso en que existe
una pe M* invariante. Luego existe un conjunto NCFE, p(N)=0
tal que fuera de N existe el limite ergbdico de A,) y en N
no existe.

Por el lema 12 es m(N'NE—E,”)=0 y queda probado 1.
- 8i indicamos con f* al limite originado por f, como por el
lema 12 es p(Ey")=1 y dado >0 existe >0 tal que
m(A)<b implica p(A'NE,)<e, del teorema ergédico sigue
o, (Pa)* dp=[mw, padp=p(A'NE,) <¢'.

Y por el mismo lema 12, dado e>0 existe & >tal que

e, (pa)*dp<e implica [w,(p4)*dm <e. A,) implica Apj). Es

el teorema de paso al limite bajo la integral. Asr) implica Aj).
Como m(E)=1 existe el limite

lim n=t Zynm [(Ti A) N (E—Ey")] = [s—ny (pa)* dm=M(A)

y la parte 2 de Agr) dice que M(A) tiende a cero uniforme-
mente en A si m(A) tiende a cero, lo que es la equicontinui~
dad en media.

Corolario 7. Si el rango de T es todo K son equivalzntes
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las siguientes condiciones: 1) ewiste pe M*; 2) existe peM; 38) |
m(S)=m(R)=m(E")=0; 4) m(S)=m(R)=m(E")=m(E,")
=0; 5) T es equicontinua en media; 6) T es equicontinua; 7)
se wverifica la condicion A,) reemplazando E—E,” por E, es
decir el teorema ergddico individual vale en todo E; 8) vale
Agp) en todo E.

Observacién 4. La operacién que a f medible y acotada
hace corresponder la funcién medible y acotada f*=T*f, no
. tiene porqué ser acotada o continua en L.(m). La condicién 2
de 7), Corolario 7, es un poco mas débil que la continuidad
de T* (ver § 5 donde la continuidad de T* juega un rol ani-
logo a 2 de T)).
~ Corolario 8. Si T=T,, (ver observacién 1), son equivalen-
tes las condiciones: 1), 8), 5), 7), 8) del corolario precedente.
Demostracién. Solo falta probar que en -este caso la condicién
1) del corolario precedente implica la 7). Para ello observemos
que en el caso actual dado Pe¢FE existen P’ y P” tales que
_hP’=P,hP=P”, luego las medias n1 ZnTif(P),nt1=nTi
f(P),n 1 ZnTif(P”), ienen limites iguales simultdneamente o
no tienen limite también simultidneamente. Luego el conjunto N
de la demostracion del teorema 4 es invariante. Analogamente
es invariante el conjunto de los puntos P en que ¢4*(P)=5>0.
De esta observaményde pe M* se deduce facilmente que m(N)Y=0

y la parte 2 de A,) para E.

Teorema 5. Las siguienies propiedades son equiva- -
lentes. -

By) Eziste pe M; By) m(S)=m(R)=m(E")=m(E,")=0;

B;) T es biequicontinua en media;

Bi,) Sea i=0 entero. Dado >0 existe >0, indepen-
diente de A, tal que m(TiA) <d implica m(TiA) <e, j=1,2,...

B;) 1. Sea f(P) medible-K y acotada. Para casi todo PeL .

existe .

lim n~1 2 n Ti f(P) = f%(P).

2. m(A,) — 0 es equivalente con [; (pp)*¥dm—0 (n— o).
Ber) Sea p=1 real. 1. Si f(P) es medible acotada, existe

f*(P) de igual naturaleza tal que [y |n=2 ZnTif— f*|pdm — 0.
2. igual a 2 de By).
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Si se verifica cualquiera de las B;) existe

Hmn-1 Z,pm(TiA) =p(A)

Salvo pequefios detalles la demostracion es completamen-
te analoga a la del teorema 4 y la omitimos.

Corolario 9. Si el rango 'de T es K las condiciones 4;),
Bi) y las del corolario 7 son equivaléntes dos a dos.

El teorema 5 contiene el teorema de E. Hopf (l.c.) asi
como también nuestra nota (l.c.); el niucleo singular de alli
estd contenido en E—F',. .

§ 5.-Ahora consideraremos una transformacién entre fun-
ciones Tf, con las propiedades a)-d) del § 1. Como' vimos
alli, Tf puede suponerse deducida de una transformacién en-
tre conjuntos. Vamos a agregar a T la condicién siguiente:
que T «operes sobre L'(m), de modo que si [z |f|dm <o
entonces [z |Tf|dm <o, y si [|f|dm=0 también [|Th|dm=0.

(Se puede ver ficilmente que la ultima condicién es con- .
secuencia de la primera si m es no-atémica y T posee inver-
sa). En particalar la nueva condicién introducida impide la
existencia de colas singulares (§ 3), es decir T es no-singular
en el sentido que m(A)=0 implica m(TA)=0, luego m(S)=0.
Ademis T resulta continua en L!(m), como lo muesira el le-
ma siguiente, probado por N. Dunford y D. S. Miller (I c.)
en el ‘caso particular de T=T),.

Lema A. Si Tf verifica ;las condiciones a)-d) y feL'(m)
implica” Tf ¢ L1(m), entonces Tf es una operacion linzal con-
tinua de L(m) en Li(m), y en particular existe Ik tal que
m(TA) <km(A), independientemente de AeK.

Demostracion. Suponiendo lo contrario existirA una suce-
sion fpe Li(m) tal que [|fa|dm=<1:20 y [|Tfaldm>a>0;
podemos ademés elegir las f. de modo que se verifique
/a(P)| =0y sup,, [fa(P)|<o> para todo P.

Poniendo f(P)=sup |f,(P)|. se tiene entonces ,fe Li(m) y
en virtud de d), Tf=sup |Tf,|, Tf.(P) —0. Por hipétesis re-
sulta TfeL*(m), luego es aplicable el teorema de Lebesgue
del limite y ise obtiene [ |T7n|dm ——»0 que contradice lo
supueslo.

Definicion 14. Sea p una medida completamente . aditiva
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sobre K, no-negativa, u(E)=1,y sea I (f)=[gfdp la integral
correspondiente. Escribiremos I, el,* si 1°) Li(m)c Li(p)
(como espacios de funciones de punto), 20) I,,(|f|) =0 impli-
o L([f)=0, 3°) I(Tf) =1,(f), 4°) si 20, Tf=f.f ¢ L(m)

I,(f)=0 entonces I,(|f|)=0. Pondremos I, ¢ I, si
I, el,* y ademéis I,(|f|)=0 implica I,(|f|)=0.

Lema 14. St Tf=f, el conjunto E{P; f(P)=\} es in-
variante para todo X\ real. Demostracion. Puesto que T(X\) =X
basta hacer la demostracién para X=0.

- Sea Apn=E{P; f(P)=1:n}, B,=E{P;—f(P) =1:n},y
C=E{P; f(P)=0}=E{P; |f(P)| =0}. Si ponemos. A=U> A,,
B=U>B,,A,B,C son disjuntos y E=A+B+C. De |f|=
FUO+(—7) U0 sigue T([f))=1/].

De aqui y de @g N |f] =0 sigue que T'¢gN |f| =0, lue-
go, puesto que T oc=9rc que TACC y C es no-creciente.
Ademés A,+B.=E{P; |f(P)| =1:n}.

Lucgo [£(P)|=1:n pAnis, que con T(|f])=IfIda [£(P)|=1:n
PrAngTB, y por tanto TA,+TB,CA,+ B, Luego T(A+B)
CA+4B y A+ B es no-creciente.

L-uego E=TA+TB+TC da TC=C. Anélogamente se
prucha TA,cA,, TB,CB,, luego TACA, TBCB, que con
T(A+B)=A+B da A=TA, B=TB, c.d.d. ‘

Lema 15. I, el,* si y solo si peM* y Lt(m)cLt(u).
Demostracion. Una parte es trivial. Para la otra probamos
20) de la defipicion 14. Si f=0,I1,(]f])=0 es m[E{D;
[f(P)|>0]=0, luego ‘w[E{P; [f(P)|>0]=0, por M*;  luego
1,(|f])=0. Anilogamente sigue 4°) teniendo en cuenta el lema
precedente, y 3°) es consecuencia directa de la definicion de
la integral.

De los lemas 15 y 11 sigue inmediatamente el

. Lema 16. Si el rango de T contiene a las funciones carac-
teristicas ¢4 y st I, el*, entonces Ipel,.

Definicion 15. Driemos que I, es equwontmua en madia
relativa a BCE, si dado €>0 existe 8>0 mdepenchenbe de f
tal que I,(|f|)<® implica limsupn—t = [pTi|f|dm<e; si
ademés, dado 5>0 existe €>0 independiente de f tal que
vale la implicacién inversa, diremos que I,, es biequicontinua
en media relativa a B. Diremos que I es equilipschitziana (bie-

quilipschitziana) en media relativa a B, si existe una constan-’
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te Je (dos constantes k, k') independientes de f, tal que kfz |f|dm>
(B Tilfldm (2 )¢ [ |f|dm).
Si B=FE omitiremos «crelativa a E».
Observacion 5. Es facil ver que la equilipschitzianidad en
media equivale a

(%), nt Zm(Ti AN B) <k m(A).

Enseguida veremos (teorema 6) que la equicontinuidad y
equilipschitzianidad en media son equivalentes.

Definicion 16. Diremos que f=0,feLl(m) es recubrible
si existen z,>0, z,eL!(m), Z,;*z,¢ L(m) tales que para ca-
da n=1,2,... hay sucesion finita de funciones g,1, 9,2 ... gn*;
gri€ L1(m), g, =0, y una sucesién:de.nimeros enteros 0 <ny,...
n tales que: z,=2XZkgni, f(P) < Z;;*Trig,i(P),PeE.

Teorema 6. Son equivalentes las siquientes propiedades,

F,) Egiste 1,¢l,*;
Fy;) Sif=0, fe Li(m) es recubrible, entoncesf,_l n fdm=0;
F,) I, es equicontinua en media relativa a E— E CET
Fy) Para cada f € Li(m) emiste lim n=1 Zn 5y, T'f dm\/oo
Fy) 1, es equilipschitziana en media relativa a E- -Ey";
Fe) Dada fe Li(m), para casi todo PeE—E,” ea,zst(, el
lim n—1 ZnTif(P)y=f*P) y [p—p» fFdm<oo;
F:p) Dada fe Lr(m) existe f*e¢ Lr(m) tal que

f E—Eg"

n=t S Tif— f*|pdm — 0.

% Si se verifica alguna de las F;), la funcion f* verifica

L(If]) = fo_rp |f¥|dm <k [g |f|dm (k independiente de f)

yes Iel*

Observacion 6. La acotacion ultima juega el rol de las par-
tes 2 de A,) y AzP) del teorema 4. En este caso es ya con-
secuencia de la existencia del limite ergédico, porque el es-
pacio de las f donde :el limite existe'es ahora completo, luego
aplicable el teorema de Banach-Steinhaus.

Demostracion. F,) implica F,). Si f=0 es recubrible es

¥
5
N
¥
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1,(f)=0, luego f=0 salvo un conjunto A con p(A)=0; de
los lemas 15 y 13 sigue m(A—E,”)=0,1.q.d.d.

F,) implica F3). Supongamos lo contrario, entonces exis-
ten f,=0 tales que [pfndm=e,, Z >, <o, limsupk1Zk
foe—g Tify>a>0, n=1, 2, ...

Luego para cada n existz un i, tal que si g,=Tinf, es
/E_ng godm>a. - ‘

Sea g=limsupg,, y ¢*(P) una funcién acotada medible
tal que 0<g¢*<G y [u By g*dm>a:2. Sea tp,,—gnﬂg* de
modo que limsup ¢,=¢* Sea n,<n,<...m,<... una suce-
cién creciente de enteros positivos'tal que si

n .
¢p= U,Lf“(pi es /IJ—EE”’ ¢ dm >f1;—l;2”' g¥—a:4

y pongamos g =g¢*— U, (¢*—¢) de modo que todas las fun-
ciones que han aparecido hasta ahora son ' no-negativas. De
las definiciones resulta,

/E—l£2”’ g dm >fE_E2III g* d]’n — fE_Ezlll (g* —_ q)k) dm >

> [p—pg g¥dm —a:4>a:4.

Esto contradice al hecho-que g es recubrible, pues
< == Ry <> Rjeget o "’k-{-l T" 7(
9=t = n Pn=&n, In= n, 5 [ns

y como sucesion zj, de-la definicion 16 puede tomarse z,=
::;:+1 fas ya que por hlpotesm =2z, < = fre Li(in).

F3) implica F,).” Pongamos M(f)=limsupn=? Zn [p_pg»
Tlfdm para cada fe Li(m). '

Entonces se verifican 1°) - 40) del teorema 4; para ver
la 1°), sea €>0 dado y >0 el dado por la equicontinuidad.
Sea X, tal que poniendo f,(P)=f(P) donde f(P) >\, y fo(P)=0
en los demés P sea [w_p,» |f, ]dm<6 Calculemos M(f—T¥)
poriendo /=fu-+ (1) =+ 1

n-1 21"/!;—1;2”’ Ti(f—Tf) dm =.
L [p_pyr (T — Tt f,)dm 4+ n1 S n [r-rg Ti(fy—Tfs) dm.

El primer sumando tiendé ‘a cero con n— o, pues f; es.
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acotada, y el segundo tiene un lim sup menor en valor absoluto
que 2¢. Luego |M(f—Tf)|<2e. Sea F(f)<M(f) una fun-
cional lineal .con F(pz)=1. Por el lema 15 basta enlonces
ver que si p(A)=F(p,) ‘es pe M* y F es la integral generada
por p; la verificacion de esto dltimo es facil y dejamos. los
detalles al lector.

Fy) implica Fg). Igual que en el teorema 4. F) implica
F.p), inmediato. F.p) implica Fy). Sea U el operador proyec-
cion con dominio Li(m) y rango en L(m) que a cada f ha-
ce corresponder la funcién Uf=f si Pe E—E,” y cero en caso
contrario. Pongamos, n1 Z,»nUT;=U,; F,P) dice que la su-
cesién de operadores acotados U, es convergente en cada f hacia
la funcién igual -a f* en E— L' ” y nula .en E,”. Por el teo-
rema citado de Banach-Steinhaus las normas HUn“ son aco-
tadas uniformemente, es decir existe A independiente de f y de
1=1,2,... tal que f,; |Un(F)| dm <k [z |f| dm.

Siendo Tif=0 si f=0 resulta Fy). Fy) implica F,) y F)
implica F,), evidente. F,) implica F;). Neguemos la equicon-
tinuidad en media; entonces existen f, =0, fE frdm<e), = g<>,
limn1Zn [ g, mTlf, dm=a>0.

Luego este limite para la funcién Z;> f ¢ L1(m) serd infi-
nito, contra F,). '

De este teorema y el lema 16 sigue inmediatamente el

Corolario 10. Si el rango de T contiene a las funciones
caracteristicas de los conjunlos Ae K, son equivalenies las si-
guienies propiedades: F.); F'p) existe I, el,,, mds atun I,=
I.*; F'5) 1, es equicontinua en media; F',) I, es equilipschit-
zigna en media; F'g) m(TnA)<km(A), k independiente de A
y n. F's) vale el teorema ergddico individual en Li(m); F';)
vale el teorema ergédico~medio en Lp(m),p=1. Si para cuda
fe Lp(m) ponemos T* f=f* el operador T* es acotado, su
rango es el espacio lineal cerrado de las fe Lr(m) medible res-
pecto del o-cuerpo de los conjunios invariantes (lema 14).

En este corolario es m(E,”)=0; la situacién es diferente
en cl siguiente corolario donde m(E,”) puede ser positiva aun-
que también son validos los teoremas ergddicos. Una vez més
se observa que la méas profunda y potente de las propiedades es
el teorema ergddico individual. '

Corolario 11. Si T=T}, siendo h una transformacién pun-




— 252 —

tual con dominio E y rango en E, son equivalentes las pro-
piedades F',), F'3), F',), F'5), F'g), F';), del corolario anterior."

El corolario 11 contiene-los resultados de Dunford y Mi-
ller (1.c) para el caso discreto y el teorema 6 de Ddwker (1.
c., pag. 1059).

La condicién I, eI, tras .como consecuencia una situa-
ci6n mucho més simple que la expresada explicitamente hasta
ahora. Esto lo aclaramyos en el lema 17, el teorema 7 y el

corolario 12 que siguen a continuacion.
Lema 17. Son equivalentes las siguientes condiciones: F’y)

existe I el ; o) peM y Li(m)=Lu); B) W(TA)=u(A),
Ll(m):Ll(p) y sobre estos espacios las dos seudonormas da-
das por m y p son equivalentes. Demostracion. Evidentemen-
te B) implica F”,), vamos pues probar que F’,) implica «) y
B). Evidentemente I”;) implica que pe M y Li(m)c=Li(p).
Bastard probar que sobre L!(m) son equivalentes las normas
m, pu, para deducir la igualdad de los espacios de Banach res-
pectivos. Si f,20,f,e LY(m), [; fudm <e,, Z s, convergente,
fE]‘n dp=a>0, resulta ¢ =Ilimsupf, estd definida salvo mne-
dida m nula, [z pdm=0, [;pdu=a, contra I ,el,; anilo-
gamente se ve la reciproca. Observemos todavia que las con-
diciones de la tesis' equivalen a Ll(m)—Ll(,.L) COmMOo espacios
de funciones moédulo funciones nulas.

Teorema 7. Son equivalentes las propiedades: F'y) exis-
te I,el ; Gy) I, es biequicontinua en media; G,) si fe Lt(m)
existe I1(f)=limn—t = n[; Tifdm, e I(|f|)=0 implica [ |f|dm=0
G;) 1, es biequilipschitziana en media; G,) vala el teorema er-
gédico individual en Li(m),limntZnTif=T*f, y [T*(|f])
dm=0 implica [ |fldm=0. GgP) vale el teorema ergddico me-
dio en Lr(m),p=1, y [(T*|f|))pdm=implica [ |f|pdm=0.

La demostracién resulta inmediatamente como en teorema
5 del teorema 6 y el lema 17, y'la omitimos.

Observacién 7. En los corolarios 10, 11, la uniforme acota-
cion de las normas |Tn| es necesaria y suficiente para la va-
lidez de los teoremas ergédicos. En el teorema 7 esta acotacion
es tan solo necesaria.

Corolario 12. Si el rango de T incluye a las funciones
caracleristicas, son equivalentes dos a dos “las condiciones F;),

F) y Gy).
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§ 6.-Vamos a hacer finalmente una aplicacién del teore-
rema.7. Basandonos en un teorema de J. L.; Doob (l.c.) enun-
ciaremos una caracterizacion de los operadores de Koopman,
de tipo algo diferente a la dada por v. Neumann (o.c.).

Definicion 17. Sean E,m,L?(m) como antes, y T un ope-
rador con dominio L2(m) y rango en L2(m). Diremos que T
es equivalente a un operador de Koopman, si existen E’,m/,
L2(m’),T", tales que: .

1) T'=T";, siendo h una .aplicacién puntual de E’ sobre E’
con m(T'A’y=m'(A’). 2) Existe un isomorfismo lineal topo-
légico V que aplica L2(m) sobre L2(m’) que relativizado so-

. bre las funciones ¢, origina ufia correspondencia biunivoca de
K sobre K’,V(A)=A’, tal que V(0)=0,V(E)=F, V(U>A,)=
U V(4,), V(N> A)=N>V(4,). 8) VT =TV.

Aqui T’ es un operador de Koopman en un sentido algo
més amplio que el clasico. Si T admite un inverso T-1 se ob-
tiene el caso clasico para T". ‘

Si T es equivalente a un operador de Koepman es evi-
dente por el teorema 7 que él verifica los teoremas ergédicos
(respecto de m). La reciproca es consecuencia directa del feo-
rema 7 y del siguiente teorema A, que resulta inmediatamen-
te de los razonamientos usados por Doob en su teorema citado
mas arriba. :

Teorema A. Sea T una iransformacién acotadn definida
sobre L2(m) con las propiedades a)-d) (§ 1), y TA,Ae K, de-
finido por wra=Te,. Si para todo AeK es m(TA)_m(A)
entonces T es equivalente a un operador de Koopman.

De este teorema, el lema 17 y el teorema 7 resulla inme-
diatamente el

Teorema 8. Si un opeerador acotado Tf sobre L2(m)
verifica las condiciones a)-d) del § 1 y uno de los teoremas
ergodicos G;) o Gg?), entonces T es equivalente a un operador
de Koopman. La hipdtesis de verificar las condiciones a)-d)
puede reemplazarse por las dos siguientes: 1) T es una trans-
formacion lineal continua sobre L2(m); 2) T(fq)=Tf.Tg.

La tltima afirmacién resulta enseguida para funciones aco-
tadas observando que |f| se aproxima uniformemente por po-

linomios en f, que U?fi=[fi+fo+lfi—Fol]: 2 que f20
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equivale a f=¢? y que f=1 equivale a fg=g para todo g.
Por tanto de 1) y 2) sigue para funciones f acotadas

Tfz0 si f20, T(|f])=ITfl, T(1)=1, T(Upf) =UpnT¥,

luego por la continuidad de T resulta la condicién d).
Groseramente puede enunciarse el teorema 8 diciendo, que

toda vez que el teorempn ergdédico (u otra condicién del teore-

ma 7), sea valido para operadores que conservan el producto,

se estd en presencia del caso cldsico tratado desde los comien-

z0s del desarrollo de la teoria ergédica.
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Espagos Vetoriais Topologicos, por el profesor Leopoldo Nachbin (‘‘No-
tas de Matemitica’’, Departamento de Matemética de la TFacultad de Filosofia.
Rio de Janeiro, 1948),

E1 profesor Nachbin ha reunido en un volumen sus lecciones del afio 1948,
pero ha deseado también, como é1 mismo lo hace resaltar en el prefacio, con-
ferir a su exposiciép un cardeter de autosuficiencia, en el sentido de que el
lector encuentre en su libro todos los materiales indispensables para la lectura;
y cs necesario decir que lo ha conseguido ampliamente, agregando a esta vir-
tud la de ser clarisimo en la exposicién al par que exacto y riguroso en el
lenguaje. Se trata de una obra esencialmente did4ctica: se hace en ella hin-
capié en todos los elementos fundamentales de las demostraciones, que son pre-
sentadas con gran detalle, pero no se ahorra al lector la posibilidad de ejer-
citar su propio discernimiento, por cuanto se deja librada a éste buena can-
tidad de cuestiones que pueden- servir como ejercicios. Se han suprimido re-
sultados inttiles, y la constitucién orgfinica de la obra permite avanzar rapi-
damente hasta llegar a los objetivos primordiales del autor. En las primeras
pfiginas se dan los clementos de la topologia general, adoptando la definicién
de espacio topolégico por conjuntos abiertos: se dan las definiciones de con-
ﬁinuidad, homeomortismo, produecto cgrtesiano, etc., hasta llegar al concepto
de supremum de topologias. En el segundo capitulo se estudian répidamente
las propiedades de los cuerpos algebraicos, y en el tercero la de los cuerpos
topolégicos. En el capitulo cuarto, correspondiente a Espacios Vectoriales, se
analizan las importantes nociones de variedad lineal, transformacién lineal,
isomorfismo, forma lineal y espacio vectorial cociente. En el capitulo quinto
comienza a vinecularse definitivamente todo el material algebraico y topolégi-
co acumulado en los anteriores, mediante el estudio de los Xspacios Vectoria-
les Topolégicos: ademéfs de las propiedades gemerales de éstos, se tratan las
transformaciones lineales continuas, Tl capitulo sexto se refiere a las Partes



