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EL TEOREMA ERGODICO EN LA MECANICA
CUANTICA

por OSCAR ALBERTO VARSAVSKY

(Recibido el 13 de abril de 1950)

SummArY: Known methods of ergodie theory are applied to the phase

"space of quantum mechanics in the case of a finite number of degrees of

freédon., The flows comstitute inner automorphisms of a matrix algebra. Phy-

gical criteria are used to characterize the *‘fransitive cells’’.” A sequence of

consecutive measurements is seen to behave as a Markov cha,m, which is slmple

if equal a priori probabilities are assumed and, the limit of their means agrees
with the ergodic theorem.

I I ntroduccién.'

"En esie trabaJo se aplican los resultados més sencillos de la
teoria ergddica al caso particular de la mecénica cuintica, ya
abordado por von Neumann (4) antes de poseerse las herral-
mientas matematicas necesarias (que él mismo contribuy6 en
gran parte a crear). )

EI método segmdo es .considerar a los operadores como pun-
tos de cierto espacio de Hilbert que s6lo ‘se estudia para el caso
de dimension finita. ,

En este espacio las «corrientes» tienen una interpretacién
sencilla; la «transitividad métrica» existe para un cierto subespa-
cio cuyo complemento ortogonal estd formado por  operadores

invariantes para la corriente de que se trata, y en su interpreta- -

cién fisica se encuentra que.la admisibilidad de cualquier método
de medicién de una magnitud tiene la misma importancia que
en la deduccién de la.forma del «operador estadistico» hecha
por ven Neumann (5).

Por dltimo se demuestra que una sucesién de mechclones
conmstituye estadisticamente una cadena de Markov, mas bien

.
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que un proceso aleatorio estacionario, y se calcula 6l promedio

pacml con hipétesis equivalentes a la transitividad métrica, que
'aqul aseguran que la cadena de Markov sea sunplc.

II) El espacio ergddico.

Llamaremos EH—1 al espacio de las fases de un sistema

saber: ,EFH—1 es un espacio de Hilbert; cada direccién en él
representa un «estado puro»  del sistema; los operadores auto-
adjuntos estin en correspondencia biunivoca con las maguitudes
fisicas y en particular "los operadores proyecciéon o «proyacto-
res» (autoadjuntos ¢ idempotentes) se corresponden con las «pro-
-piedades» fisicas, es decir, magnitudes cuya medicion tiene sélo
e dos resultados posibles: si-y no. El conocimiento que se tiene
- del estadp de un sistema se engloba en:un operador autoadjunto

o

cual puede calcularse el valor medio de una:magnitud A cual-
quiera por la férmula: wm(A)=Sp(SA)/SpS, donde el sim-
kolo Sp significa traza (Spur) del operador a que sé aplica. La
traza es una funcional lineal, invariante para cualquier transfor-
macién unitaria del operador y real cuando- éste es autoadjunto.
Aplicada a una proyecciénida el nimero de dimensiones del sub-
espacio sobre el que' se proyecla.

En EH—1 consideremos un subespacio I (con la nisma

letra designaremos a un subespacio y al operador que proyecta

: P sobre él) de ntmero de dimensiones N=_Spl tan grande co-
mo se quiera; pero finito. Observacionalmente este I no se di-

ferencia del espacio total si N es suficientemente elevado (ver -

(10), pag. 80); por ello llamaremos en lo sucesivo FH—1 a
cualquiera de ambos, siempre que no produzca confusion.

Todos los operadores lineales acotados que conmutan con

I pueden representarse en ese subespacio por miatrices de N

, filas y columnas. Dado entonces un operadér A, lineal, acotado
y tal que Ajvl (el simbolo v significa «conmuta con»), consi-
deraremos s6lo su «componente segin I»: A=Ayl. Si A es

autoadjunto, su representacion canénica serd: A= Zaq, [,, sien-
' . n .
do los a, sus valores propios y los Ex sus «proyectores propioss,

=

- .

temporal de una tal sucesion hallandoselo igual al -promedio es-

fisico, con las caracteristicas descritas por von Neumann (5), a

definido _positivo, llamado «operador estadistico» S, mediante el
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es decir, los operadores que proyectan sobre sus subespacxos carac-

- terlsucos, Yy E; E/c——i’ncEJ '

Admltlendo valores complejos para los an, esla represen—
tacion vale para los operadores «normales», o sea aquellos que.
conmutan con sus adJunLos (en particular los unitarios).. En,
general, siendo B una matriz cualquiera, se puede escribir;

B=R+iJ, donde R y J son autoadjuntos: R:—z— (B+B*);

i = %(B'—B*); (Mediante- B* se indica, el adjunto de B). R

y J conmutan si y sélo si el operador B es normal.
Con los elementos de FH—1 como puntos, definimos un
nuevo espacio euclideo, el 'EH—2, que es entonces a la vez

el dlgebra de las matrices de 1a forma AI=IA, y tiene N2 di-
_ mensiones.

El punto de apoyo para Is conclusmnes que pretendemos
obtener es la siguiente definicién de producto .interior:

-

| (flle):SpAB*. . ’ . o » »

Es facil verificar que se trata de un producto interno her-
mitiano recordando que SpA*=SpA y que SpAB=SpBA.

La métrica asi obtenida.es idéntica a la que se defind
usualmente mediante el isomorfismo que existe entre el espacio’
de las matrices de N filas y columnas y el de los vectores de N? -
componentes. Pero esta corrsspondencia no es céomoda de apli-
car a productos de matrices, y ademés nos parece que la nocién
de traza es la basica (ndtese, por ejemplo, que se-obtiene asi un
criterio de convergencia que es un caso particular de lo que
von Neumann llama «strongest convergence» (7))..

En EH—2 del'mlremos a_su vez operadores lineales, que .se
indicarén con nlayusculas verticales: T, E; etc. En particular
nos -ocuparemos de los operadores unitarios de EH—2, o sea
aquellos T tales,.que:

(TA, TB)_(A B), para todo Ay B

Es desagradable tener: que limit;arseval caso 'de dimensién
finita, pero_ son conocidas las”dificultades que se presentan si se
quiere pasar al limjte N —o. La méas evidente aqui es que
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habria qu"e.trab'ajar con operadores ‘tales (\]ue».SI'JAA*<‘o€>.", y en-

* tonces los wunitarios no cabrian en el EH—2. Tampoco parece.

posible aplicar en este caso el conéepto -de dimension “continua
introducido por Murray y von Neumann (8) '

G,

I1I) Corrientes enel EH —2.

Sea {T,} un grubo abehano .de " operadores unitarios en
EH—2, donde ¢ es real. En caso que valga la relacién T [AB]-=
T,A.T,B para todo A y B diremos que el grupo {T} repre-
senta una corriente en EH—2 (ver von Neumann (6)).

Pero es sabido que toda aphcacmn de un a]gebra de ma-
trices sobre si misma, que sea biunivoca, lineal y. distributiva
con respecto al producto, es un aulomorhsmo interior. En otras
palabras, para cada T, de una corrlenle existe una.matriz T

~ tal que:

T,A=T AT, para todo ‘A.

La unitariedad de los T, en EH-2 1rnphca que las T

- deben ser unitarias en EH—1; y la estructura de grupo, que las .

T; también forman un grupo abeliano y T~ 1=T_,.
El ejemplo fisico mas interesante es- aquél.en que las T,

son-de la forma T,=exp (itH) donde H ‘es una. matriz aufo-

adjunta relacionada con la energia del sistema. Los T, dan la
evolucion temporal del sistema, .y:estudiarla - como hasta - aqui
en su-efecto sobre’ los operadorss, corresponde a la llamada
«representacion  de : Heisenberg». Si':se’prefiere por mas intui-
tiva la «representacion dé Schrodinger», en que .aparece explicita-

. mente la direccion del EH—1, que indica el estado del sistema,
.y se sigue la evolucién de clicho estado manteniendo fijos los -

Operadores debe usarse en: lugar de-.cada:-operador A, la. funcién
A(P)=AP, donde P es el proyestor de.una . direccién genérica
de EH—1. Tendremos ahora como nuevas defmlclones
producto Interno: -(AP,BP_.)::SpAB’,";l =
producto de funciones: A(P) . B(P):AB(P), » .
corriente: T,A(P)=A(T_,PT,)=AT_,PT,.
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1) Desscomposicién del EH—2 segin una corriente. .

Sea T un operador unitario de corriente en EH—2; le co-
rresponde, como hemos visto, un operador unitario I' de EIl—1
(que puede multiplicarse, trivialmente, por un factor numérico
de médulo uno). Con respecto a éste podemos descomponer al
EH—2 en dos subespacios ortocronales a cuyos proyectores Ila~
maremos F; y E,. :

E| es el amllo de todas las matrices que conmutan con T.
Es evidente que forman un espacio lineal, que T deja invariante.

E; es el contradominio del opcrador T—I (donde I es la
identidad en EH—2); o sea, A¢[E; si y-solo si es de la forma

A=TBT'—B para algin punto B de EH—2. Es también

un espacio lineal y su ortogonalidad con E’, se ve facilmente:
si AeE, y BeE',: (A,B)=([T-I]C, B)_(C T1B)—(C,B)
=0, pues T tamblen deja invariante :

A la inversa, todo elemento M perpunchcular a E, [pertenece
a E, pues: (M, TC—-C)=(T1M,C)— (M,C), y si esto es
cero para todo C de EH—2, M ‘es invariante por T-! y por
lo tanto, por T.

A su vez el E; puede desoomponerse en una parte «trivialy,
de proyector E, forrnada por las matrices de la forma al, y
su complemento, ortogonal con respecto a E’,, quec llamare-
mos E,. . ' . .
En resumen, un operador cualquiera A puede descompo-
nerse en suma de otros tres, perpendiculares entre si segin la
definicion- de producto interno de' FH—2: A=al+ L+ M, don-
de I es la identidad .en EH—1: L es invariante por T y M ..
es de la forma M =TCT'—C para algin C. Por ser per-
pendiculares a I, tanto L como M son de traza nula, y por lo

tanto es a=SpA/Spl.

El operador I no- tiene interés fisico, pues como tiene un
solo autovalor, corresponde a una magnitud fisica cuya medi-
cién puede dar un solo resultado y ‘por lo tanto no nos ensefia
nada nuevo sobre el sistema que se estd estudiando. Representa
los datos que se conocen por: hipétesis, por ejemplo la exis-
tencia del sistema. Recordemos también’ que como operador
estadistico (véase (5)) representa -a un sistema del cual no se
sabe absolutamente nada, y en tal sentido, el nimero SpA/Spl=
(A,1)/Spl es el valor medio de la magnitud fisica representada
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por A (si es autoadJunto) en el conJunto de Gibbs. representa-
tivo de tal sistema.
Si por lo tanto nos limitamos al-subespacio ortogonal a B,

ello equivale a restar a cada magmtud fisica su valor medio

sobre un conjunto totalmente desordenado. En otras palabras:
toda magnitud fisica cuyo.opnerador ‘pertenezca a E,+E, tiene
como valor medio cero cuando se la mide sobre un sistema del
cual no se sabe a priori nada.

Diremos que se ha «normalizado» un operador cuando se

lo ha proyectado sobre E; +E,, es decir, cuando se le -ha res-

tado (SpA/Spl).1

El mgmfmado fisico de E; esta claro: si T representa la
evolucién temporal del sistema (es decir, aproximamos el grupo
{T'} por las potencias de-T), las magnitudes fisicas de E; son
constantes del movimiento.

En cuanto-al.E,, veremos que sus clementos ‘merecen el
nombre de ergodicos con respecto al operador T.

Un problema- importante es la determinacién de las dimen-
siones de estos subespacios. El E, tiené por supuesto dimension
uno. Las de los otros dos dependen del especiro de T.

Hay dos casos extremos: uno, trivial, cuando T=1I y en-
tonces el subespacio E, desaparece; otro, ‘el més interesante,
ocurre cuando T tiene espectro simple, o sea es de la forma

I'==ZeMP,, donde los P, son proyectores unidimensionales
" :

ortogonales entre si y los A, son todos distintos.
En este caso es: facil ver que E’; estd formado exclusiva-
mente por operadores normales de la forma A__Z}ya P, (sm

restriccion sobre los a,). Por lo tanto los P, forman en B’y un

sistema ortogonal completo, de” modo-que E, tiene N—1 di-
mensiones (si EH—1 tenia N) y E, tiene N2—N.
Para un caso intermedio cualquiera, sea r, la degenera-

cién del n-ésimo autovalor de T. Es también inmediato que la

dimension de E/, es Zr, 2 (la suma extendida a todos los auto-
valores dlferentes) ' ‘
Tomemos como ejemplo el caso de dos dlmensmues El

EH—2 esta formado por todas las matrices de dos filas y ‘dos

columnas; las tres mairices de Pauli y la unidad forman alli
un sistema ortogonal completo. Sea T una matriz unitaria de
esspectro simple, si elegimos los ejes de modo que resulte dia-
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gonal tendremos la siguiente descomposicion ‘del EH—2: el E,
tiene como base a la matriz unicdad; el E, es unidimensional y,
tiene como base a la matriz diagonal de Pauh, el E, es bidi-
mensional y estd subtendido por las dos.matrices no ciagonales -
de Pauli. Tomando como TV a una de las matrices de Pauli (pues
_son unitarias), obtenemos la siguiente propiedad: «Si P es una
matriz de Pauli y A una maltriz cualquiera, la funcién PAP-1--A
-es una combinacién lineal de las otras dos matrices de Pauli».

V) El teorema ergddico.
Nos limitaremos al estudio de una corriente ¢discreta»
TrA=Tnr AT-n

ya que el pasaje al caso continuo no trae novedad. No nos ocu-

pardn tampoco las posibles generalizaciones (reemplazo de los

operadores T por otros no unitarios, etc.). Para.lo que sigue,

" compérese con Hopf (2), paragrdafos 8 y 9.

-Sea entonces A un .elemento cualquiera de EH—2 y {T#}

“.una corriente ‘discreta, se trata de calcular el limité del «pro-
medio temporal» : ‘

lim L ZTEA—lim L STk ATF=1.p.1,A
1> k-=1 . [N k=1
(hrmte del promedio temporal).

Segun lo visto en el paragrafo antenor, podemos descom-
. poner a A en tres partes ortogonales entre si: A=Ay+ A;+ Ay,
“siendo A,=(SpA/Spl)I; A,vT; Ay;=TBT-1—B para cierto
B, y SpA;=_S8pA,=0. :
Es evidente que:
l.p.t.AO:AO; l-p'L'A]_:Al
pues conmutan con T'.

. Como Tr A2_T"+1 BT-n-1_Tn BT—ﬁ, resulta, como es in-
mediato: C : '

L.p.t. A‘,_hm———(Tn+1 BI-11_B)=0

n>n N

en la métrica de FH—2. En resumen:
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" Teorema ergddico:

1 o o ; .
lim — 2Tk A= (SpA/Spl) I+ A, =F'{ A.

n—yn N o=l

Se dice que la corriente {Tn} es «ergochca» si, y solo- 51,'

Al-—O pare, todo A de EH— 2 Co .

. | ;
;

VI) Transzthdad mélrica.

. " » Y, S

Diremos que una corriente es «métricamente transitiva»

cuando solo deja invariantes a los elementos I y 0 de EH--2,
es decir, a.todo el espacio EH—1 o a sus partes vacias.

Evidentemente esto es lo mismo que pedir que la corriente
sea ergodica (equivalencia que en el fondo se debe a la finitud

de, EH—1).

Podemos pues enunciar- el siguiente .
Teorema 2.-En el espacio EH-2 no hay corrientes mé-
tricamente trans1t1vas

En efecto, el subespacio E, no es nunca vacio, y en el caso
mas favorable tiene.N—1 dimensiones (cuando T tiene espectrn
simple, ver pgfo. IV). Sin embargo ,como EH—2 tiene N? di-
mensiones, si T se mantiene de espectro simple al tomar N
cada vez mayor, podemos despreciar el subespacio invariante
frente al espacio total, y decir que existe una transitividad mé-
trica aproxunada ' ‘

Lo mismo ocurre cuando, sin ser T da espectro snnple su
degeneracién méxima se mantiene acotada. al crecer N. Tales
operadores’ de «degeneracion acotada» dan origen a corrientes
«aproximadamente métricamente transitivas».

Sin embargo, fisicamente el camino ‘correcto no consiste en

despreciar esas magmtudes invariantes. Si por ejemplo se trata.
-de un sistema que evoluciona a energia constante, nadie se
" preocupa porque no haya transitividad mélrica en el espacio

total de las fases. S6lo interesa el subespacio compatible con
la condicion dada. ; '

~ En nuestro caso, al dar el operador T estamos indicando

]
'
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‘todas las constantes del movimiento del sistema. Es _pues légico

que nos baste la transitividad métrica en el subespacio E,, que
incluso puede ampliarse agregindole el E,, como -es inmediato.

La no transitividad del espacio total puede expresarse pues -
diciendo que: «cudnticamente es forzoso que haya constantes del

‘movimiento no triviales: (/=1)».
Para todo AeEy,+ E,=M vale entonces

llm — Z Tk A= (SpA/Spl) I=E, A.
Ny g T gy .

Si se quiere ver el significado de esta formula en la repre-

sentacion de Schrédinger, puede 'multiplicarse ambos miembros

por un proyector unidimensional.genérico P y tomar lra7as
Resulta entonces:

: © lmt ZI SpAT-* PTk=SpA/Spl. ,

PRGOS [y |

SpAP es el valor medio de la magnitud A para un sistema
en el «estado puro» simbolizada por P. Por lo tanto el primer

miembro es el promedio temporal de A al ir variando el estado
del sistema segin la corriente originada por T-1. El segundo -

miembro hemos dicho ya que representa el valor medio de A
sobre el conjunto de Gibbs mas general posible que representa
al sistema. En este sentido es un promedio espacial.

‘Mas aclaratorio atn es el caso en que A es un proyector.
Desde von Neumann (4) se sabe que los proyectores representan
las «celdas» del espacio de las fases cuéntice, y el volumen de
dichas celdas esti medido por su nimero de dimensiones, es
decir, por la traza del proyector. Ahora entonces el segundo
miembro es la relacién de volimenes entre la celda A y el es-
pacio total EH—1, y el primero es la permanencia hmlte tem-
poral del punto P en la celda A. ‘

VIIj Ezistencia de proye-ctores en el subespacio Es.

v Sea T= Ze”\ E, la dcscomposmwn canoénica de T (los

A dll'erenles enlre si; los L, de cualquier dimensién)..

3

\




Entonces: .
- 1 : . Tk=z e\ E,
' Tk AT~k = 3 E, AE,eik(h - -, )

7,8
/

lm—szA =E. AE,. hml X oik: ) = Z B, AE,

-y T - 7,8 N-yon 1E fmml ,

. 0 sea:

ZE,AE, =, A= (B, +E)A-

T Si A¢Ey+4E,, es A—al ortogonal a B/, (a=SpA/Spl), y
por lo tanto SpAE,.=aSpE, para todo E,, o sea’ que A debe
tener igual valor medio para todos los conjuntos de Gibbs
caracterizados per los operadores estadisticos E,.

Si ademés algtn E, tiens mas de una dimensién, y P es-un
proyector cualquiera contemdo en él, lambu,n PeE y entonces

SpAP =aSpP.

1

~ (Si esto se cumple para todos los P unidimensionales de
E’{, se cumple para todos los elementos de B’ 1, ya que son com-
binaciones. lineales de ellos): ' :
Veamos en qué casos pueden satisfacetse esas igudldades
suponiendo que A es también un proyector.
- -+ Un proyector de M dimensiones esti dado por M2~{— (N—M)2
" condiciones, pues se comporta como unidad en un subespacio
M-dimensional y como cero en el complemento.
Si D es la dimension de E, (ver paragrafo IV), tendremos
para un proyector de M= O—I By M2+ (N--M)2+D condi-
" ciones, pero que no son necesariamente independientes entre si.
Se ve entonces que aun en el peor de los casos (T con sélo
dos autovalores y de 1gual dimensién, y todas las condiciones
, 1ndepend1enles) habra siempre proyectores en M pero puede no
haberlos unidimensionales.
Por la linealidad de M es obvio que si un proyector pen-
tenece a M, su “complemento también.

VIII) Un criterio fisico.

-
#
-
't

Veamos ahora cuél es el significado experimental de ese li-
“mite en media a que hemos sometido a los operadores, y si existe
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algtn criterio fisico,que permita caracterizar al subespacio «ergo-
dicor M=E;+E; - . :
Por lo proato sélo debermmés consul‘,rar operadores auto-
aclJunlos para poder hablar de 31gnlflcado flsmo, pero nos redu-
© ciremos a'tratar los proyectores (que representan «propiedades»;
ver pardgrafo II), pues solo para éstos hemos encontrado. una
solucién sencilla al segundo problcrna : S o
La utilizacién de la expresién - ' . : .k

1im L =Tk ET-*
N0 k=1

oo

-s1gn1f1ca que al sistema se lo deja . evolucionar en el llempo sin
perturbarlo con. mediciones, que acarrearian d1sconl1r1u1dades salvo
~ en el caso en que EvT, que. dejaremos de lado.' Seria lo mismo
T B decir gue .se hacen mediciones, pero en namero. finito, y a
’ partir ‘de la dltima podemos estudiar la -evolucién que sufre el
sistema por el mero transcurso del tiempo. N »
b : ‘ Podemos pues. limitar el problema a dos mediciones: la
' Gltima medicion de E, y la del limite, que es un operador uth“ L
. adjunto E,. §
: Para que esto: benga algtin sentido observacmnal es me-
‘ nester que la medicién de E no cambie el limite E;, y eso 1ndc-
penchenbemenlr= del método ce medicién utilizado. :

Que la medicién de E no perturbe a E,, es decir, que am-
bas tengan s1gn1flcado fisico simultineamente, se expresa como es
bien sabido por la condicion: E, v E. Que esto sea independiente

g del método de medicion nnpllca més. En efecto, la mechcmn,
L - de cualquier magnitud A equivale a la de E con la tnica con-
e ~dicién de que los subespacios caracteristicos de A estén incluidos
» ) : en alguno de loss de I y ambas magnitudes conmutan. Pero si
exigimos que A tampoco perlurbc al- llmlle By, éste debe ser
forzosamente de la forma '

E,=aE+b(I—E) ' . -

o, en otras palabras, E, debe conmutar con todo lo que conmuta
con I (en simbolos E, w E). S .
- - Demostraremos ahora que, para que un proyector pertenezca
al subespacio M, es negesario y suficiente que no sea inyariante
\

e
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Y que los metodos de mechrlo ne perlurben al promecho temporal
asintético. , :
La necésidad-de ambas condiciones es evidente. Veamos la
SllflClGIlCla. '

Teorema 3.- Sea E um proyector E no vT E _ual]—|—b
(I—E), Entonces es

E,= (SPE/'SPI) 1
" La demostracmn es 1nrnﬂc11at'1 con- sélo recordar que . el li-
mlte B, tiene, que ser invariante, es decir F 1vT ¥ eso 1mpl1ca

-~

P | a=b=SpE/Spl. . .

En el p'aragrafo anterior hemos dado conchcmnes de B‘(lat(}ll-
aa de proyectores en el subespacio M. ' ’

1

IX) Las corrientes como funciones Aal'eatoria& eslacionarias.
\
Es: sabido que un proceso eslacmnano puede represenlarse
'mediante un grupo de operadores unifarios en un espacio de-

Hilbert (véase Kampé de Fériet (3)). En el presente caso, por

- ejemplo; cada operador autoadjunto A aplicado a un sistema en

el estado P (proyeccién unidimensional en EH—1) representa una
variable aleatoria real cuya funcion de d1slr1bu01on eéstd dada.en
términos de su Iamlha espectral Es decir, si ‘

\ /-12"/00?\ dE)\

. N

es la reppesentacmn canénica- del operado; A, SpE P es la fun-
cién de distribucion de la variable aleatoria AP (cuyo valor
medio serfa entonces Sp AP) S

A primera vista entonces toda corriente {T} genera un .pro-
ceso aleatorio estacionario a parlu' de una variable ‘A, y entonces -
el teorema ergodico cuantico seria sélo un caso particular del ya
conomdo en esstadistica. . .

Pero es menester recordar que la funcién de correlacién  a
dos tiempos cualesqulera debe ser una magnitud medible, 'y esta

, ; c :
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condicién, que en la mecénica clasica no agrega nada nuevo, en
‘la cuéntica implica que las mediciones de la magmtud A a los
‘tiempos ¢ y ¢ no deben perturbarse, o lo que es lo mismo, que
los operadores A, =TA y A,=T A deben conmutar (ver Ar-
nous y Massignon (1)). De otro modo toda medicién introdu-
duciria un factor independiente del: grupo generador del procebo,
que dejaria entonces de ser estacionario. ,

Sin embargo esta exigencia entrafia grandes limitaciones,
que los autores citados (1).no han sefialado. Si, como es lo usual
en Fisica,' la corriente es una funcién continua-del paf‘émetro' L,

la ecuacion : .

AT AT_ =T, AT_ A
no puede satisfacerse para todo ¢, salvo en ol caso trivial AvT,
en que justamente no hay transitividad métrica. Incluso si se
admitiera la existencia de un quantum elemental de tiempo, de
modo que el grupo {T,} fuese efectivamente discrelo; para que
valga ATr AT-n=Tr AT-" A para todo n y A no vT las lrans-

formaciones T admisibles son muy- pocas relativamente, pues de-
ben consistic en el intercambio dz autofunciones de A pertene-.

-cientes a distintos autovalores.

Notese la diferencia con-la condicién exigida en el paragrafo
anterior: aqui se pide que. A conmute con todos sus: transforma-
dos segan T'; alli s6lo que conmute con su limite temporal A4,

.aunque de-un modo mas completo, a saber: A1 wA. .

X) Las corrientes como cadenas de Markov.

Sin embargo a todas luces es més fisico, o por lo menos
més «operacional» el planteo de Arnous y Massignon, porque

se refiere a mediciones sucesivas realmente efectuadas. ¢Por qué
‘se limita tanto entonces el alcance del teorema?

A juicio del autor, el érror consiste en tratar a una sucesién

‘de mediciones cuinticas como un proceso estacionario. Cuando

se recuerda que una de las primeras leyes cuédnticas es que el
resultado de una medicién depende del estado del sistema en ese
insstante y no de ‘su historia anterior (luego se puntualizara esto)
resulta evidente que, como proceso estadlstlco, corresponde a una
cadena de Markov.
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El «estado» de un sistema fisico a un tiempo # es la coj-
leccion ‘de todo lo que se sabe acerca de él, y este conocimiento
proviene de mediciones, la ultima de las cualés se supone efec-
tuada al tiempo cero. Todas las propiedades del sistema asi veri-
ficadas se resumen en una proyeccién E (qué corresponde al

" operador estadistico de von Neumann). El transcurso del tiempo

¢ transforma el estado E por ejemplo. en TET-!, siendo T el
operador unitario apropiado. Sea el caso no trivial, E no vT. En
este nuevo estado el sistema tiene una cierta lprobabilidad de
seguir poseyendo la propiedad E, que es SpETET-1/SpE (esta
férmula se deduce a partir del principio de eguiprobabilidad a
priori y es una generalizacion de la conocida formula |(e, ¢)|?
a la que se reduce cuando E es la proyecciéon sobre la funcién
de onda ¢. Véase (5)). Efectuada la medicién al tiempo #, por

ejemplo con resultado afirmalivo (si fuese negativo habria’que .

reemplazar E por I—E), se sabe que €l estado es nuevamente

E; pero puede ocurrir que se sepa algo’ mas. En efecto, si E.

y TET-1 tienen un subespacm comun, éste puede mantenerse sin
perturbar eligiendo convenientemente el método de medicion (ha-
bria que verificar la propiedad E midiendo una magnitud AvE
de espectro puntual positivo cuando las autofunciones pertenecen
a E y negativo en caso contrario, y tal que algunas de sus auto-
funciones  formen una base en el subespacio comin).

Para que esto no ocurra es menester recurrir a la misma
condicién del paragrafo VIII: que la propiedad E pueda ser
verificada por cualquler método, o en otras palabras, que en la
eleccion del método no intervenga la inteligencia. Entonces todo

«recuerdo» del estado TET-1 queda borrado y el sistema queda’

caracterizado por la proyeccion E solamente.
El proceso es entonces una cadena de Markov simple.

~Las probabilidades que fijan el problema son:

SpET,, ET_,, /SpL' — probabilidad de que una medicién dé
“ resultado afirmativo si una medicién efectuada ¢, segundos an-
tes di6 resultado afirmativo.

- SpET, (I-E)T_,,
- dicién dé afirmativo si una medicién ¢, segundos anterior dié
. negativo. '

" -Llaméandolas  respectivamente a, y b,, donde el subindice

* indica que se trata de la n-ésima medicién,” debe cumplirse la

/Sp(I———E'):probabilidad de que una me-
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conocida ecuacién-(ver p. ej. Uspensky (9)): py=(a,—b.) . Py
" +Db,, siendo p, la probabilidad de obtener un resultado afir-
mativo en la n-ésima mediciéon. Una solucién particular de esta-
ecuacion  es pn—SpE/SpI como puede verificarse - con faciles
célculos. '

La ecuaciéon homogénea: p,= (a b,) - pn_y tiene como so-
luc1on. '

prn=cTI (2j—bj);
1
de modo que la solucién general es:

C e SpE
pr=¢ 1T (a4j—b)+ Spl
| Como S |
L L b, _SpI SpET, ET_,—(SpE)?
| " Spl.SpE—(SpE)*

y esto es menor que uno en valor -absoluto siempre que Enole,

la solucién de'la ecuacién homogénea tiende a cero al tender a
infinito el nimero de mediciones. Se toma ahora como clcf1n1—
cién de promedio bemporal de E la cantidad:

p =lim 1y Z p,c
n> o

‘

y se obllene como resultado final: que como se ha -

. SpE
p= Spl”’
dicho, es también el promedio espacml en el espacio de las fases.

 La transitividad métrica vale, pues, con las mismas hipé-
tesis anteriores, aunque aqui se trata de una sucesién de medi-
ciones - efectivas, efectuadas a intervalos cualesquiera e incluso
admitiendo que el operador T cambie de un intervalo a otro,
con la tnica condicién de que no conmute con F.

- \

- VII) Conclusiones.
. 1 N H | : H ! !

|,| [EE . ' ' ' !

Se ha visto, pués, que en un- espacm de lqs fases de di-
.mensi6n finita vale el teorema crgochco, es decn' ex1ste el limite
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temporal; y hay transitividad métrica, es decir, igualdad con el

limite espacial, con dos condiciones: 1) que el operador o mag-

nitud a medir no conmute con el que genera la corriente; es de-.

cir que no sea una constante del movimiento, y 2) que .el prof-
cedimiento de medlclon no pueda ser elegido inteligentemente.

La primera es clésica; la segunda ha sido discutida parcialmente -
.por von Neumann.en relacién con:la hipétesis de equiprobabili~
dad a prlon (5 y sera analizada en otra oportunidad.
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