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SOBRE LA NO-NUMERABILIDAD DEL CONTINUO 

por PEDRO PI OALLEJA 

El objeto de la pJ.'lesente nota es dar una demostración ele­
mental de la no-numerabilidad del continuo, prescindiendo de 
expresiones particulares más o menos complicados de los nú- I 

meros r:eales. Nos basaremos en 'el teoflema (que puede tomar-
se como definición) según el cual toda sucesión cr,eciente aco­
tada de números tiene límite real. Obsérvese que la demostra­
ción que desar,l'lollamos no puede aplicarse a los números ra-: 
cionales porque una suoesión creciente acotada de números ra­
cionales pUJede no tener límite racional. 

Vamos, pues, a demostrar que ,el conjunto de números rea­
les del intervalo cerrado [a, b] no es numer.able. Supongamos. 
que los puntos de [a, b] puedan ponerse en sucesión numerable' 
Xn (n = 1, 2,3, ... ) lo que nos llevará a un absurdo. Dado 1:: > O' 
arbitrariamente pequeñ,o, aunque basta tomarlo 0< 1:: < b - a, 
hagarn,os corresponder a cada punto xn el cubreintervalo abierto· 

in~(xn- _I::_,xn+ _1::_) de longitud linl=E/2n. Tendr,emos 
2n+l 2n+l 

así una suoesión s de cubreintervalos distintos in tal que la 
suma de longitudes de cualquier número finito de ellos será 
menor que E. Diremos que un cubreintervalo (ao, bo) cubre el 
punto Xo si se cumpl,e ao < Xo < bo' De la suoesión s tomemos 
el primer cubreintervalo jo = ino que cubre a = Co y c1 > Co el 
extr.emo de:r>echo de jo' Volvamos a tomar en la sucesión s el 
primer cubr,eintervalo' Í1 = in1 que cubre cl con extremo dere­
cho c2 > Cl > co, siendo por tanto jl -=-/= jo' Sea nuevamente j2 =inll' 
el primer cubneintervalo de la sucesión s que cubre c2 con 
extremo derecho Cs > e 2 > el > co, siendo por tanto j2 -=/= h, jo­
Sigamos así suoesivamente. No podrá ser infinita la suoesión 
creciente acotada de puntos e/, < b, es decir pertenecientes al in­
tervalo [a, b], pues en dicho caso tendría límite real c < b Y al 
punto e, pertenecientes a [a, b], correspondería un cubJ.'leinter­
valo im de s; entonces habría en im infinitos cubreintervaliQs. 
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distintos ir = inr oon nr creciendo más allá de toda cota, en 
particular llegaría a ser nr ::> m en contra de la hipótesis que 
define ir. Tendremos así un número finito de cubreintervalos 
distintos io, jl' j2' ... , he de la sucesión s, tales que cada dos oon­
consecutivos tienen algún punto común, cubriendo io al punto 
a y he al punto b. Po.r las leyes de monotonía de los números 

k 

reales, será entonces z: ¡irl> b - a. Esto oontradice que la su-
r-O 

ma de longitudes de cualquier conjunto parcial de cubreinter­
valos in de la sucesión s es menor que e < b - a, es decir 

k 

fz: lirl< e < b -a. Por tanto, hemos llegado a un absurdo su-
..... 0 

poniendo puedan ponerse en sucesión numerable los puntos rea­
les del intervalo [a, b] que es precisamente lo que nos propo.: 
níamos demostrar. 

Nos hemos extendido minuciosamente en los detalles de la 
demostración anterior para evitar cualquier elección arbitraria 
y en ella queda involucrada la demostración del lema de B o re 1 
sobre cubrimientos numerables de conjuntos cerrados y acota­
dos. Utilizando este lema, la demostración es muy cOrta y pue­
de darse en la forma siguiente: Supongamos que el ooIljunto 
de puntos reales del intervalo cerrado [a, b] fuese numerable, 
en cuyo caso, dado arbitrariamente e tal que O < e < b -a, po­
dríamos hacer corresponder a cada punto real Xn perteneciente 
a [a, b] un intervalo in de longitud 1 in 1= e/2n que lo cubra. 
Por el lema de B o r oc 1 bastaría entonces un número finito le 
de intervalos in para cubrir todo el oonjunto [a, b] y por la ley 
de monotonía de los números reales· sería e > z: 1 in 1 > b - Q, 

k 

contra la hipótesis . e < b - a. 

Esta es la demostración en realidad que está implícita en 
la . consecuencia que suele sacarse de la teoría de la medida de 
B o r e 1 para afirmar que el conjunto de números reales del 
intervalo [a, b] no puede ser numerable. A este respecto, oon­
viene no caer en el errOT de suponer que basta definir la me­
dida de un punto como nula, la de una suma de intervalos no­
rampantes por la propiedad de aditividad infinita y la de un 
conjunto numerable como nula (por ser suma de las medidas 
de sus puntos), para creer que estas «convenciones» demlles­
tran la no-numerabilidad del continoo, mientras no se haya 

.., 
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probado la no-contradicción de la propiedad de aditividad in­
finita. 

Desarrollada la teoría de la medida de B o r e 1 en forma 
<:onstructiva, se observa que el lema fundamental de la misma 
está en que si un conjunto lineal acotado puede considerarse 
de 'dos maneras distintas como suma de una infinidad numera­
ble a lo más de intervalos no-rampantes, la suma de las me­
didas de estos intervalos es la misma en los dos casos. Este lema 
f.undamental se demuestra precisamente (v. g. Ch. de la Va II é e 
p o u s sin: «Intégrlales de L e be s g u e, Fonctions d'Ensem­
ble, Classes de Baire», Col. Borel, 2a . ed., París 1934, 
pág. 17) mediante ellen:la de Borel sobre cubrimientos (v.g. 
E. ' B o:r e Ji: '«L8igons sur la Théorie des Fonctions», Col. 
Borel, 2a . ed., París 1914, pág. 228; inicialmente expuasto 
en E. Borel: Annales se. éc. normale (3), 12, París 1895, 
pág. 51). 

El Prof. Rey Pastor nos comunica esta otra sencilla de­
mostración: Supongamos numerados los puntos de un segmento 
finito o infinito y designemo~ cada punto por su índice. To­
dos los interiores al intervalo (0,1) tienen Índices superiores a 
los extremos ° y 1; si es i el menor de ellos y .j el menor de 
los Índices dentro de (1, i) todos los puntos interiores a (i, j) 
tienen Índice superior a los extremos i, j. Prosiguiendo, se for­
ma una sucesión decreCiente de intervalos tal que los índices in­
teriores de cada uno, superan a los extremos. Como hayal me­
nos un punto interior a todos los intervalos, su índice debería, 
superar a los infinitos índices extremos, absurdo que prueba 
la imposibilidad de la numerabilidad supuesta. 

La Plata, octubre 1949. 

Nota. - Otras demostraciones, igualmente inmediatas, ,ex­
puestas en nuestros cursos elementales, pueden merecer quizás 
divulgación. 

Tal v,ez preferible a la anterior es esta, variante no esencial: 
selin a,a' los dos índices mínimos interiores a (0,1), sean b,b' 
los dos índices interiores al intervalo (a, a'); sean e, e' los dos 
índices mínimos interiores al (b, b');' ... el punto común a esta 
sucesión de intervalos encajados debería tener índice superior a 
todos estos extremos, imposible. 
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Si se prefiere evitar el principio del entero mmuno, basta~ 
bisecar el segmento (0,1) Y sea 11 el segmento mitad que no-

. contiene 'el 1; sea 12 el segmento mitad que no cont~ene 2; sea 
la la mitad que no contiene 3 .... Como In sólo contiene índi­
oes superiO:l"'es a n el punto común a todos los In debería tener' 
índioe infinitamente grande. 

Otra demostración análoga dió Poincaré, por fraccionamiento­
en tres partes, a fin de ,eludir la libre elección, que también 
queda evitada en las arriba apuntadas. En efecto, si el. punto 
medio' de In fuese pr-ecisamente n + 1, bastaría adoptar como 
ITld-J.. la primera mitad de la primera mitad. 

J. R. P. 

BIBLIOGRAFIA 
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Se trata de las conferencias y trabajos comunicados al Coloquio de Geo­
metría Algebraica organizado por el Centro Belga de Investigación matemá­
tica que preside L. Godeaux y que fué celebrado en LiElja durante los días 19~ 
20 Y 21 de diciembre de :1949. 

Tras una introducción del profesor Godeaux, empieza el volumen con una 
conferenci¡¡. de Severi, altamente interesante por su propósito: "Desde hace 
algunos años circula entre los matemáticos una leyenda que encuentra cierta. 
credulidad en círculos felizmente restringidos: es la leyenda de que la geo­
metría algebraica italiana, si bien ingeniosa y rica en resultados importantes~ 
no posee sin embargo todo el rigor necesario. Examinemos. los fundamentos 
que esta leyenda pueda tener, no tanto por lo que pueda resultar enojosa para 
ciertos geómetras, como por el perjuicio que podría causar al progreso de 
nuestra rama de la geometría, el hecho de continuar dejándola correr sin reac­
ción". A continuación hace Severi la historia de varios capítulos de la geo­
metría algebraica italiana, para probar que en ellos no falta un rigor 11 su,bs­
tancial ", si bien reconoce que pueden existir "ciertas omisiones de demos­
traciones explícitas de propiedades bien seguras, que los geómetras del tiempD 
(con acertada visión del porvenir) pensaban poder construir o reconstruir en 
ocasión de futuras exposiciones metódicas de las teorías". 

Contiene después el volumen los siguientes trabajos, cuyo indice puede ser­
vir para dar una idea de su contenido y también para valorar la importancia 
del Coloquio a través de la lista de geómetras que a él concurrieron: 

DUBREIL-JAooTIN (M. L.) Y DUBREIL (P.), Divers types d'annea'UaJ inter­
venant en géométrie aZgébrique. 
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