SOBRE LA TEORIA ALGEBRAICA DE LA MEDIDA
Y EL TEOREMA DE HAHN-BANACH (*)

por MiscEA CoTLAR, Mendoza (Argentina)

En un trabajo .fundamental [1], von Neumann, continuan-
do investigaciones anteriores de Hausdorff y Banach, estudié el
problema de la existencia de medidas finitas invariantes respec-
to de un grupo G de transformaciones, y definidas sobre todos
los conjuntos del espacio R. En particular v. Neumann demos-
tro que tales medidas existen si R=G y si el grupo G es co-
mutativo o, més generalmente, resoluble. Todavia Banach [2]
ha sefialado, en casos mds particulares, la relacién de este pro-
blema con el teorema de Hahn-Banach de extension de funcio-
nales lineales. Esta idea de Banach ha sido desarrollada por
Agnew y Morse [3] quienes han trasladado el resultado mencio-
nado de v. Neumann a funcionales lineales invariantes f(z), que
ademés verifican f(z) <p(z), donde p(x) es una funcional se-
_milineal dada. Agnew [4] di6 ademés criterios generales para la
existencia de tales funcionales. Por otra parte Tarski[5] consi-
der6 el problema de la existencia de medidas invariantes desde
el punto de vista algebraico.

En la presente nota damos una forma general del teorema de

(*) Este articnlo hd surgido de las conversaciones que tuvimos con R. A.-
Ricabarra, y como apéndice a nuestro trabajo sobre medidas invariantes [6].
Los resultados principales han sido expuestos por el autor en una reunién de
la Unifn Matemética Argentina (dedicada a A. Zygmund) en 1948, Des-
de entonces han aparecido varios trabajos sobre el tema, sin embargo ecree-
mos que nuestro trabajo contiene algunas novedades, en cuanto la idea fun-
damental es considerar funcionales que verifican f(2)<<p(z) (Cfr. [9]).
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Hahn-Banach que unifica, y que permite deducir de un modo
uniforme y simple, los resultados mencionados de v. Neumann,
Agnew-Morse y Tarski, asi como algunas otras propiedades que
Creemos nuevas.

La lectura de esta nota no presupone, pues, conocimiento
alguno del tema.

Sea X={x,y,2 ...} un semigrupo: en X estd definida una
suma z+y, comutativa y asociativa, con un cero 0, 0+ z==.
Si n=0 es un entero escribiremos nz=z+ ...+, 0x=0. Su-
pondremos ademés que X es un semigrupo ordenado, en el sen-
tido siguiente: En X estd definida una relacién de orden z<y,
tal que ‘

a) z<w, b) z<y, y<z implica <z,
c) z<y implica z4+2<y+z.

De estas propiedades se deduce que
r<<z',y<y implica z+4+y<z'4y. (1)

Una funcién real f(z) definida en X se dird aditiva si es
finita y si f(z+y)=f(z) +f(y), para todo par z,y de X. Ella
se dird mondtona, si z <Xy implica f(x) =f(y). En virtud de a),
se ve facilmente que condicién necesaria y suficiente para que f
sea aditiva y monétona es que ella verifique la siguiente con-
dicién:

Zry<Zyj implica Zf(z;) =< Zf(y))-

Una funcién real p(z) definida en X se dird subaditiva si
ella es finita y verifica p(0)=0, p(z+y)=<p(z)+p(y). En
particular, p(nx) <np(z), para todo n=0 entero. Sea ceX
un elemento fijo de X, p(z) una funcién subaditiva en X, y a
un ntmero real. Escribiremos f(x)¢[X,f(e)=a; p], si f(z) es
aditiva y monétona en X, f(z) < p(z) para todo z¢ X, y f(e) =u.
Si fe[X,f(e)=a; p] entonces es evidente que

Zz;<Zy;+z implica X f(z;)=2Zf(y;)+p(2)- (2)
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Reciprocamente, si f verifica (2) y f(e)=a, entonces
fe[X,f(e)=a; p]. En efecto, haciendo z=0 se obtiene de (2)
que f es aditiva y monoétona, y haciendo i=1,y;=0,2; =z, se
obtiene f(z) < p(z) para todo z. Asi pues, (2) junto con f(e)=a
puede tomarse como definicién de fe[X, f(e) =a; p]. De acuer-.
do a esto damos la siguiente definicion. -

Definicién 1. Sea Y € X un subconjunto de X tal que eeY.
Escribiremos fe[Y,f(e) =a; p], si f estd definida sobre Y,
f(e)=a, y si f verifica (2) para z;eY,y;eY, z¢ X.

En particular si Y =X obtenemos la definicién anterior de
fe[X,f(e)=a; p] Diremos que z es comparable con e si exis-
ten los enteros m’,n’,n” =0, y los elementos z’,2”, tales que

me<n'z+z y z<<n"e+2". (3)

Designaremos con Y(e) al conjunto de todos los = compa-
rables con e. Diremos que z es fuertemente comparable con e,
si existen n’,n”,m’=0, tales que

z<<n"e, me<n'z, (4)

es decir, si (3) vale con z2=2"=0. Designaremos con Y’(e) al
conjunto de los elementos comparables fuertemente con e. Se
ve enseguida que Y(e), Y’(¢) son sub-semigrupos de X, y-que
neeY(e)NY'(e) para todo n=0.

Definicion 2. Escribiremos f(z)e[Y’(e),f(e)=a] si f estd
definida sobre Y’(e), f(e) =a, y si

Zz;<Zy; implica Zf(z;)=Zf(y;), ()
para todo sistema x;,y;¢Y’(e).

Teorema 1. Sea e¢Y CY(e) y foe[Y, fo(e) =a; p]. Enton-
ces existe una fe[Y(e),f(e)=a; p] tal que f=f, sobre Y.

Teorema 2. Para que exista una f¢[X(e), f(e)_a p] es ne-
cesario y suficiente que se verifique:

ne<me-z implica (n—m)a=<p(z) (I)




— 12 —

es decir, inf plz)=z(n—m)a. . (I bis)

z;ne<me-t-z .

Corolario 1. Para que exista una fe[Y'(e), f(e) =a] es ne-
cesario y suficiente que se verifique

ne<Xme implica na<ma (II)

Demostracion del Teorema 1. Sea aeY(e) y sea Z=Y Ua
el conjunto que contiene un elemento més que Y. Vamos a pro-
bar la existencia de una fe¢[Z,f(e)=a; p] tal que f=f, sobre
Y. Por hipétesis vale (2) con x;,v;¢Y,ze¢ X. Definimos

f(a) —sup ‘Ejo(xl)—zflz‘)(yl)_mp(z) - (6)

para todos los x;,y;¢Y,z¢ X, tales que
Zo,<Zyi+katma (7)

Veamos ante todo que f(a) es un namero finito. Siendo
aeY(e), es me<n'a+2,a<\n"e-z", luego por definicion
de f(a) es f(a)=[m'fo(e)—p(z')]/n'>—, ademés cada vez que
Z;<Zyit+katmz serd Za;<Zy;+mztkn"etke", y
puesto que z’,y;eeY, resulta que

Z fo(m;) <Z fo(ys) +Fn" fole) + mp(z) +k p(;"),
luego ‘
[Z fo(:) — Z fo(yi) —m p(2) )/ =n” fo(€) + p(2"),
(@) =n"fo(e) + p(z") <+oo.

Sea ahora f(z) definida sobre Z=Y Ua de modo tal que
para z¢Y es f(z)=fo(z), y para x=a es f(a) dada por (6).
Entonces solo falta probar que

Zmi—{—ka{Zyi—}—la—{—z (8)
implica

Z f(z;) + e f(0) = Z f(yi) +1f(@) +p(2), (8a)
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sz, yleY Para ello como f(a) es finito, dado &>>0, existen
o,y e Y, k¥, 2% tales que

ZoF< Iy ot o (62)
y
KV f (v H)—p( ¥ ()
=fo(2i¥) Elfi(yl )7 tla) ey e <.

De (8) y (6a) obtendremos, usando (1),
Zhaf b DR < ky*+ Sy bkt Lotk 2 4 k2,
luego por definicién de f(a),

[Z Efo(2*) + Z B* fo(w:) — Z e fo(3i*) —
— I foy) — pl 2k Y (I 1) < ()
,[Z k fo(z®) — = k fo(yi*) — k p(z*) +
+ Zk* fo (7) — Z k* folys) — F* p(2) I/ <1f(e),

y teniendo en cuenta (7a),

Ff(e) +keg— 3 f(y) + Z f(r) — p(2) S Lf()
X f(2) + R f(5) < Z f(y) +1f(®) + p(2)-

Asi pues, hemos probado que existe una f, ¢ [Y U o, f(¢) =a; p]
tal que f;=f, sobre Y. Si B es-otro elemento de Y(e), resulta
de ‘aqui que existe una fye[Y U aUB; f(e) =a; p] tal que fo=f,
sobre Y U a. Siguiendo de esta manera, probaremos el teorema
por induccién transfinita.

Demeostracién del Teorema 2. La hipétesis (I) significa que
‘poniendo Y ={ne} .y fo(ne)=na, es foe[Y,fo(e) =a; p]. Lue-
.go por el Teorema 1 existe una f ¢[Y(e),f(e)=a; p]. :

Demostracion del Corolario 1. Como para todo ze¢Y'(e)
existe un n’ con < n'e, definimos p(x)=inf{n’ a}, para to-




— 14 —

dos los x<Xn'e. Evidentemente p(x+y)=<p(z)+ p(y),p(0)=0,
y por la hipétesis (II) es p(ne) =na. Luego p es una p-funcién
sobre el semigrupo X =Y"(¢). Sea ne<me+4x,z€¢Y'(e), y vea-
. mos que p(z)=(n—m)a. En efecto, sea z<(n'e, luego
ne<<(m+n)e y por (II) na<(m+n')a,(n—m)a<n’a, lue-
go p(z)=inf{n’a}=(n—m)a. Por tanto es aplicable el teo-
rema 1, y obtenemos una fe[Y'(e), f(e) =a; p]=[Y"(e) f(e)=a].

Aplicaciéon 1. (Tarski[5]. Supongamos que el orden
< estd definido asi: z<(y si existe un z con £+z=y. En es~
te caso para todo ® es x>0, luego toda f monétona verifica
f(£)=0. En este caso la nocién «z comparable con e» equivale
a la de «acotado-e» de Tarski. Para este caso particular el Co-
rolario 1 se convierte en el siguiente teorema de Tarski:

Teorema A. Para que exista una f(z)=0, aditiva, mond-
tona, con f(e)=a, definida sobre los z acotados-e, y finita, es:
necesario y suficiente que ne<me implique n<m.

Aplicacién 2. (Hahn-Banach[2]). Sea X ={z,y,...} um
espacio vectorial, es decir, en X estin definidas las dos opera-
ciones z+y y Az para todo X real. Definimos z <y, si y
solo si, z=1y. Entonces todo x es comparable con e, y Y'(e) =X.
Supongamos ahora que p(x) tiene ademés la propiedad p(Az) =
. X\p(zx) para todo \=0, y que fe[X,f(e)=a; p]. Entonces sera

f(z) < p(x), f(—2) =—f(z) = — p(2),
—p(—2)=f(z) =p(z), — Ap(—z) =f(Az) =\ p(z) A= 0),

y resulta que f(M,z) —0 para \,—0. Como f(z) es aditiva,
la relacion f(Az)=X\f(z) vale para los X\ racionales, y de la
propiedad que acabamos de deducir resulta que esta relacion
vale para todo X\ real. Es decir, f(z) resulta ser una funcional
lineal. Ademas, si ne<<me+ z,ne=me+x, es np(e) <mp(e) +-
p(x); luego, existe fe[X,f(e)=a; p] si, y solo si, a=<p(e)..
En particular, siempre existe una f¢[X, f(¢)=p(e); p]. Asi pues,.
en este caso, los teoremas 1 y 2 se reducen al siguiente teorema.
de Hahn-Banach:



\

Teorema B. Si X es un espacio vectorial, p(z) definida en
todo X tal que p(z+y)=p(z)+p(y), p(Az)=\p(z) para
A=0, Y un subespacio vectorial de X,fq(z) definida y lineal
sobre Y con f,(y) =< p(y), entonces existe una funcional f(z) lineal
sobre todo X tal que f(z) <p(z), y f=Ff, sobre Y. En parti-
cular siempre existe una f lineal en X, tal que f(z) <p(z) y
f(zo) =p(x,) para un z, prefijado.

Aplicacién 3. (v. Neumann[l]). Sea R={t} un con-
junto de puntos, G={g} un grupo de transformaciones g=gt:
cada g hace corresponder a cada punto i de R otro punto gt
.de R de modo que (¢'g”t)=g'(9"¢t),et=t, si e es la unidad
del grupo G. En particular, gtgt=¢. Para todo conjunto
ACR,gA designa el conjunto de los puntos gt te A. Por ser
G un grupo debe ser g R=R, porque para todo ¢ es t=g(g71 ¢t).
Para cada conjunto A designaremos con z4(f) la funcién ca-
racteristica de A. Luego

zo(t) = aa(g ).
Sea SCR un conjunto fijo. Diremos que A es acotado
respecto de S, si ACU g;S con g;e¢ G. Designaremos con B(S)
i=1 .
al conjunto de los acotados respecto de S.  Escribiremos
p(A)e[R,S,G] si p(A) es una medida definida para todo con-
junto A.cB(S), finita, no negativa, simplemente aditiva, in-
variante respecto de G, y con pu(S)=1. En particular conside~
raremos medidas pe€{R,R,G], lo que significa que p(A) estd
definida para todo A CR, es invariante respecto de G, y p(R)=L1.
Sea X=X(R)={x,y,...} el conjunto de todas las fun-
ciones z(t) de la forma .

x(t) =§ X;zai(t).

X es un semigrupo (un grﬁpo) respecto de la operacién de suma
ordinaria. Definimos ahora en X la relacién de orden <X como
sigue: z(t) <y(t) si existen Ay, ... Ny, Gy, ... Gn, Ay, ... A, tales que

0 +z N(2i(t) — giailt) < (8).
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Se comprueba ficilmente que esta relacién de orden veri-
fica las condiciones a),b),c). De esta definicién resulta en par-
ticular que xga(f) < za(t), y que z4(t) < zg4(f) para todo con-
junto A y todo g. También se tiene z4(t) 30, za<zp=1,
para todo A.

Ademas z4 es comparable fuertemente con e=uwg, si y so-
lo si AeB(S). Si f(z) es aditiva y monétona sobre X, serd

f(za+2p) =f(za) + f(zB) y f(294) =F(4), f(za) ZO.

Por tanto, poniendo p(A)=jf(z4) obtendremos una medida in-
variante respecto de G. Luego toda f aditiva monétona genera
una medida p invariante, y viceversa. Del Corolario 1 obten-
dremos entonces este teorema.

Teorema C. Sea N(G)={u} el conjimto de todas las fun-
ciones ue X de la forma

n
u=2 N(%4;— Zg;s), 8i € G. (11L)
i=1

Entonces para que exista una medida pe[R,S, G] es nece-
:sario y suficiente que no exista una desigualdad de la forma

zs(t) <u(t), ueN(G). (I1Ia)
En efecto, la condicién: mzg<nzg implica m <n, equi-

vale ahora a: (m—n)zg<0 implica m—n=0, y eso equi-
vale a la condicién: zg no es <<O.

Si, en cambio, definimos z(t) <y(f) si, y solo si,

T+ Z (T —Tgis) <Y,

i=1
obtendremos el siguiente teorema de v. Neumann:
3

Teorema D. Para- que exista una m(A) definida y finita
para todo AeB(S) aditiva simplemente, con m(gS)=m(S),
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es necesario y suficiente que no ewistan \; g;¢ G tales que

n
g+ Z\; (zg— xgis) <O0. (11Ib)
i=1

Ademé4s la condicién (IIIb) equivale a la siguiente:
Z\zgg<0 implica Z)\=0. (IIIc)

Para ver la equivalencia de las condiciones -(IIb) y (IIlc),
basta observar que si A\ +...4+X,=X>0, \; Zg;5+ ... \nLg,g <0
entonces poniendo v;=MX\/\, serd Zv;=1 y xzg+ vi(Tgs—
g) + -+ Yn(%gps — 25) <O.

Reciprocamente, la ultima desigualdad puede . escribirse

lazg—v x5+ v, 2gi6— ... —VrZg+ vaZg,g <0

con

l—vit+vi—...—v,+v,=1>0.

En particular podemos considerar el caso en que R=G y
gt=gg’, si t=g'. En tal caso se puede hablar de las medidas
re[G,S,G] y re[G,G,G]t

Un grupo G se llama medible (segin v. Neumann) si existe

una medida pe[G, G, G].
Del teorema D, v. Neuman deduce este otro:

Teorema D', Si G es un grupo medible, la condicidn (I1Ih)
es necesaria y suficiente para que exista una medida pe[R, S, G].
En efecto, si m(S) es la medida dada por el teorema D, y
si v es la medida sobre G,ve[G, G, G], definiendo para todo A,

b(A) =(;[m<g A) dv(g),

la condicion m(gS) =m(S)=1 da p(S)=1, y la condicién de
invariancia de la dv(g) da p(gA)=p(A) para todo A.

Sea ahora G’ el grupo derivado de G, es decir el subgrupo
de G formado por los elementos de la forma ghg-1h™1, donde
g.heG; si G es comutativo entonces. G'={e}. En general sea




G el derivado de Gn1. G se dice resoluble si existe un n tal que
Gr={e}. Si G'={y} es el grupo derivado, designaremos con
N(G')=N’ al conjunto de todas las funciones z¢ X de la forma

n
2= N(%a;—Ty;A;), Yi€ G

i=1

Se comprueba que N’ es un subespacio vectorial G-inva-
riante, es decir: ,
si ze N(G') entonces z(gt) =g z¢ N(G’), para todo geG. (8)
En efecto, z(g71t) puede escribirse en la forma

= N(mpi— Ty;mi) + 2 X (Toici— Zay)s
donde
Bi=gA;,Ci=gv;A;, ¥=vigvitgleCG.

De (8) y del teorema C se deduce ficilmente este otro teo-
rema fundamental de v. Neumann:

Teorema E. Si existe una medida pe[R, R,G'] entonces
existe también una pe[R, R, G]. Luego, si G es comutalivo, o
si G es resoluble, entonces existe una pe[R,R,G]. En particu-
lar, todo grupo G resoluble es medible.

Demostracién. De la propiedad (8) se deduce que si vale
una desigualdad de la forma

1= 5 ay(1) — mi(g: )] + (1), (8

i=1

donde z;¢ X,ze N(C'), entonces vale otra desigualdad del mis-
mo tipo pero con n—1 sumandos, en la sumatoria, en lugar de
n. En efecto, haciendo {=t,t=g,¢,...,t=g,;m1t, y sumando,
tendremos, en virtud de (8),

n m--1
m=[z,—gmz]+ = X (g2 — g4 g %3] + 24,
i=2 j=0



donde 2¢ N(G'), y gx(t) ==(gt). Como z(f) es una funcién
acotada, tomando m suficientemente grande seré :

12,(t) — a3 (gm)| <m/2,

y obtenemos

n m-—1 . . n m—1 R .
m2= Z Z [gde—gi9d ]+ = = [9,— g4 & — g4 gi ).
=2 j=0 - =2 j=0

- Como g¢y/g;=Y,9;9:] con v;eG’, la segunda sumatoria,
de la altima desigualdad, da una funcién de N(G’), luego obte-
nemos una desigualdad de la forma

n
1=Z (y;i—9iyi) + 22 2z¢N(G),

i=2

donde la sumatoria tiene n—1 términos en vez de n. De aqui
resulta enseguida que si no existe una pe[R,R,G] entonces
tampoco existe una pe[R, R, G']. En efecto, por el teorema G,
si no existe pe[R,R,G] entonces tiene lugar (8a) con z=0.

Aplicando n veces la propiedad recién demostrada, se llega
a una desigualdad de la forma 1=<2(t), z¢ N(G’), lo que indica,
por el teorema G, que no exista una p¢[R, R, G’], lo que prue-
ba el teorema.

Los teoremas C, D y E los hemos deducido del Corolario
1. Usando en lugar de éste el teorema 2, se obtendrin genarali-
zaciones de estos teoremas de v. Neumann para medidas inva-
riantes p que ademas cumplen la condicién p(A)=<p(A), donde
p(A) es una medida exterior prefijada.

Aplicacién 4. El teorema C permite deducir también
el siguiente criterio interesante para que un grupo G sea medible.

Teorema F. a) Para que un grupo G sea medible es nece-
sario que exista una pe[G,H,G] para lodo subgrupo normal
HdeG; b) Si para todo subgrupo H={g,...,q,}, generado por
numero finito de elementos ¢, ..., g,, existeuna pe[G,H nNE, G,
EcG, entonces ewiste también una pe[G,E,G].
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Demostracion. a) Si no existe una pe[G, H, G] entonces,
por el teorema D’, serd

2i(9) < M\(zu(9) ~ 2g:18(9)) + - + M(2u(9) — zarn(9)).

luego para todo c¢G,

Toir <Ny (Top — Togir) + - + Me(Topg — Togrerr) -

Sea {c%} un conjunto que contiene uno y sélo un elemento
de cada clase médulo H, de modo que los conjuntos H,=oo I
son disjuntos dos a dos. Los conjuntos o*g;H=H,; son tam-
bién disjuntos dos a dos, para cada i=1,...,k. Por tanto, las
sumas

Za. mca,H(ﬂ): 'Za xdagiH(g):

son finitas, para cada g. Luego haciendo, en la altima desigual-
dad, s=0* y sumando en o, obtendremos

Z;a. xCa.H(g> = Zi )\i [Za. me(g) - mcagiH(g)]
1=24 <X };[z¢— Tgia] =0,

y llegamos a una contradiccién.
b) Supongamos que no exista e [G, E, G]. Por el teorema C,

n
2E(0) < X A;[2E(0) — @g;Ei(0) ],
=1

donde los E; son acotados respeto de E, es decir E;U...UE,C
(E)YU... U(ht E). Sea H={gy,...,q, by, ..., B}, el subgru-
po generado por los elementos ¢4, ..., gp, ..., by, ysean C=H N E,
C;=HNE; Para c==H, tenemos, puesto que CcH,C;,CH,
9:C;cH,
Z; ) [zei(0) — 2gici(0)] =0, 2¢(c) =0.
Para ce H, es

zc(o) =zg(0), zci(9) =xg(0), Tyici(S) = Teiri(0),
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luego

=ik [zci(0) — 2gici(0) = Z N [25:(0) — @girs(0) | = #5(0) =2 c(0)-
Por tanto, cualquiera sea oce¢'G, se verifica
- @0(0) < Zi N [26i(5) — @gici(s)]. (9)
Pero como
E,U..UE,chyEU...URE,

se tiene

cU..UC,=HNE)U..(HNE)C
(HNhE)U...(HN Rk E)
=(hHNRhE)U..=h(HNE)U...UR(HNE),
CU ... UCe (i C)U ... U (R C),

es decir, los C; son acotados respecto de C. Luego, de (9) re-
sulta que no existe una pe[G,C,G|=[G,HNE,G].

Corolario A. Si para todo subgrupo H generado por un
numero finito de elementos, existe pe[G,H,G] entonces G
es medible.

Corolario B. Si todo subg}'upo H generado por un nimero
finito de elementos, es finito, entonces G es medible. Si para
tal subgrupo H es H N E finito, enionces existe una pe[G, E, G].

Corolario C. Existe una base de G,BCcG, tal que existe
una pe|G,B,G).

Aplicacién 5. Sea X={z} un espacio vectorial, G={g}
un grupo de transformaciones lineales de X en X: g(\ 2+
Aax”)=X; g2’ +X;g2”, y p(x) una funcional subaditiva tal que
p(Az)=Xp(x) si \=0, y p(gx)=p(z) para todo g.

Escribiremos fe[X,G,p] si f(z) es una funcional lineal
finita sobre X tal que f(x) < p(x), f(g ) =f(z), para todo ze X




— 99

y todo g¢ G. Definimos en X la relacién << como sigue: z<y
si y solo si

r4+ X (5;—g;%) =y,  9i¢G.

Como en Aplicacion 2 veremos que f es aditiva sobre X
¢ invariante relativo a G si, y solo si ella es aditiva y moné-
tona respecto de la relacién <. Luego, si e=0, fe[X,G,p]
equivale a fe[X,f(e)=0,p]. Del teorema 2 obtenemos ense-
guida el siguiente teorema de Agnew [4]:

Teorema H. Para que exista fe[X,G,p] es necesario y
suficiente que se verifique p(z) =0 para todo z de la forma
z2=2 (x;—g;x;). Otra condicidn, es que para algin zeX se
verifique '

inf p(z+ X (51— ;) =a>—o,

gi, xi

y en tal caso la fe[X,G, p] verifica ademds f(z)=a.

Con iguales razonamientos de arriba obtendremos del teo-
rema H este otro teorema de Agnew-Morse[3]:

Teorema 1. Si existe una fe[X, (Z, p] entonces también exis-
teuna fe[X, G, p]. Luegosi G es resolubleexisteuna fe¢[X, G, p].

Demostracion. Vamos a probar que si vale

=1

p(u) =p[Z (5~ giz) +2]=a<0,

donde z€¢'N(G’), entonces vale una desigualdad anédloga con
n—1 sumandos, en la sumatoria en lugar de n. En efecto, como
p(u) =p(gu), tendremos

plu+giu+...+gm1u) < p(u)+

+p(g1u) + ... p(gymtu) =ma<O0.
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Como en el teorema E, usando (8), veremos que

u—l—glu—]— . glm_lu: (,’171._ glm—l) +
n—1
+ = (yi—hiyi) + 21, 2 N(G).

=1
Tomando m suficientemrente grande, obtendremos

n—i

P(Z (yi—hyy) +2) Sma+p(zy) + plgm ;) <ma/2<0,
=1

con n—1 sumandos en vez de n. El resto de la demostracién se
hace exactamente como en el teorema E.

Observemos, que puesto que todo espacio vectorial puede
Tepresentarse como espacio de funciones z(t) definidas sobre
un conjunto R, el procedimiento de v. Neumann, indicado en
el teorema D’, permite reducir la demostracién de los teoremas
H e I, al caso considerado en la Aplicacién 3.

En forma anéloga, pueden deducirse de los teoremas 1 y 2,
otros teoremas de Agnew[4] y algunas generalizaciones poste-
riores [7].

Observemos, todavia, que los teoremas 1 y 2, pueden ser
interpretadas desde el punto de vista de funcionales positivas
respecto de un cono en un espacio normado (o con escalares
-enteros) (cfr. Stone[8], Krein-Rutman [10]).

Finalmente, de los teoremas anteriores pueden deducirse
.aplicaciones a la construccién de medidas invariantes que sz anu-
lan en los puntos, en espacios métricos. Por ejemplo si R es
un espacio métrico, toda funcién f(r)=0,r=0, define una me-
-dida exterior invariante p{(A) definida como sigue: conside-
ramos las posibles desigualdades de la forma

n
T4 S 2N TgiE,
1

donde E; es una esfera de radio r;, y pongamos

pf<A>=inf%xif<r,->.
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Los teoremas anteriores permiten demostrar facilmente- el

siguiente teorema:

Teorema J. Si G es medible, para que exista una medida

i de Raddn, G-invariante, nula en los puntos y con w(R)=1,
es necesario y suficiente que exista una f tal que py(R)=1.

Esperamos ocuparnos de este tipo de problemas en un fu-

turo trabajo.

1

10.
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