
SOBRE LA TEORIA ALGEBRAICA DE LA MEDIDA 
Y EL TEOREMA DE HAHN - BANACH (*) 

por MIseRA COTLAR, Mendoza (Argentina) 

En un trabajo _ fundamental [1], von Neumann, continuan­
do inv,estigaciones anteriores de Hausdorff y Banach, ,estudió el 
problema de la existencia de medidas finitas invariantes respec­
to de un grupo G de transformaciones, y definidas sobre todos 
los conjuntos del espacio R. En particular v. Neumann demos­
tró que tales medidas existen si R = G Y si -el grupo G es co­
mutativo o, más generalmente, resoluble. Todavía Banach [2] 
ha señalado, en casos más particulares, la relación de este pro­
blema con el teorema de Hahn-Banach de extensión de funcio­
nales lineales. Esta idea de Banach ha sido desarrollada por 
Agnew y Morse [3] quienes han trasladado el resultado mencio­
nado de v. Neumann a funcionales lineales invariantes ¡(x), que 
además verifican ¡(x) < p(x), donde p(x) es una funcional se-

o milineal dada. Agnew [4] dió además criterios geIlJerales para la 
existencia de tales funcionales. Por otra parte Tarski [5] consi­
deró el problema de la exiStencia de medidas invariantes desde 
el punto de vista algebráico. 

En la presente nota damos una forma general del teorema de 

(*) Este artículo ha surgido de las conversaciones que tuvimos con R. A.­
Ricabarra, y como apéndice a nuestro trabajo sobre medidas invariantes [6]. 
Los resultados principales han sido expuestos por el autor en una reunión de 
la Unión Matemática Argentína (dedicada a A. Zygmund) en 1948. Des­
de entonces han aparecido varios trabajos sobre el tema, sin embargo cree­
mos que nuestro trabajo contiene algunas novedades; en cuanto la idea fun­
damental es considerar funcionales que verifican f(x)::;;;'p(x) (Cfr. [9]). 
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Hahn-Banach que unifica, y qua permite deducir' de un modo 
uniforme y simple, los resultados mencionados de v. Neumann, 
Agnew-Morse y Tarski, así como algunas otras propiedades que 
cr·eemos nuevas. 

La lectura de esta nota no presupone, pues, conocimiento 
alguno del tema. 

Sea X ,{x, y, z, ... } un semigrupo: en X está definida una 
suma x+y, comutativa y asociativa, con un cero O,O+x=x. 
Si n > ° es un entero escribiremos nx = x + ... + x, Ox = O. Su­
pondr.emos además que X es un semigrupo ordenado, en el sen­
'tido siguiente: En X está definida una relación de orden x -<: y, 
tal que 

a) x-<:x, b) x -<: y, y -<: z implica x -<: z, 

c) x-<:y implica x+z-<:y+z. 

De estas propiedades se deduce que 

x-<: x', y --< y' implica x + y -< x' + y'. (1) 

Una función real f(x) definida en X se dirá aditiva si es 
finita y si f(x+y)=f(x)+f(y), para todo par x,y de X. Ella 
s.e dirá monótona, si x-<:y implica f(x) <f(y). En virtud de a), 
se ve fácilmente que condición necesaria y suficiente para que f 
sea aditiva y monótona es que ella verifique la siguiente con­
dición: 

Una función real p(x) definida en X se dirá subaditiva si 
ella {lS finita y verifica p(O) =0, p(x + y) < p(x) + p(y). En 
particular, p(nx) <np(x), para todo n>O entero. Sea CEX 

un ,elemento fijo de X, p(x) una función subaditiva en X, y a 
un número real. Escribiremos f(x) E [X, f(e) =a; p], si f(x) es 
aditiva y monótona en X,f(x) <p(x) para todo XEX, y f(e)=a. 
Si f E [X, f( e) = a; p] 'entonces es evidente que 



-11-

Recíprocamente, si f verifica (2) y f(e) =a, entonces 
fE [X, f( e) = a; p]. En efecto, haciendo z= ° se obtiene de (2) 
que f es aditiva y monótona, y haciendo i= 1, Yi=0,X1 =z, se 
obtiene fez) < pez) para todo z. Así pues, (2) junto con f(e) =a 
puede tomarse como definición de fE [X,f(e)=a; p]. De acuer-, 
do a esto damos la siguiente definición. ' 

Definición 1. Sea Y c:: X un subconjunto de X tal que e E Y. 
Escribiremos f E [Y, f( e) = a; p], si f está definida sobre Y, 
iCe) =a, y si f verifica (2) para XiE Y, YiE Y, iE X. 

En particular si Y- X obtenemos la definición anterior de 
fE [X,f(e) =a; p]. Diremos que x es comparable con e si exis­
ten los enteros m', n', n" > 0, y los elementos z', z", tales que 

m' e -<.. n' x + z' y x -<. n" e + z". (3) 

Designaremos con Y(e) al conjunto de todos los x compa­
rables con e. Diremos que x es fuertemente comparab~e éon e, 
si existen n', n", m' > O, tales que 

x-<.n" e, m' e -<.. n' x, (4) 

es decir, si (3) vale con z'=z"=O. Designaremos con Y'(e) al 
conjunto de los elementos comparables fuertemente con e. Se 
Vie enseguida que Y(e), Y'(e) son sub-semigrupos de X, y' que 
neE Y(e) n Y'(e) para todo n>O. 

Definición 2. Escribiremos f(x)E[Y'(e),f(e)=a] si f está 
definida sobre y, ( e), f( e) = a, y si 

2: Xi -<.. 2: Yi implica 2: f( Xi) < z;, f(Yi) , (5) 

para todo sistema Xi, YiE Y'(e). 

Teorema 1. Sea eEYc::Y(e) y foE [Y,fo(e)=a; p]. Enton­
ces existe una fE[Y(e),f(e)=a;p] tal que f=fo sobre Y. 

Teorema 2. Pam que ex~sta una fE [X(e),f(e)=a; p] es ne­
cesario y suficiente que se verifique: 

ne-<.me+z implica (n-m) a<p(z) (1) 
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es decir, inf p(z»(n-m)a. 
Zjne<me+z 

(1 bis) 

Corolario 1. Para que exista una fE [Y'(e),f(e)=a] es ne­
cesario y suficiente que se verifique 

ne -< me implica na :s ma (H) 

Demostración del Teorema 1. Sea a E Y ( e) y sea Z = y U a. 
el conjunto que contiene un elemento más que Y. VamolS a pro­
bar la existencia de una fE [Z,f(e)=a; p] tal que f=lo sobre 
Y. Por hipótesis vale (2) con X¡,Y¡EY,zEX. Definimos 

f( ) 
I,fo(x¡)-I,fo(Yi)-mp(z) a = sup --=-' .:...:-"'-----=--=-=.:::..-----=---'---'-

. k 

para todos los Xi' y¡E Y, Z E X, tales que 

I, X¡-< I, y¡+ka+mz. 

(6) 

(7) 

Veamos ante todo que f( a) es un número finito. Siendo 
aEY(e), es m'e-<n'a+z',a-<:n"e+z", luego por definición 
de fea) es fea) > [m' fo(e)-p(z')]/n'>-oo, además cada vez que 
I,xi-<I,y¡+ka+mz sera I,xi-<:Z:Yi+mz+kn"~+kz", Y 
puesto que x', Yi, e E Y, resulta que 

1:; fO(Xi) <2:; fo(Yi) + kn" fo(e) + m pez) + k p(z"), 

luego 

[Z: fo(x i) - z: fo(n) - m p(z)]/l1: < n" fo( e) + p(z"), 

000 f(a) <n"fo(e) +p(z")<+oo. 

Sea ahora f ( x) definida sobre Z = Y U a de modo tal que 
para XE Y es f(x) =fo(x), y para x' a es fea) dada por (6). 
Entonces solo falta probar que 

Z; Xi + k a -< 1:; Y¡ + l C~ + z (8) 

implica 

I, f(Xi) +kf(a) <I,f(Yi) +lf(a) +p(z), (8a) 
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si :1ii' Yi E Y. Para ello, como f( a) es finito, dado E> 0, existen 
$.* y.* E Y k* z* tales que 
l' &. ' , 

y 

I.f o( x¡*)- I.f O(Yi*)-P( z*) 
k* 

De (8) Y (6a) obtendremos, usando (1), 

(6a) 

(7a) 

I. k Xi* + I. k* x(~ z:. k Yi* + I. k* Ji + k* la + k* z + k z*, 

luego por def~lción de f( a), 

'[I. k fo(x¡*) + I. k* fO(Xi) -I. k fo(Y¡*)-

- I. lf.* fO(Yi) - p(l~* z + k z*]j(k* l) < f( a) 

. . {I. k fO(Xi*) - I. kfo(Yi*) - k p(z*) + 

+ z· k* fo (xi) - I. k* fo(Y¡) - k* pez) ]jk* < lf( a), 

y teniendo en cuenta (7a), 

k fea) +k El-I. f(Yi) + I. f(Xi) - pez) < l fea) 

.'. I. f(xi) + k f( a) < Z; f(Yi) + l fea) + pez). 

Así pues, hemos probado que existe una f 1 E [Y U a, f( e) = a; p] 
-tal que f 1 = f o sobre Y. Si f3 esotro elemento de Y (e), resulta 
·de aquí que existe una f 2 E [Y Ua U f3; f ( e ) = a; p] tal que f 2 f 1 

:sobre TU a. Siguiendo de esta manera, probar.emos el teorema 
.por inducción transfinita. 

Demostración del Teorema 2. La hipótesis (1) significa que 
'poniendo Y Jne} y fo(ne)=na, es foE[Y,fo(e)-.:.a;p]. Lue­
.go por el Teorema 1 existe 'una fE [Y(e),f(e) =a; p]. 

Demostración del Corolario 1. Como para todo x E Y' (e) 
.existe un n' con x-<...n'e, definimos p(x)=infJn' a}, para ter-
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dos los x-<,n'e. Evidentemente p(x+y)<p(x)+p(y),p(O)...:..O, 
y por la hipótesis (11) es p(ne) =na. Luego p es una p-función 
sobril el semigrupo X=Y'(e). Sea ne-<,me+x,xE P(e), y vea­
mos que p(x»(n-m)a. En efilcto, sea x-<, n' e, luego 
ne-<: (m + n') e y por (11) na < (m + n') a, (n - m) a <n' a, lue­
go· p(x)=inf{n'a}>(n-m)a. Por tanto es aplicable el teo­
rema 1, y obtenemos una ,fE [Y'(e), f(e) =a; p]=[Y'(e) f(e) = a]. 

A P li c a ció n 1. (Tarski [5]. Supongamos que el orden 
-<, está definido así: x -< y si existe un z con x + z = y. En es­
til caso para todo x es x >-0, luego toda f monótona verifica 
f(x) >0. En este caso la noción «x comparable con el) equivale, 
a la de «acotádo-ell de Tarski. Para este caso particular el Co­
rolario 1 se convierte en el siguiente teorema de Tarski: 

Teorema A. Para que exista una f(x) > 0, aditiva, monó-. 
tona, con f( e) = a, definida sobre los x acotados-e, y finita, es: 
nec.esario y suficiente que ne -<, me implique n < m. 

Aplicación 2. (Hahn:"'Banach[2J). Sea X ={x,y, ... } un 
espacio vectorial, es decir, en X están definidas las dos opera-o 
ciones x + y y A x para todo A real. Definiinos x -<:y, si y­
solo si, x = y. Entonces todo x es comparable con e, y Y' ( e) = X. 
Supongamos ahora que p( x) tiene además la propiedad p(A x) =: 
Ap(X) para todo A>O, y que fE [X,f(e)=a; p]. Entoncas será. 

f(x) < p(x), f(- x) =- f(x) >- p(x), 

-p(-x)<f(x) <p(X),-Ap(-X) <f(AX) <Ap(X) (A>O),. 

y resulta que f(),.~ x) -)-° para An -)- O. Como f( x) es aditiva,. 
la relación f(A x) = A f( x) vale para los A racionales, y de la 
propiedad que acabamos de deducir resulta que esta relación 
vale para todo A real. Es decir, f( x) resulta ser una funcional 
lineal. Además, si ne-<,me+x,ne=me+x, es np(e)<mp(e) + 
p(x); luego, existe fE[X,f(e)=a;p] si, y solo si, a<p(e). 
En particular, siempre existe una fE [X,f(e)=p(e); p]. Así pues,. 
en ·este caso, los teoremas 1 y 2 se reducen al siguiente teonema, 
de Hahn-Banach : 
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Teorema B. Si X es un espacio vectorial, p(x) definida en 
todo X tal que p(x+y)<p(x)+p(y),p(AX)=Ap(X) para 
A >0, y un subespacio vectorial de X, f o( x) definida y lineal 
sobre Y confo(y) < p(y), entonces existe una funcional f(x) lineal 
sobre todo X tal que f(x) < p(x), y f= fo sobre Y. En parti­
cular siempre existe una f lineal en X, tal que f(x) < p(x) y 
f( xo) = p(xo) para un Xo prefijado. 

A pI i c a ció n3. (v. Neumann [1]). Sea R = {t} un con­
junt{) de puntos, G={g} un grupo de transformaciones g=gt: 
cada g hace corresponder a cada punto í de R o.tro punto gt 
de R de modo que (g' gil t) = g' (gil t), e t = t, si e es 1a unidad . 
del grupo G. En particular, g-l g t = t. Para todo conjunto 
Ac:R, g A designa el conjunto de los puntos g t, tE A. Por ser 
G un grupo debe ser g R = R, porque para todo t es t = g(g-l t). 
Para cada conjunto A designaremos con XA(t) la funCión ca­
racterística de A. Luego 

XgA(t) = XA(g-l t). 

Sea S,c:R un conjunto fijo. Diremos que A es acotado 
n 

respecto de S, si A_c:Ug¡S con giEG. Designaremos con B(S) 
i=l 

al conjun,to de los acotados respecto de S.' Escribiremos 
¡.t(A) E [R, S, G] si ¡.t(A) es una medida definida para todo con­
junto A,c:;B(S) , finita, no negativa, simplemente aditiva, in­
variante respecto de G, y con ¡.t(S) = 1. En particular conside­
raremos medidas ¡.t E [R, R, G], lo que significa que ¡.t( A) está 
definida para todo A_c:R, es invariante respecto de G, y ¡.t(R)=1. 

Sea X=X(R)={x,y, ... } el conjunto de todas las fun­
ciones x( t) de la forma 

n 
x(t) =2: AiXAi(t). 

1 

X es un semigrupo (un grupo) respecto de la operación de suma 
ordinaria. Definimos ahora en X la relación de orden' -< como 
sIgue: x( t) -< y( t) si existen Al' ... An, gv , ... gn, Al' ... An tales que: 

n 

x( t) + z: A¡( XAi( t) - XgiA¡( t) < 'f( t). 
i=l 
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Se comprueba fácilmente que esta relación de orden veri­
fica las condiciones a), b), c). De esta definición resulta en par­
ticular que XgA(t) -< XA(t), y que XA(t) -< XgA(t) para todo con­
junto A y todo g. También se tiene XA(t) >0, XA -<xR=I, 
para todo A. . 

Además XA es comparabLe fuertemente con e = xs, si y so­
lo si AE:B(S). Si f(x) es aditiva y monótona sobre X, será 

f(xA+xB)=f(xA)+f(xB) y f(XgA)=f(xA), f(XA) >0. 

Por tanto, poniendo ¡..t(A) =f(xA) obtendremos una medida in­
variante respecto de G. Luego toda f aditiva monótona genera 
una medida ¡.~ invariante, y viceversa. Del Corolario 1 obten­
ruemos entonces este teorema. 

Teorema C. Sea N(G) = {u} el conjunto de tod3s las fun­
ciones u E X de la forma 

n 

u= 2:; A¡(XA¡- XgiA¡) , g¡ E 'G. 
i=l 

(III) 

Entonces para que exista una medida fl E IR, S, G] . es nece­
:sario y suficiente que no exista U/Ul desigualdad de la forma 

Xs(t) -< u(t), u E N(G). (lIla) 

En efecto, la condición: mxs -< n Xs implica m <n, equi­
vaLe ahora a: (m-n) xs-<O implica m-n<O, y eso equi­
vaLe a la condición: Xs no es -< O. 

Si, en cambio, definimos x( t) -< y( t) si, y solo si, 

n 

x+2:; A¡(XS-Xg¡S} <y, 
i=l 

Dbtendremos el siguiente teorema de v. Neumann: 
• 

Teorema D. Para que exista una meA) definida y finita 
para todo AEB(S) aditiva simplemente, con m(gS)=m(S), 
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es necesario y suficiente que no existan Ai' gi E"G tales que 

n 

xs+ 2:; Ai (xS-XgiS) <o. 
i=l 

o (1IIb) 

Además la condición (lIlb) equivale a la siguiente: 

(lIle) 

Para ver la equivalencia de las condiciones _(I1b) Y ( lile), 
basta observar que si Al + .. , + An = A > O, Al XglS + ... An xYnS < O 
entonces poniendo Vi=Ai/A, será 2:; vi=l Y xs+ vl(XY1S­

xs) + ... vn(xYnS-XS) <O. 
Recíprocamente, la :última desigualdad puede. escribirse 

con 

En particular podemos considerar el caso en que R = G Y 
9 t = 9 g', si t = g'. En tal caso se puede hablar' de las medidas 
f.1E LG, S, G] Y f.l E [G, G, G]r 

Un grupo G se llama medible (según v. Neumann) si existe 
una medida f.1 E [G, G, G]. 

o Del teorema D, v. N euman deduce este otro: 

Teorema D'. Si G es un grupo medible, la condición (IIIh) 
es necesaria y suficiente para que exista una medida f.1 E [R, S, Gl 

En efecto, si meS) es la medida dada por el teorema D, y 
si v es la medida sobre G, VE [G, G, G], definiendo para todo A, 

f.1(A) =f m(g A) dv(g), 
G 

la condición m(gS)=m(S)=l da f.1(S)=l, y la condiCión de 
invariancia de la d v(g) da f.l(g A) = f.1( A) para todo A. 

Sea ahora G' el grupo derivado de G, es decir el subgrupo 
de G formado por los elementos de la forma 9 h g-l h-l , donde 
g, hE 'G; si G es comutativo entonces. G' = {e}. En general sea 
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Gn el derivado de Gn-l. G se dice resoluble si existe un n tal que 
Gn = {e}. Si G' = ti} es el grupo derivado, designaremos con 
N (G/) = N' al conjunto de todas las funciones ZE X de la forma 

n 

Z = ~ Ai( XAi - XyiAi) , I¡ E 'G'. 
i=l 

Se comprueba que N' es lUl subespacio Viectorial G-inva­
riante, es decir: 
si zE'N(G/) entonoes z(gt)=gzEN(G/), para todo gEG. (8) 

En efecto, z(g-l t) puede escribirse en la forma 

donde 

De (8) Y del teorema e se deduce fácilmente este otro teo­
rema flUldamental de v. Neumann: 

Teorema E. Si existe una medida ¡..t. E [R, R, G'] entonces 
existe también una ¡..t. E [R, R, GJ. Luego, si G es comutativo, o 
si G es resoluble, entonces existe una ¡..t. E [R, R, GJ. En particu­
lar, todo grupo G resoluble es medible. 

Demostración. De la propiedad (8) se deduce que SI vale' 
lUla desigualdad de la forma 

n 

1 <~ [Xi(t) - Xi(gi t)] +z(t), 
i=l 

(8a) 

donde Xi E X, Z E N (e'), entonces vale otra desigualdad del mis­
mo tipo pero con n -1 sumandos, en la sumatoria, en lugar de 
n. En efecto, haciendo t = t, t = gl t, ... , t = gl m-l t, y sumando, 
tendremos, en virtud de (8), 

n m--l 

m <[Xl - glmxl] + ~ ~ [glj X¿- glj giXi] +Zl' 
i=2 j=O 



-19 -

d'ondez E N (G'), Y 9 x( t) = x(gt). Como Xl (t) es una función 
acotada, tomando m sufiéientemente grande s,erá 

y obtenemos 

n m-l n m-l 

m/2 < ~ ~ [gli Xi - gi glj Xi] + ~ ~ [gi - gli Xi - gli gi Xi]' 
i=2 j=o ' i=2 j=o 

Como glj gi=Yigiglj con YiEG', la segunda sumatoria, 
de la última desigualdad, da una función de N (G'), luego obte­
nemos una desigualdad de la forma 

n 

1 <Z; (Yi- giYi) + Z2' Z2 E N(G'), 
i=2 

donde la sumatoria tiene n - 1 términos en vez de n. De aquí 
resulta enseguida que si no existe una ¡..t E [R, R, G] entonces 
tampoco existe una ¡..tE [R, R, G/]. En efecto, por el teorema C, 
si no existe ¡..tE [R,R,G] entonces tiene lugar (Sa) con z=ü. 

Aplicando n veces la propiedad recién demostrada, se llega 
a una desigualdad de la forma 1 < z( t), z E N (G'), lo que indica, 
por el teorema e, que no exista una ¡..t E [R, R, G/], lo que prue-
ba el teorema. ' 

Los teoremas C, D y E 10:'3 hemos deducido del Corolario 
1. Usando en lugar de éste el teorema 2, se obtendrán genal'ali­
zaciones de estos teor'emas de v. Neumann para medidas inva­
riantes ¡..t que además cumplen la condición ¡..t( A) < p( A), donde 
p(A) ,es una medida exterior prefijada. 

A P 1 i c a ció n 4., El teorema C permite deducir también 
el siguiente criterio rntellesante para que un grupo G sea medible. 

Teorema F. a) p{]J'a que un grupo G sea medible es nec.e:­
sario que exista una ¡..t E fG, H, G] para todo subgrupo normal 
H de G; b) Si para todo subgrupo H = {gl' 000' gn}, generado por 
número finito de elementos gl' o o o, gn' existe una ¡..t E fG, H'n E, G], 
Ee: G, entonc.es existe también una ¡..t E [G, E, Gl 

~~~~-~-----_.~-,-~_._---------
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Demostración. a) Si no existe una ¡..t E [G, H, Gl entonces, 
por .el teorema D', será 

luego para todo o EG, 

Sea toa} un conjunto que contiene UllO y sólo un elemento 
de cada clase módulo H, de moelo que los conjuntos Ha = oa H 
son disjuntos dos a dos. Los conjuntos oa gi H = H aJ son tam­
bién disjuntos dos a dos, para cada i = 1, ... , k. Por tanto, las 
sumas 

son finitas, para cada g. Luego haciendo, en la última desigual­
dad, 0= oa y sumando en a, obtendr,emos 

~a XCaTl(g) < ~iAi [Za Xc;aTl(g) - Xc:agiH(g)] 

. . . 1 = X G < 2:; \ [ x ~- XgiG] = 0, 

y negamos a una contradicción. 
b) Supongamos que no exista ¡.lE fG, E, GJ. Por el teorem,a e, 

n 

XE( o) < 2:; Ji [XEi( o) - XYiEi( o)], 
i=l 

donde los Ei son ,acotados respeto de E, es decir El U ... U En L 

(h1 E) U ... U(hk E). Sea H = {gl' ... , gn' h1> ... , hd, el subgru­
po generado por los elementos g1> ... , gn' ... , hk , Y sean C=H'n E, 
Ci=H'n Ej. Para o-=/=H, tenemos, puesto que e_LH, Ci LH, 
giCl LH, 

~i Ai [xCi( o) - XYiCi( o)] = 0, xc( o) = O. 

Para o E H, es 
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luego 

2:;¡ )'i [XCi( d) - Xg¡Ci( d)] > 2:; A¡ [XEi( d) - Xg¡Ei( d)] > XE( d) = XC( d). 
i . 

Por tanto, cualquiera sea d E 'O, se v.erifica 

(9) 

Pero como 

se tiene 

Cl U ... U Cn = (H n El) U ... (H n En)_c 

(H n hlE) U ... (Hn'hkE) 

= (hl H n hl E) U ... = hl (H n E) U ... U h¡,( H n E), 

... Cl U ... U Cn_c (hl C) U ... U (hk C), 

es decir, los' C¡ son acotados respecto de C. Luego, de (9) re­
sulta que no existe una ¡..t E [G, C, G] = [G, H n E, G]. 

Corolario A. Si para todo subgrupq H generado por un 
núm?ro f¡¡nito de, elementos, existe ¡..t E [G, H, G] entonces G 
es medible. 

Corolario B. Si todo subgrupo H generado por un número 
finito de elementos, es finito, entonces G es medible. Si para 
tal subgrupo H es H n E finito, entonces existe una ¡..t E [G, E, G]. 

Corolario C. Existe una base de G, Rc G, tal que existe 
una p. E [G, B, Gl 

Aplicación 5. Sea X={x} un espacio vectorial, G-Jg} 
un grupo de transformaciones lineales de X en X: g(Al x' + 
A2 x") = Al 9 x' + A2 9 X", y P ( X) una funcional sub aditiva tal que 
p(AX)=Ap(X) si A>O, y p(gx)=p(x) para todo g. 

Escribiremos fE [X, G,p] si f(x) es una funcional lineal 
finita sobre X tal que f(x) < p(x), f(g x) = f(x), para todo x E X 
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y todo g E G. Definimos en X la relación --< como sigue: x --< y 
si y solo \si 

Como en Aplicación 2 veremos que f es aditiva sobre X 
e invariante relativo a G si, y solo si ella es aditiva y monó­
tona respecto de la relación --<o Luego, si e = 0, f E [X, G, p] 
equivale a f E [X, f( e) = 0, p]. Del teorema 2 obtenemos ense­
guida el siguiente teorema de Agnew [4] : 

Teorema H. Para que exista fE [X, G, p] es necesario· y 
suficiente que se verifique p( z) > ° para todo z de la forma 
z = ~ (Xi - gi Xi)' Otra condición, es que para algún z E X se 
verifique 

inf p(z+ Z; (Xi-g:iXi)) =a>-oo, 
gi,xi 

y en tal caso la fE [X, G, p] verifica además f(z) =a. 

Con iguales razonamientos de arriba obtendremos del teo­
rema H este otro teorema de Agnew-Morse [3]: 

Teorema l. Si existe una fE [X, G', p] entonces también exis­
te una f E [X, G, p]. Luego si G es resoluble existe una f E [X, G, p]. 

Demostración. Vamos a probar que si vale 

n 

p(u) = p [~(Xi- giXi) +z]=a<O, 
i=l 

donde ~ E IN (G'), entonpes vale una desigualdad análoga con 
n - 1 sumandos, ·en la sumatoria en lugar de n. En efecto, como 
p(u) = p(g u), tendremos 

p(u + gl U + ... + glm-l u) < p(u) + 

+ P(gl u) + ... p(glm--l u) =m a:>: O. 
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Como en el teorema E, usando (8), veremos que 

n-l 

+ 2:: (Yi-hiYi) +zl' ZlEN(G'). 
i=l 

Tomando m suficientemente grande, obtendremos 

n-l 

p(2:: (Yi - hi Yi) + Zl) < m a + p( Xl) + P(glm Xl) < ma/2 < 0, 
i=l 

-con n - 1 sumandos en vez de n. El resto de la demostración se 
hace ,exactamente como en el teorema E. 

Observemos, que puesto que todo espacio vectorial puede 
r,epresentarse como espacio de funciones x( t) definidas sobre 
:un conjunto R, el procedinliento de v. Neumann, indicado en 
,el teorema D', permite reducir la demostración de los teonemas 
H 'e 1, al caso considerado en la Aplicación 3. 

En forma análoga, pueden deducirse de, los teoremas 1 y 2, 
otros teoremas de Agnew [4] y algunas generalizaciones poste­
.riores [7]. 

Observemos, todavía, que los teoremas 1 y 2, pueden ser 
'interpretadas desde el punto de vista de funcionales positivas 
.respecto de un cono en un espacio normado (o con escalares 
.enteros) (cfr. Stone [8], Krein-Rutman [10]). 

Finalmente, de los teorem3JS anteriores pueden d-educirS(e 
.aplicaciones a la construcción da medidas invariantes que sa anu­
lan en los puntos, en espacios métrlcos. Por 'ejemplo si R es 
,un espacio métrico, toda función t(r) > 0, r > 0, define una me­
dida exterior invariante Pi( A) definida como sigue: conside­

:ramo.,; las posibles desigualdades de la forma 

n 

XA < 2:: Ai XgiEi, 
1 

,donde Ei es una esfera de radio ri> Y pongamOB 

'n 

PiCA) =inf 2:: Ad(r¡)' 
1 
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Los teoDemas anteriores permiten demostrar fáci.Im;enfe· el 
siguient~ teorema: 

Teorema J. Si G es medible, para que exista una medida 
1-'- de Radón,G-invariante, nula en los puntos y con 1-'-( R) = 1, 
es Twoosario y suficiente que exista U1'ba f tal que Pt( R) = 1. 

Esperamos ocuparnos de este tipo de problemas en un fu­
turo trabajo. 
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