
POLiGONOS INSCRIPTIBLES EN CURVAS 
CONVEXAS (1) 

por G. LUMER, Montevideo (Uruguay) 

Introducción. - A raíz del estudio de redes ortogonales en 
.el plano, surgió el problema de si existían curvas convexas dis
tintas de la ciraunfeDencia en las gue se pudiera «dar vuelta» 
3600 un cuadrado de lado fijo de modo que sus vértioes perma
nezcan sobre la curva convexa dada (2). 

A continuación daremos un ejemplo en el sentido afirmativo 
,Y estudiaremos cuales son en general los polígonos tales que SEl 
pueden «dar vu~1ta» permaneciendo inscritos en alguna curva 
convexa dada. Alternativamente: ¿ Cuáles son las curvas con\"exas 
en las que puede «darse vuelta» algún polígono de dimensiones 
fijas en las condiciones anteriormente consideradas? 

La primera cuestión se resuelve simple Y totalmente Hn el 
'sentido ~e que los polígonos en cuestión son precisamente los 
inscriptibles en una circunf,eren.cia. La segunda cuestión no pa-:
vece tan sencilla Y se indican algunos resultados paJ.~ciales. 

Incidentalmente se muestra también que los polígonos regu
JaDes se pueden «dar vuelta» en curvas convexas que limitan un 
ár,ea menor que el área del círculo circunscrito al polígono con
·siderado. 

(") Parte de lo expuesto aquí fué presentado en la reunión anual de la 
-Unión Matemática Argentina, Buenos Aires', 1952. 

(") Más en general diremos simplemente que un polígono P1P2 •• • • P n puede 
'''darse vuelta" en una curva convexa r, cuando existen puntos P 1 (t), P 2 (t), 
... 'Pn (t) funciones uniformes y continuas de t, O S t S 1; tales que P1 (t) 

,Po (t) ... . P n (t) sea un polígono directamente congruente con P.;".P2 •••• P
Il

, 

.Pi (O) = Pi (1) para i = 1, 2, .. , n y Pi (t) describe runa sola vez cuando 
~t nasa de O a 1. 

-------~, -----------
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Cuadrados. - Vamos a construir, cinemáticamente el ~Jem
plo mencionado más arriba. 

Sea O una circunf.erencia oentrada en o y sea O' otra cir
a,unf,er,encia oentrada en o' y tangente interiorme¡nte a O. El ra
dio de O' será igual a 4/5 del radio de O. Consideremos el mo
vimiento rígido definido hacÍJendo rodar sin desliza~ento, O' 
sobre O. Sea ABCD un cuadrado contrado en o" y ligado al 
plano de O' en el movimiento rígido anteriormente considerado. 
Sea to el punto de tangencia de O y O'. Consideramos el des
plazamiento de to sobre O y O', resultando que a un punto t' 
de O' que dista de to en a/ (medido en ángulos al centro) co-

rresponde un punto t que dista de to en .±- a/ = a. Tales pun-
5 

tos corr,espondientes vienen a coincidir en el movim~ento rígido. 
considerado y al producirse esta coincidencia, y puesto que coin
cidirán entonces las tangentes a O' en t' y a O en t, habrá ha-

a' 
bid o un giro de - del plano móvil con respecto al fijo. 

5 

Cuando se tenga a = 2 Ji Y por lo tanto O' vuelva a su 
posición inicial con respElicto al plano fijo, el plano móvil ha-o 
brá girado 90° con respecto al plano fijo y por lo tanto B vi
no a sustituir a A, C a B, D a C, y A a D. Cada uno de estos, 
puntos describió un arco, y los cuatro ar.cos forman una curva 
en la cual ABCD puede «darse vuelta», la cual obviamente tie
ne tangente continua en todos los puntos. Falta ver que la curva 
anterior r es convexa, para una adecuada elección del tamaño· 
del cuadrado. Para el10 aplicamos el conOlcido teor-ema de Savary 
sobr,e centros de curvatura. Mediante esto se reconQce fácilmenta 
que para cualquier posición de. O Y O' el lugar. de los puntos 
de inflexión (para esta posición) es la circunferencia de diáme
tro to, con centro sobre o o'. Can5iderando el lugar de los pun
tos' de inflexión como ligado al plano móvil y puesto que el 
movimiento I'elativo del cuadrado con Despecto al plano móvil 
es un giroalrec1edor de O' se reconoce que r será convexa 
si,empr,e que se tome ABCD exterior o sobr,e la circunferencia 
oentrada en O' y tangente exteriormente al lugar de los puntos. 
de inflexión. 

Triáingulos isósceles. - El caso del cuadrado es un caso par-
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ticular del más general de los triángulos isósoe1es ABC, AB = 11e, 
que se pueden «dar vuelta» en una curva convexa r. 

T e o r e m a 1. - Si el ángulo BAC es un submúltiplo irra
cia:nal de 2n, r . es necesariamente una circunferencia de lo con
trario existen infinitas curvas convexas en las que ABC se pue
de «dar vueltQll y que son distintas de la circunferencia cir
cunscrita. 

Demostración. - En efecto, si ABC está inscrito en F y 
el ángulo BAC es irracional con respecto a n, entonces cuando 
en su desplazamiento AB venga en BC, C dará en C' que por 
hipótesis perW!nece a r pero evidentemente también a la cir
cunscrita a ABC. Repitiendo el razonamiento para el triángulo 
BCO', CC' C" y así suoesivamente resultará que r y la circun
feroocia circunscrita a ABC tienen en común un conjunto de 
puntos denso en esta última y por lo tanto coinciden . 

. Si .,el ángulo BAC es racional con respecto a n la construc
ción anterior engendra un conjunto de puntos que se disponen 
&egún un polígono reg'ular y entonoe.s por el procedimiento 
análogo al usado para el caso del cuadrado se construye una 
curva convexa Bn que este polígono, y por tanto el triángulo 
se pueden «dar vuelta». 

Polígonos. - Acabamos de ver que existen polígonos que 
pueden «darse vuelta» en una curva convexa que no es una cir
cunferencia, y otros para los que esto no es posible (triángulos 
isósceles de ángulo irracional con n). En los casos considerados 
los polígonos eran inscriptibles en 'la circunf.erencia. Vamos a 
obtener ahora el resultado general ántes mencionado. 

T e o r.e m a 2. - Si un polígono se puede «dar vueltal) en 
alguna curva convexa, entonces es insaiptible en ww circun
fer.encia. 

En efecto, sea x' o' y' un sistema de ejes ligado al plano 
móvil en el movi.miento rígido que define el del polígono, y 
sea x oy un sistema de ejes ligado al plano de la curva con
v·exa (plano fijo). Se t~ene las relaciones obvias: 

x = x' cos a, - y' sen a + a 

y = x' sen a + y' cos a + b. 
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Puesto que la curva convexa r dada puede car·ecer de tau
g.ente en ciertos puntos, el movimiento no siempre es « deriva
ble», pero por ser convexa I', p¡( t), vértice genérico del polígo
no que la recorre es derivabla a menos de un número numerable 
de puntos, y por lo tanto 105 p¡(t) serán también simultáIl!ea
mente derivabLes a menos de un número numerable de puntos. 
Por lo tanto, todo punto ligado al plano móvil es derivable 
salvo para un número numerable de valores de t. Sea D el con
junto de puntos t para los cuales sucede esto. Es fácil verificar 
.que para t E D, se verifica 

xdy- ydx= (X'2 + y'2) da + (Ax' + By') clt+adb- bda 

,donde A Y B son expresioIl!es en sen a y cos a, y todo seexpr,esa 
'000 derivadas con respecto a t. Tomando enton:oes las integrales 
de Lebesgue de ambos miembros se obtiene 

~ f (xdy- y<Ix) =n(x" +1") + [(, x' + [(,y' + ~ J adb - bda 
, . , 

pero obviamente existen las integrales de Stieltjes de x cly - Y clx 
y a db - b da, dan los ár·eas de r y de la curva descrita por el 
plmto o', y coinciden con sus integrales de Lebesgue. Desig
nando con S (x', y') el área (con su signo) :enoerrada por la tra
yectoria del punto (x', y') en una vuelta completa del plano móvil 
se tiene 

S(x', y') = n(x'2 + y'2) + [(1 x' + [(2 y' + S( o, o). 

Mediante un cambio de ejes en el plano móvil se puede anu
lar los términos ·en x' e y', vale decir que' existe '·en el plano 
móvil un punto O tal que el área descrita por el punto P( x', y') 
se expresa: 

S(P) =nlP-01 2 +S(O). 

Ahora bien, puesto que los vértices del polígono describen 
en el movimiento considerado la misma curva se deduce inme
diatamente que: 
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Por lo tanto los Pi perteneoen todos a una circunferencia de 
centro D. 

En cambio no sabemos prácticamente nada que permita ca
r,acterizar las curvas convexas en las que pueden «darse vuelta» 
polígonos .. Ni. siquiera en el caso particular del cuadrado. Uni
cameüte hay alguna información auxiliar como por ejemplo la 
que da el· siguiente . 

T e o r e m a 3. - U na curva convexa en la que pueda «darse 
vuelta» un cuadrado tiene tangente en 'todo punto. 

Deri'W'stracion. ~ 'Sea 4BCD el cti.adr~do considerado cuyos 
vértices se mueven sobre la curva convexa r. Esta última, por 
sér convexa, tienesemitangentes eh todos lospm'ltos. Supónga
mas que las semitarigentes en A, AT' y. ATI! rió· pertenazcan ·a 
una misma recta, vale decir· que no haya tangente· en A. Sean 
ES' y BS" las semitangentes en B. 

A efeCtos de estudiar las semitange~tes se puede considerar el 
movimiento in·finitesimal. del ·cuadrado a partir de la posición 
ABCD en un sentido, haciendo que A se mueve sollre AT' y H 
sobre BS' donde es fácil ver que por la convexidad de r y la 
invariabilidad dé ladistanciaAB el. ángulo de AT' con BS' delle 
ser mayor de 90° (esto determ~na la elección de. s-emitangentes 
correspondientes en A y B). . 

Luego consideramos el movimiento del cuadrado en el otro 
sentido con A moviéndose sobre AT" y B sobre BS" . . Se cons
truye los centros instántaneos de rotación para ambos movimien
tos. Se reconooe sin gran esfuerzo, estudiando las diversas po
sibilidades según la posición de estos en el cuadrado que las se
mitangentes en C( o D) correspondientes a ambos movimientos 
fonnan entre si un ángulo mayor de 180°, del lado del cuadra
do: Esto es absurdo por ser convexa. 

Areas. - Venimos ahora a la cuestión mencionada al final 
de la introducción. Aplicando la fórmula antes dedu.cida, resulta 
que siendo S el área encerrada por una curva convexa r en la 
que puede «darse vuelta» un polígono, y So el área descrita 
por el centro del círculo circunscrito al polígono anterior (que 
existe en virtud del teorema 2). Y siendo R el radio de este 
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círculo, se tiene: 

Las ár.eas están tomadas con su signo y por lo tanto si S' o 
designa la medida del área descrita por el centro del círculo 
circunscrito en valor absoluto y contada una sola vez, y siendo 
n 'el número de veoes que aquel centro describe su trayectoria 
en una vuelta completa del polígono se teIidrá: 

S=n R2 ±nS'o 

donde corresponde + o - según el sentido de recorrido del 
centro durante el movimiento. 

En el caso del ejemplo considerado al principio, puesto que 
el punto O' gira alrededor de O en el sentido opuesto al giro 
del cuadrado se tendrá para el área de la curva convexa: 

y análogamente para los demás polígonos regulares. 
Queda pendiente el problema de hallar una curva convexa 

en la que' se pueda «dar vuelta» un cuadrado y cuya área sea 
mínima (con relación al área del cíIlculo cir.cunscrito). Es esta 
una pregunta natural, pero cuya respuesta ciertamente no apa
rece como sencilla. 
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