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RÉSUMÉ: Un ouvert de En est m-régulier si toute fonction de cané som­
mable sur cet ouvert ainsi que toutes ses dérivées d 'ordre exactement 'In (dé­
rivées prises au sens des distributions sur l'ouvert) a toutes ses dérivées in­
termédiaires de cané so=able sur l'ouvert. On donne une condition suffi­
sante pour qu 'un ouvert, non borné soit m-régulier. 

1. Positiorn du probleme. 

Soit .o un ouvertpour l'instant quelconque de Rn; on dési­
gne par D(.o) l'espace des 10nctions indéfiniment différentiables 
sur .o, a valeur5 complexes, a support compact dans O, llluni 
de la topologie de limite inductive de Schwartz (cf. Schwartz 
[1], [2]); soit D'(O) l'espace dual de D(.o), espace des distri­
butions sur Q. On désigne par Lp(D.) l'espaoe des (classes de) 
fonctions de puissance p eme sornmable sur D., muni de la: nor­
me IlflliP usuelle: 

IIfIlLP= (J If(x) Ip dX)l/p. 
g 

o 

L'étude de oertains problemas aux limites (d. Garding [1], 
Deny Lions [1], Lions [1]) conduit a l'introduction des espa­
oes suivants: 

Espace Wm(D.): ¡;'est l'espace des (dass'es de) fonctions 
() Ipl 

UEO(D.), telles que Dpu= U, P=(Pi'''''Pn)' 
oxl1 ••• OXnpn 

Ipl = Pi + ... + pn, soitdaU5 0(0.) pour. tout p avec Ipi < m, 

• 
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les dérivations étant prises au sens des distributions s,ur .Cl. 

On pose: 

(1,1). IIullk2 = Z; IIDP u11L2, Ipl=k, 
p 

puis 

'" (1,2) III u III m2 = Z; II ulllc2 

k~O 

(av,ec ües notations: 

On voit facilement que pour la norme Illu 111m' l'espace 
Wm(Q) est un espace de Hilbert. 

Espace Em(D..): c'est l'espaoes des UEO(Q) tels que DPu 
soit dans 0(0.) pour tout p avec I p I = m, sans aucune hypo-. 
tluhe sur les dérivées intermédiaires. On munit cet espace de la 
norme dont le carré est donné par 

(1,3) 

On constate encore facilement que pour la norme IlullEm 
l'aspace Em(D..) est un espace de Hilbert. 

f)space BLm(Q): c'.¡;Jst l'espace des distributions 1,l E D'(Q) 
(eJ non pJus des fonctiQllS de carré sommable sur .0.) . telles que 
DP u EL2(.o.) pour tout.p avec I p I = m. Cet espaoe ast l' es pace 
de Beppo Levi d'ordre m, sur Q (si m=l, c'est l'espace de 
Beppo Levi usuel). On munit BLm(D..) de la semi norme Ilullm; 
on lllontre (cf. Deny Lions [1]) que l'espace séparé associé ¡8st 
un aspace de Hilbert. 

Un probleme utile et naturel est maintenant de comparer 
ces trois espaces. Il est évident que 

(1,4) 

inclusions algé~riques et topologiques. Ces inalusions peuv:ent 
etr,e strictes. En effat notons d'abord que tout élément u de 
BLm(D..). 'est lo ca hmven t dans .o. de carré sommable ainsi que 
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toutes ses dérivoos d'orm.e < m (les dérivées d'ordre m étant 
par définition globalement de carré sommable), mais u n' est 
pas forcément dans U(O); cf. des contre exemples dans le cas 
m = 1 dans Nikodyrn [1], Couroot-Hilbert [1 J. La d~uxieme 
inclusion dans (1,4) peut done etre stricte. De meme, sur des 
ouverts du type de oeux can:sidérés dans Courant-Hilbert [1], 
Chapo VII, § 8, N.o 2, on contruit facilement des fonctions u 
qui sont dans E2(Q) et ne sont pas dans W2(0). La pre.., 
miere inclusion (1,4) peut done également etre stricte. 

Donnons maintenant un exemple général OU l' on a l' égalité 
algébrique: Em(O) = BLm(O). On a désigné dans Deny-Lions: 
[1] par ouvert de Nikodym un ouvert connexe borné tel que tout 
élément de BL1(0) ~BL(D..) soit de carré sommable sur O. Il 
est évident quesous cette hypóthese, on a 1'égalité Em(Q)' . 
BLmCQ) et également Wm(Q) = Em(O) ; comme on a la deux 
espaces de' Hilbert, dont. le premier est muni d'une topo­
logie a priori plus fine, oette derniere égalité est égal,ement to­
pologique, d'apres la théoreme de Banach sur les isomorphismes 
(cf. Bourbaki [1]). (On peut munir BLm(O) d'une structure 

. d'espace de Hilhert; cf. Lions [2]; on a a:lors également 
Wm(O) = BLm(O) , topologiquement). Résumons: 

Proposition 1.1. Si O est un ouvert de Nikodym, Qn a 
des ég.alités dans (1,4). . 

On montre (cf. Deny Liori.s) que tout ouvert borné, de 
frontiere assez réguliere, est un ouvert de Nikodym. 

Pours les ouverts de mesure infinie, on n'a jamais Em(O) ~, 
= BLm(O); contr,e exemple: les polynomes de degré < m. On 
peut par contre avoir Wm(O) = Em(O); . par exemple, on yoit 
facilen,\ent, en utilisant la transformation de Fourier et le théo­
reme de Plancherel, que si O=Rn, il en est pinsi. Tout caci 
conduit a, poser la 

Définition 1. 1. Un ouvert O de Rn est dit m-régulier si 
les espace.s Wm(Q) et' Em(D.) coincident (algébriquement, et 
alors topologiquement d' apres le théoreme de Banach). 

On a done déja 

Proposition 1.2. Si O est un ouvel't m régulier,· il existe 
des constantes Ck, O < k < m, telles que pour tout UE Wm(Q) 
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on ait: 

(1,5) 

Réciproquement, soit .Q dam Rn .tel que (1,5) ait lieu pour 
tout u dans Wm(Q); nous ignorons si alors Q est m régulier; 
la question se rami'me a voir si Wm(Q) est dense dans Em(Q), 
ce qui n'est pas résolu dans la cas général. 

L'objet essentiel de cette note est la démonstrl\tion du théo­
reme suivant, donné sans démonstration dans .Lions [1], p. 71(1). 
Posons d'abord la 

Définition 1. 1. On dira que l' ouvert Q vérifie (H i) lors­
que toute parallele a l' axe des Xi coupe .Q en un nombre fini ou 
non d'intervalles, de longuem: finie ou non mais supérieure a 
Ei> o (Ei étant indépenc1ant da la parallele considérée). 

On veut alors démontrer le 

Théoreme 1. 1. Soit Q un ouvert de Rn tel que (H i) ait 
lieu pour tout i = 1, ... , n. Alors Q est m-régulier. 

Remarque 1. 1. 

Le théoreme 1. 1 est utile pour le3 ouverts .non bornés; pour 
\. 

les ouv·ert3 bornés, on sait (proposition 1. 1) que les ouvertsde 
Nikodyrn sont m-réguliers, et ceci quel que soit m. 

2. Lemmes. 

Demontrons le lemme suivant, certainement connu: 

Lemme 2.1. Soit 1 un intervalle quelconque sur Rn, de 
longueur finie ou non, supérieure a E> o. Soit m un entier 
fixé quelconque. 1l existe une constante c(E), dépendant de E, 
telle que pour toute fonction UE Wm(l) on ait: 

(2,1) J lu(k)(x)1 2dx<c(E) f (JU(X)J2+ lu(m)(x)12)dx 

I I 

(~) Pour des raisons typographiques,des notations aetuelles sont diffél'en­
tes de eelles de eet artiele. 
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( 
dku 

pour tout k avec 0< le < m . uCJ¡l = - ) . 
.. dxk 

Démonstration. 

a) Soit 1 un intervalle borné qooleonque sur R; 1 est un 
ouvert de Nikodym, done par la proposition 1. 2 il existe une 
constant'e Co telle que 

1 , 1 

(2,2) J Iv(h)(x) 12 dx < coJ Clv(x) 12 + IvCm)(x) 12)dx, 
o o 

O<k<m, pour tout vEWm(I), 1=]0,1[ (cf. aussi Remarque 

2.1). 

b) Soit maintenant.l = J 0, a [ , a> ° quelconqoo. Si u. est 
dans Win (1), la fonetion v définie par v( x) = u( ax) est dans 
Wm(] 0,1 [), done donne lieu a (2,2), d'ou 

(2,3) 

f lu<k)(x) 12 dx < Co (a-2k Jlu(x) 12 dx +a2Cm- k)] luCm)(x) 12 dx) .. 
I I I 

e) Soit maintenant 1 = ] 0, A [ .. (la propriété a démontrer 
étant invariante par translation, on peut toujour8 supposer que 
l'une des extrémités de 1 est O). Soit n un entier quelconque; 
posons 

(2,4) a=Ajn. 

On peut éerire 

(j+l) a 

J luCk)(x) 12 dx = ~lJ IUU¡)(X) 12 dx. 
3~O 

I . ja 

Pour chaque j on peut appliquer (2,3): 

U+l)a (j+l) a (j+l) a 

J IUCk)(X) 12 dx < Co (a-2k I IU(X) 12 dx +a2Cm- k) JI UCm)(X) 12 dx) 
~ ~ ~ 

d'ou l'on déduit 

.. ~----~~-~.~---_ .. _--' \_--------~ 
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(2,5) 

J:I UCk)(X) 12 dx < Ca (a-2k J lu( x)12 dx + a2Cm- k) f luCm )(x)j2·dx) 
I I I 

avec 1 = ]0, A[ . 
d) Soit maintenant 1 quelconque, égal a ] 0, A [, avec A> E." 

Soit El et E2 tels que 0< El < E2 et 

(2,6) 

On peut alors chois~ n tel que a donné J?ar (2,4) vérifie 

(2,7 

En dfet ceci équivaut a AjE2 < n < AlE! et il est possible 
de choisir un tel entier, puisque A(ljEl -ljE2) > 1. Alors (2,5) 
donne lelemme, pour tout 1 borné. 

,e) Si 1 =] 0,00[, on considere l(p) =] 0, p [; on a (2, 1) po~' 
l(p), c(E) indépendant de p, et on fait tendre p vers +00. 
Meme chose si I= R; on peut également dans ce cas utüiser la 
transformation de Fourier et le théoreme de Plancherel. 

Le lemme" est démontré dans tous les caso 

Remarque 2. 1. 

On peut bien entendu donner une démonstration élémen­
taire du a) de la démonstration précédente. En voici une. On 
considere dans Wm(1) l'ensemble B des fonctions 1 telles que 

1 1 

(2,8) " J 1/1 2 dx+ f1/Cm)12 dx < 1. 
a o 

Il faut montrer que ICk) demeure dans un borné de L2(l). 
Or si I'on pose: ICm)=g, on en tire 
1 = h + P m-V P m-l polynome de degré m -1, et f donnée par 

x 

h(x)=(lj(m-1)!) f(x-s)m-lg(s)ds. 
a 
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Par (2,8), fCm) = g demeure dans un borné de L2(l), 
d'ou suit que h et ses dérivées d'ordre < m demeurent dans nn 
Dorné de L2(l). 11 en résulte aussi que P m-l demeure dans 
un borné de L2 (1) done que tous ses eoefficients sont dans un 
borné de e, done que P(k)m_l est dans un borné de 0(1), 
d'ou le résultat. Cette méthode a l'avantage de pouvoir donner 
une évaluation de Ca. 

Remarque 2.2. 

On peut dans (2,7) choÍsir E2 aussi petit qu' 011. veut d' ou la 

Lemme 2.2. Soit 1 un intervalle de R, borné oa non, de 
longuem' > E > O. Pour tout 11 > O flUssi petit qu' on veut, il 
existe une constante c(E,l1) telle que 

(2,9) J 1 u(¡,) (x) 1
2 dx <11 J1uCm)(x) 1

2 dx+ c(E, 11) f1u(x) 1
2 dx 

1 1 1 

pour tout UE Wm(1), O<lc<m. 

Remarque 2. 3. 

Pr,enons dans le lemme 2.1, m = 2, k = 1, u(x) = x. Cet 
exemple montre que l'hypothese «longueur de 1, > E)~ est L'1-
dispensable. 

3. Démonstration du théol'eme 1. 1; variantes. 

Démonstration. 

a) Considérons l'adhérenee de D(Q) dans Em(Q); il est 
inmédiat (par transformation de Fourier) que sur D(Q) les nor­
mes induites par Em(Q) et Wm(Q) sont équivalentes; done 
l'adhérenee de D(n) dans Em(n) coincide avec l'adhérenee 
Dm.(n) de D(D.) dans Wm(D.) (cf. dans Schwartz [3] ou 
Lions [2] la condition nécessaire et suffisante pour que D(n) 
ne soit pas dense dans Wm(D.)). Cherchons .1' orthogonal de 
Dm(n) , soit Hm, dans Wm(n) , pour la structure (u, v)m + 
+(u,v)a' C'est l'cspace des uEEm(D.) telsque (u,cp)m+(u,CP)a=O 
pour tout cP E D(n) done te15 que 

{3,1)(-1)m~mu+u=O (~=Laplacien). 
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Il en résulte, par un théoreme de Sclnvartz [1], que toutes 
les fonctions de Hm sont (apres modification éventuelle sur 
un ,ensemble de mesure nulle) indéfiniment différentiables dans 
O. Soit E(Q), l'espace des fonctioI,ls indéfiniment différen­
tiables sur Q a support quelconque. On voit donc que 
E(O) n Em(Q) est dense dans Em(Q). 

b) Comme toute fonction de Dm(Q) etdans Wm(.o) on 
,est ramené a démontrer le théoreme pour u E Hm, donc en parti­
cul:i,er indéfiniment différentiable dans O. Posons x* =( XV"" x1l-1 ) 

et désignons par 1 (x*) l'intersection de .o avec la parallele a 
l'axe des X n passant par le point (x*, O); I(x*) est réunion fi­
nie ou dénombrable d'intervalles lle( x*). 

D'apres le théoreme de Fubini, les intégrales 

1 I u( x*, Xn) 1
2 dXtnet 

l(x*) 
1 ¡ om ('" .. ¡2d 

O:L'nm U x', ~n) Xn 

l(x*) 

solrrt finies sauf peut etre pour x* appartenant a· un ensemble 
exceptionnel Xn, de mesure nulle dans Rn-l. Soit x* E Xn ; la 
fonction Xn -+ u(x*, xn) est dans Wm(I(x*». Grace a (H n) 
et le lemme 2. 1, il existe une constante e telle que 

(on appliqU:e le Lemme 2. 1 pour chaque Ik( x*) puis l' on fait 

la somme). Done en intégrant (3,2) en x*, on voit que ~ u est 
oX'.n

'
( 

dans 0(.0). Comme on a (H i) pour tout i, on a finalement ok . 
(3,3) - u E O(Q) pour tout k, O < l~ < m et pour tout i. 

ox/c 

0'ct+'c2 
Soit maintenant a montrer que u est dans 0(.0),. 

0:v1 kt OX/c 2 

. oler 
k 1 + k2 < m. On pose v=-- u. Par (3,3), on sait que v E O(Q). 

aX1
k ! 

Par ailleurs, DP VE O(D.) pour tout p avee Ipl =m- k 1• Il ,en 
ak 

résulte, en appliquant encore (3,3), que -- v est dans O(Q} 
oxl' 
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pour tout k ave e O < k < m -lel> d' OD. en particulier le résultaL 
ak1+···+k 

Meme chose pour u, k l + .. , + k n < m, d'oD. le 
i):1{1 h ... i)xnk . 

théoreme. 

Remarque 3.1. 

On peut montrer sans utiliser la structure hilbertienne de 
Em(D..) que E(D..) n Em(D..) est dense dans Em(D..). Ce résultat 
se généralise alors aux espaces construits comme Em(D..) , mais 
en utilisant Lr(O), r> 1, fini quelconque, au lieu de 0(0.). 
Meme chose pour Wm(.Q). Le théoreme 1. 1 se généralis'e 
a oes espaoes. 

Remarque 3.2. 

On peut améliorer le théoreme 1. 1 de la fa<;:on suivante: 
Théoremle 3.1. Sous les hypothescs du théoreme 1.1, pour 

tout 11 > O, il existe une constante cC 11), tellc que pour tont u 
dtms Wm(Q) = Em(Q), et pour tout k avec O < k < m, on ait: 

(3,4) 

Démonstration. 

a) Soit u E E(Q) 'n Wm(Q); on opére comme dan s la dé­
monstration du théoreme 1. 1; pour l' obtention de (3,2), on uti­
lise le Lemme 2. 2 au lieu du lemme 2. 1. On obti-ent ain:si: 

(3,5) rpour tout 11 > O il existe une constante cl telle que 

1 11 u~:k u IIL: < ~ Ilu~;, u IIL: + e, Ilullo' poar Iout u dans 

l E(D.)'n Wm(.Q), O<k<m, i=l, ... ,n. 

On va mailltenant majorer la norme de 
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On pose: 

lafonétion Vi estdans Wm1(Q),7ni · m-(k2+ .. :+kn); dé­
signons par [( le nombre des opérateurs DP d' ordre le. Appli­
quons (3,5), 11 étant remplacé par 11/ K. Il existe une poristante 
c2 te11e que 

soit 

Posons maintenant 

(¡ks+··· +k" 
v~== u. 
~ (¡xis ... (¡xn'cn 

On utilise (3,5),11 étant remplacé par 11/C2K. Il existe une 
constante cg te11e que 

d'ou 
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_ On choisit C4 assez grand pour que oeci ait líeu pour tout 
(kv···, kn), done 

(3,6) 

pour tout UE E(Q)'n Wm(Ü). 

b) Si u est quelconque dans Wm(ü) , 'on l'approche 
par une' suite uk' Uk E E(Q) n Wm(Q); pour chaque Ul~ on a (3,6) 
d'ou le résultat dans le cas général. 

Remarque 3. 3. 

Nous ignorons si la propriété (3,4) du théoreme 3.1 est 
valable pour tout ouvert m-régulier. Notons a ce sujet le résul­
tat suivant. Faisons l'hypothese: 

Hypothese 3.1. L'ouvert Q est m-régulier et il exist-e un-e 
application linéaire continue u -+ Pu de Wm(Q) dans Wm(Rn) 
telle que: 

Pu = u presque partout dan:5 .o, 
IIPullm2 < c(lIullo2 + lIullm2), c = constante, 

IIPullo2 < cllullo2. 

On montre, par une variante de Babitch [1 J, que l'hypo­
these 3.1 a liE~u si .o est notainment un. ouvert connexe borné 
de frontiere une variété de dimension (n-l) indéfiniment dif­
férentiable. 

Proposition 3.1. Bous Z'hypothes.e 3.1, pour tout 11 > O il 
existe c( 11) telle que (3, 4) ait Zi.eu. 

Démonstration. 

Il existe une constante cl telle que , .. 

done, graoe a l'hypothese 
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Comme Ilullk' < IIPullk (car u = Pu presque partout dans :O), 
on a le résultat. 

Remarque 3. 4. 

Si l'injection de Wl(.o) dans 0(.0) est completement con­
tinue alors .o est un ouv,art de Nikodyrn (Deny Lions, [1]) et 
ron montre que la propiété (3,4) du théoreme 3.1 a lieu dans 
ce caso 

4. Une application. 

On supposera dans ce N0 que 

(4,1) ( 

l 

.Q est un ouvert m-régulier, et pour tout 11 > O il exis­
te une constante C(11) telle que, pour tout u E Wm(Q), 
on ait: lIullk2<11 lIullm2 + C(11) lIullo2. 

Sur Wm(Q) on donne la forme sesquilinéaire 

(4,2) (u,V)g= Z; (g pq Dqu,Dpv)L2 (9.) 

Ipl,lql=m 

ou gp"qE VXl(D.) =espace des fonctions mesurables et bornées 
Q (plus généralement on peut prendre pour gP,q des applications 
linéaires continues quelconques de 12(0) dans lui meme). On 
suppose que cette forme est eUiptique au sens suivant: 

(4,3) { 
il existe al > O tel que 

(u,u)g+(u,u)g>2adullm2, pour tout uEWm(Q). 

Soit maintenant ar,s des fonctions quelconques dans un (O) 
(plus généralement, des applications linéaires continues quelcon­
ques de 0(.0) dans lui meme); pour u, V E Wm(Q), posons 

(4,4) 

Posons ,ensuite 

(4,5) 

(u, V)A= Z; (ar,sDs u, Dr V)L2 (9.). 
11'1,lsI:::;;m 

Irl+jsj:=;;;2m-l 

«u, v» = (u, V)g + (u, V)A, 

, , 
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et 

(4,6) ((u,v)) (s)=((u, v))+s(u,vh2 • 

On a le 

Théoreme 4. 1. On suppose que (4, 1) et (4, 3) ont lieu. 
Alors, pOUJ' s réel assez grand~ on a: 

(4,7) ((u, u)) (s)+((u,u)) (s»all' ull'm2,a>O, 

pour tout u E Wm(Q). 

Démonstration. 

Il résulte de la définition de (u, v) A par (4,4) que 

Or de l'hypothese (4, 1) résulte que, pour tout 11 > 0, il exist-a 
c2( 11) = c2 telle que . 

"' u "'m-l < 11 "' u "'m + c2 1lullo' 
On choisit 1'\ de sorte que al - Cl11 = 2 a2 > O. On peut alors 

choisir So tel que 

(il suffit de prendre So > (cl C2)2/4 a2)' On vérifie alors tout de 
suite que pour s >so, le théoreme est vrai avec a = a2• 

Le théoreme 4.1 permet d'appliquer a la forme ((u, v)) la' 
théorie développée dans Lions [1] (cf. notarnment le Chapo II 
de oot article). 
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