5 i OUVERTS m-REGULIERS

par J. L. LioNs, Nancy (Francia)

En hommage 3 M. Beppo Levi

RésumE: Un ouvert de Bn est m-régulier si toute fonetion de earré som-
mable sur cet ouvert ainsi que toutes ses dérivées d’ordre exactement m (dé-
rivées prises au sens des distributions sur 1’ouvert) a toutes ses dérivées in-
termédiaires de carré sommable sur 1’ouvert. On donne une condition suffi-
sante pour qu’un ouvert mon borné soit m-régulier.

1. Position du probléme.

Soit Q un ouvert pour I'instant quelconque de Rr; on dési-
gne par D(Q) D'espace des fonctions indéfiniment différentiables
sur (), & valeurs complexes, & support compact dans (), muni
de la topologie de limite inductive de Schwartz (cf. Schwartz
[1], [2]); soit D’(Q) l'espace dual de D(Q), espace des distri-
butions sur Q. On désigne par LP(()) D'espace des (classes de)
fonctions de puissance p éme sommable sur (), muni de la nor-
me |f[7p usuelle:

lp=([ 1)1 deyie

Q

L’étude de certains problémes aux limites (cf. Garding [1],
Deny Lions [1], Lions [1]) conduit & Dintroduction des espa-
ces suivants:

Espace Wm(Q): ¢’est I'espace Idles (classes de) fonctions

0'r

ue L2(Q), telles que Dpuzm U, p=(Py - Pn)s

|p|=pi+ .-+ pn, soit dans L2(Q) pour fout p avec |pj=m,
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les dérivations étant prises au sens des distributions sur Q.

On pose:
(1,1) luli?=Z[Dulc, [p|=k,
puis
2 lellne=Zuhe

(avec ces notations:

lullo= lla]z?)-

On voit facilement que pour la norme |||u ||, D'espace
Wm(Q)) est un espace de Hilbert.

Espace Em(Q): cest l'espaces des ue L2(Q) tels que DPu
soit dans L2(Q) pour tout p avec |p|=m, sans aucune hypo-
these sur les dérivées intermédiaires. On munit cet espace de la
norme dont le carré est donné par

(1,8) lul?em = Jlulle?® + [ulm®.

On constate encore facilement que pour la norme |ulEm
Vespace Em(Q) est un espace de Hilbert.

Espace BL,,(Q): c’est l'espace des distributions u < D’(f))
(et-non plus des fonctions de carré sommable sur ()) telles que
DPuc L*((Q)) pour tout p avec |p|=m. Cet espace est ['espace
de Beppo Levi d’ordre m, sur Q0 (si m=1, c'est I'espace de
Beppo Levi usuel). On munit BL,(Q) de la semi normz ||ul|p;
on montre (cf. Deny Lions [1]) que I'espace séparé associé est
un espace de Hilbert.

Un probléme utile et naturel est maintenant de comparer
ces trois espaces. Il est évident que

(1,4) Wm(Q).c En(Q).E BLy(Q),
inclusions algébriques et topologiques. Ces inclusions peuvent

dtre strictes. En effet notons d’abord que tout élément u de
BL,,(Q) est localement dans ) de carré sommable ainsi que
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toutes ses dérivées d'ordre <m (les dérivées d’ordre m étant
par définition globalement de carré sommable), mais u n'est
pas forcément dans L2(Q); cf. des contre exemples dans le cas
m=1 dans Nikodym [1], Courant-Hilbert [1]. La deuxiéme
inclusion dans (1,4) peut donc étre stricte. De méme, sur des
ouverts du type de oéux comsidérés dans Courant-Hilbert [1],
Chap. VII, § 8, N.0 2, on coniruit facilement des fonctions =
qui sont dans E2(()) et ne sont pas dans W2(Q). La pre-
miére inclusion (1,4) peut donc également étre stricte.

Donnons maintenant un exemple général ot 1'on a 1'égalité
algébrique: Em(Q)= BL,,(Q). On a désigné dans Deny-Lions-
[1] par ouvert de Nikodym un ouvert connexe borné tel que tout
élément de BL(Q)=BL(Q) soit de carré sommable sur Q. Il
est évident que sous cette hypothése, on a 'égalité Em(Q)=
BL,(Q) et également Wm(Q)=FEm(Q); comme on a la deux
espaces de Hilbert, dont.le premier est muni d'une topo-
logie & priori plus fine, cette derniére égalité est également to-
pologique, d’aprés la théoréme de Banach sur les isomorphismes
(cf. Bourbaki [1]). (On peut munir BL,(Q) d'une structure
d’espace de Hilbert; cf. Lions [2]; on a alors également
Wm(Q) = BL,,(Q), topologiquement). Résumons:

Proposition 1.1. Si Q est un ouvert de Nikodym, on a
des égalités dans (1,4). ‘ ) .

On montre (cf. Deny Lions) que tout ouvert borné, de
frontiére assez réguliére, est un ouvert de Nikodym.

Pours les ouverts de mesure infinie, on n'a jamais Em(Q)=
=BL,,(Q); conire exemple: les polynomes de degré <m. On
peut par confre avoir Wm(Q)) =Em((Q)); par exemple, on voit
facilement, en utilisant la transformation de Fourier et le théo-
réme de Plancherel, que si O =R, il en est ainsi. Tout ceci
conduit &, poser la

Définition 1.1. Un ouvert Q de Rn est dit mrégulier si
les espaces Wm(Q)) et Em(Q}) coincident (algébriquement, et
alors topologiquement d’aprés le théoréme de Banach).

On a donc déja

Proposition 1.2. Si Q est un ouvert m régulier, il existe
des constantes ¢, 0<<k<<m, telles que pour tout we Wm({))
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on ait:
(1,5) k= e (fulle? + [ulm?)

Réciproquement, soit ( dans Rn tel que (1,5) ait lieu pour
tout u dans Wm(Q); nous ignorons si alors () est m régulier;
la question se raméne & voir si Wm(Q) est dense dans Em(Q)),
ce qui n'est pas résolu dans lz cas général.

L’objet essentiel de cette note est la démonstration du théo-
réme suivant, donné sans démonstration dans Lions [1], p. 71(%).
Posons d’abord la

Définition 1.1. On dira que l'ouvert Q vérifie (Hi) lors-
que toute paralléle 4 I'axe des x; coupe Q en un nombre fini ou
non d’intervalles, de longueur finie ou non mais supéricure a
E;>0 (E; étant indépendant de la paralléle considérée).

On veut alors démontrer le

Théoréme 1.1. Soit Q un ouvert de Rn tel que (H1) ait
liew pour tout i=1,...,n. Alors Q est m-régulier.
Remarque 1. 1.

Le théoréme 1.1 est utile pour les ouverts non bornés; pour
les ouverts bornés, on sait (proposition 1.1) que les ouverts de
Nikodym sont m-réguliers, et ceci quel que soit m.

2. Lemmes.

Demontrons le lemme suivant, certainement connu:

Lemme 2.1. Soit 1 un intervalle quelconque sur Rr, de
longueur finie ou non, supérieure @ E>0. Soit m un entier
fizé quelconque. 1l existe une constante c(E), dépendant deE,
telle que pour toutz fonction ue Wm(I) on ait:

@1) [ [u%(@)[2do s o(E) [ (lu@) >+ 1um(z) ) do

I I

(*) Pour des raisons typographiques, des notations actuelles sont différen-
tes de celles de cet article.
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dku
B ) —
pour tout k avec 0 <l <m. ( u'k ——d:z:k).

Démeonstration.

a) Soit I un intervalle borné quelconque sur R; I est un
ouvert de Nikodym, donc par la proposition 1.2 il existe une
constante ¢, telle que

1. 1
@2 [IR@kdesc (o) + w1 de
0 0
0<k<m, pour tout ve Wm(I), I=10,1[ (cf. aussi Remarque
2.1).
b) Soit maintenant . /=10,a[ , a>0 quelconque. Si u est

dans Wm(I), la fonction v définie par v(z) =u(ax) est dans
Wm(]0,1[), donc donne lieu & (2,2), d’oi ‘

(2.3)

f |u® (@) |2 d < o, (a2 J|u(w) 12 dip - a2tm—t J |utm() |2 dx).
I 1 1

c¢) Soit maintenant I=]0,A[ (la propriété a démontrer
étant invariante par translation, on peut toujours supposer que

I'une des extrémités de I est 0). Soit n un entier quelconque;
posons

(2,4) a=A/n.
On peut écrire
_ G+a
J |u®(z)|2dz == J |ut(z) |2 dz.
=0
I .

Jja

Pour chaque j on peut appliquer (2,3):

(G+1)a (7+1)a (j+1)a
j |u®() |2 do < o, (a2 [ |u(x) |2 da + g2mb j [utm)(a) |2 da)
ja Jja Ja

d’oti I'on déduit
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(2,5)

I A I L I .
avec 1=10,A[. o A .
d) Soit maintenant I quelconque égal & ]0,A[, avec A=E.
Soit E; et E, tels que 0<E;<E, et

(2,6) E(L/E;—1/Ey) = 1.
On peut alors choisir n tel que a donné par (2,4) vérifie
(2,7 E,<a<E,.

En effet ceci équivaut & A/E,=<n=<A/E, et il est possible
de choisir un tel entier, puisque A(1/E; —1/E;)=1. Alors (2,5).
donne le lemme, pour tout I borné.

e) Si I=10,0][, on considére I(p)=]0,p[; on a (2,1) pour
I(p), c(E) independant de p, et on fait tendre p vers -+oo.
Méme chose si I'=R; on peut également dans ce cas utiliser la
transformation de Fourier et le théoréme de Plancherel.

Le lemme est démontré dans tous les cas.

Remarque 2.1.

On peut bien entendu donner une démonstration élémen-
taire du a) de la démonstration précédente. En voici une. On
considére dans Wm(I) l'ensemble B des fonctions f telles que

1 1
(2,8) [if12de+ [iymje a1,
0 0

Il faut montrer que f*) demeure dans un borné de L2(l)
Or si l'on pose: fim)=g, on en tire
f=h+Py 1, P,y polynome de degré m—1, et f donnée par

(@)= (1/(m—1)1) [ (2 —s)n-1 g(s) ds.



Par (2,8), fm) = g demeure dans un borné de L2(I),
d’ol suit que h-et ses dérivées d'ordre <m demeurent dans un
borné de L2(I). Il en résulte aussi que P,_; demeure dans
un borné de L2(I) donc que tous ses coefficients sont dans un
borné de C, donc que P*),_, est dans un borné de L2(I),
d'ott le résultat. Cette méthode a 1'avantage de pouvoir donner
une évaluation de c¢,.

Remarque 2.2.
On peut dans (2,7) choisir E, aussi petit qu’on veut d’ol le

Lemme 2.2. Soit I un intervalle de R, borné ou non, de
longueur =E>0. Pour tout n>0 aussi petil qu'on veut, il
existe une constante c(E,n) telle que

(2.9)  [1u(a)[2don [ju (a2 do-+ o(Eon) [u(a) 2 do

pour tout ue Wm(l), 0<k<m.

Remarque 2. 3.

Prenons dans le lemme 2.1, m=2, k=1, u(z)==z. Cet
exemple montre que ’hypothése «longueur de I,=E» est in-
dispensable.

3. Démonstration du théoréme 1.1; wvariantes.
Démonstration.

a) Considérons l'adhérence de D(Q) dans Em(Q); il est
inmédiat (par transformation de Fourier) que sur D(Q) les nor-
mes induites par Em(() et Wm(Q) sont équivalenies; donc
I'adhérence de D(Q) dans Em(Q) coincide avec I'adhérence
Dm(Q)) de D(Q) dans Wm(Q) (cf. dans Schwartz [3] ou
Lions [2] la condition nécessaire et suffisante pour que D((Q)
ne soit pas dense dans Wm(Q)). Cherchons Jl'orthogonal de
Dm(Q), soit Hm, dans Wm(Q), pour la structure (u,v),+
+ (u,v),. C'est 'espace des ue Em(Q) tels que (u, 9),, + (2, ¢)=0
pour tout ¢e¢D(Q) donc tels que

(3,1) (=I)mAmu+tu - 0 (A =Laplacien).

o
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Il en résulte, par un théoréme de Schwartz [1], que toutes
les fonctions de Hm sont (aprés modification éventuelle sur
un ensemble de mesure nulle) indéfiniment différentiables dans
Q. Soit E(Q), l'espace des fonctions indéfiniment différen-
tiables sur ( 4 support quelconque. On voit donc que
E(Q) N Em(Q) est dense dans Em(Q).

b) Comme toute fonction de Dm(Q) et dans Wm(Q) on
est ramené & démontrer le théoreme pour ue Hm, donc en parti-
culier indéfiniment différentiable dans (). Posons x* = (@g,-.. »Tny)
et désignons par I(z*) lintersection de ) avec la paralléle a
I'axe des x, passant par le point (z*,0); I(z*) est réunion fi-
nie ou dénombrable d’intervalles Ik(z*).

D’aprés le théoréme de Fubini, les intégrales

u( *, ﬂn) d(l;n,

. 0
J|u(w*,xn)|2dmn et [d'm

I(xw) I(x%)

sont finies sauf peut étre pour z* apparfenant a-un ensemble
exceptionnel X,, de mesure nulle dans Rr1. Soit z*e¢X,; la
fonction x, — u(z*,z,) est dans Wm(I(x*)). Grace a (Hn)
et le lemme 2.1, il existe une constante c¢ telle que

)don)

u(:z: .'En,)

(3,2) j dxngo(fm ul? +'O%m

I(x *) I(x*)
(on appliqué le Lemme 2.1 pour chaque I¥(z*) puis l'on fait
k

la somme). Donc en intégrant (3,2) en 2*, on voit que

i est
‘n‘
dans L2(Q). Comme on a (Hi) pour tout i, on a finalement

k
(3,3) % ue L2(Q)) pour tout k,0<k<m et pour tout i.
xZae
' Olettle:

PR u est dans L2(Q}),
’[,'1 Lo (%3

Soit maintenant & montrer que

fes
ey + ky <m. Onpose v_c)i)—u Par (3,3), onsaitque ve L2(Q).
Zy
Par ailleurs, DPve L2(()) pour tout p avec |p|=m—Fk, Il en
k
résulte, en appliquant encore (3,3), que 0—07 v est dans L2(Q)
Tt
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pour tout k& avec 0 <<k <m—1Fk;, d’'ou en particulier le résultat.

Méme ch otk k ln<m, d'ot 1
eme chose pou.rd—gl;lk1 H2 ku 1+ Fhki<m, dou le
théoréme. ‘
Remarque 3. 1.

On peut montrer sans utiliser la structure hilbertienne de
Em(Q) que E(Q) N Em(Q) est dense dans Em(Q). Ce résultat
se généralise alors aux espaces construits comme Em(()), mais
en utilisant Lr(0), r=1, fini quelconque, au lieu de L2(Q).
Méme chose pour Wm(Q)). Le théoréme 1.1 se généralise
a oes espaces.

Remarque 3. 2.

On peut améliorer le théordme 1.1 de la facon suivante:

Théoréme 3.1. Sous les hypothéses du théoréme 1.1, pour
tout >0, il existe une constante c(n), telle que pour tout u
dans Wm(Q) = Em(Q), et pour tout k avec 0 <k <m, on ait:

(3,4) a

12 = ullm? + e(n) [ufo?.
Démonstration.

a) Soit ue E(Q) N Wm(Q); on opére comme dans la dé-
monstration du théoréme 1.1; pour I'obtention de (3,2), on uti-
lise le Lemme 2.2 au lieu du lemme 2.1. On obtient ainsi:

3,5 our tout n>0 il existe une constante ¢, telle que
( P n 1 q
- =1 o u o + ¢4 |u|s? pour tout u dans

E(D)ﬂWm(Q) O0<k<m, i=1,..,n.

On va maintenant majorer la norme de

okt - +ky

o u=f e = <m.
1 e n'ti
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Or pose:

Okt ootk
—_—_——u
()x:?k:. .. Ownkn

V=

la fonction v; est dans Wm(Q), ml:m-—(kz-—l—...‘—{—kn); dé-
signons par K le nombre des opérateurs DP d’ordre k. Appli-
quons (3,5), n étant remplacé par n/K. Il existe une constante

¢, telle que

2
=

()kl _Tl
= K

gm—ket - Hen)
Uy
()a;lki

.
+ ¢ ”U1||o2
§ 7]

S
Ozt - Hey |
soit

Ifllo® = % IDP22+ ¢5 [loalle?,  |ps| =m.

Posons maintenant

Okgt -+ +Hen
'D2 = Uu.
().’133"5. o ()wnhn

On utilise (3,5), n étant remplacé par n/coK. Il existe une
constante ¢ telle que

ok 2 n ‘ ()‘m—(kg"“”'l'kﬂ) 2
Vg2 =|| ———v = U Ca ||Vo) o2
[osko H 0z (o T Col || Qmgmlest - Hewy  ||o s Juslo
d’ot
n
IFla? < (1P +[DPswl?) + ey s foalo

ol |py|=|psl =m et p,;=/2p,. Et ainsi de suite, d’out

[#lo? =5l + e [l
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- On choisit ¢, assez grand pour que ceci ait lieu pour tout

(ky, .., k), donc
(8,6) lolz? < 1wl + c5 [luflo?

pour tout ueE(Q)'N Wm(Q).

b) Si u est quelconque dans Wm(Q), on lapproche
par une suite uy, uy¢ E(Q) N Wm(Q); pour chaque u, on a (3, 6)
d’ou le résultat dans le cas général.

Remarque 3. 3.

Nous ignorons si la propriété (3,4) du théoréme 3.1 est
valable pour fout ouvert m-régulier. Notons a ce sujet le résul-
tat suivant. IFaisons I’hypothése:

Hypothése 3.1. L’ouvert O est m-régulier et il existe une
application linéaire continue u— Pu de Wm((Q)) dans Wm(Rr)
telle que:

Pu=u presque partout dans (),

[Pullm? < e(l[ullg® + [lu]m?), = constante,

1Puflo? < cflul®.

On montre, par une variante de Babitch [1], que I'’hypo-
thése 3.1 a lieu si () est notamment un. ouvert connexe borné

de frontiére une variété de dimension (n—1) indéfiniment dif-
férentiable.

Proposition 3.1. Sous U'hypothése 8.1, pour tout n>0 il
existe c(n) telle que (8,4) ait lieu.

Démonstration.
Il existe une constante ¢, telle que
1Pul2 =n/c||Pufm? + cy | Pulle?,
donc, grace & I’hypothése o T

[Pulli = [lullm? + (e e +n) o
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Comme ||u|;, < |Pul;, (car u=Pu presque partout dans Q),
on a le résultat.

Remarque 3. 4.

Si I'injection de W1(Q) dans L2(Q) est complétement con-
tinue alors ) est un ouvert de Nikodym (Deny Lions, [1]) et
I'on montre que la propiété (8,4) du théoréme 3.1 a lieu dans
ce cas.

4. Une application.
On supposera dans ce NO que
(4,1) ! Q est un ouvert m-régulier, et pour tout n >0 il exis-

te une constante ¢(n) telle que, pour tout ue Wm((Q),
| on ait: Jul2 =1 lul?+ e(n) llujo®

Sur Wm(Q)) on donne la forme sesquilinéaire

(4.2) (u,v)g= Z (gpqDau, DPv)12(@)
|pli|gl=m

ol gp,qe¢ L¥(Q)) =espace des fonctions mesurables et bornées
Q (plus généralement on peut prendre pour gp4 des applications
linéaires continues quelconques de L2(Q) dans lui méme). On
suppose que cette forme est elliptique au sens suivant:

(4,3) { il existe a; >0 tel que
’ (u,u)g+ (u,u)g =20 |u|,2 pour tout ue Wm(Q).

Soit maintenant a,; des fonctions quelconques dans L%(())
(plus généralement, des applications linéaires continues quelcon-
ques de L2(Q) dans lui méme); pour u,ve Wm(Q), posons

(4,4) (wv)a= Z (a,5Dsu,D"v)1xg).
[7],|s]=m
[r]+]s|==2m—1

Posons ensuite

(4,5) ((u.v)) = (u,v)g+ (w,v)4,
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et

(4.6) ((w,v)) (5) = ((u, v)) +s(w, )L

On ale

Théoréme 4.1. On suppose que (4,1) et (4,3) ont lieu.
Alors, pour s réel assez grand, on a:

@7 (@)@ + @) @ 2] uflta>0,
pour tout ue Wm(Q).
Démonstration. ' P
Il résulte de la définition de (u,v)4 par (4,4) que
wa] S x|l | s 3 = constant

Or de I’hypothése (4,1) résulte que, pour tout n>0, il ex1ste
cy(n) =c; telle que

e ez =l flm + ol

On choisit 7 de sorte que a; —e¢;n=24ay>0. On peut alors
choisir s, tel que

(a3 =, ) [ 2 [lm2— s [ 2 [ o+ 50 al 2 Z s |

(il suffit de prendre s,=(cycy)%/4a;). On vérifie alors tout de
suite que pour $§=s,, le théoréme est vrai avec a=—a,.

Le théoréme 4.1 permet d’appliquer & la forme ((u,v)) la-
théorie développée dans Lions [1] (cf. notamment le Chap. II
de cet article).
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