SOBRE LA ESTABILIDAD EN ESPACIOS DE
DIMENSION INFINITA

- por Jost L. MassEra, Montevideo (Uruguay)

Es sabido que muchos de los teoremas sobre la estabilidad
de las soluciones de ecuaciones diferenciales, particularmente los
del llamado «segundo método de Lyapunov», son vélidos en es-
pacios de Banach de dimensién arbitraria, lo cual tiene impor-
fancia para posibles aplicaciones a ecuaciones en derivadas par-
ciales. En un trabajo que ser4 publicado en el «Annals of Mathe-
matics», he demostrado una serie de nuevos resultados de ese
tipo; sin embargo, uno de los teoremas maés importantes de ese
trabajo, que generaliza resullados anteriores de Malkin [2] y
mios [3] sobre la existencia de funciones de Lyapunov, vale solo
en espacios de dimensién finita o, por lo menos, no he podido
hallar una demostracién aplicable al caso general. De ahi que
haya cierto interés en aquellos resultados que, si bien no son tan
generales en otros aspectos, no exigen la hipétesis de dimensién
finita. La presente nota tiene precisamente por objeto demostrar
un teorema de esta naturaleza el que, por otra parfe, ya habia
sido expuesto, en lo esencial, en el cursillo que dictélen el «Cen-
tro Internazionale Matematico Estivo» (Varenna, 1954). Previa-
mente demuestro algunos teoremas sobre dependencia de las so-
luciones con respecto a las condiciones iniciales, que posible-
mente no sean nuevos, aunque no los he encontrado rigurosa-
‘mente demostrados en ninguna parte.

Sobre la dependencia de las soluciones con respecto a las
condiciones iniciales

En lo sucesivo, todas las. variables y funciones tienen sus
valores en espacios de Banach de cualquier ntimero de dimen-
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siones, salvo la variable { que es real y no negativa. En esas
condiciones, la demostracion de la éexistencia y unicidad de las

soluciones de una ecuacién diferencial z=dz/dt=f(x,1), en que
f satisface una condiciéon de Lipschitz en una cierta regioén, no
presenta dificultad y es formalmente idéntica a la del caso de
una- variable real. Designaremos con z=F(1, ;1) a la solu-
cion (general) que pasa por el punto (x,%), es decir,
zo=F(ty, xy,1;); la demostracién de que F es funcién conti-
nua de sus tres argumentos no presenta tampoco noyedades dig-
nas de mencién.

Teorema 1. — Sea la ecuacion, dependiente del pardmetro

"p,'a;':f(w, t,u) y sea z=G(t,p, ) la solucidn quev verifica la
condicidn inicial G(tg, p,ty) = g1, 1), en que g(p, ;) es una
funcion dada de antemano. Si las funciones f y g son diferen-
ciables Fréchet [1] con respecto al conjunto de sus argumentos,
y si las diferenciales estdn uniformemente acotadas (como ope-
radores en las diferenciales de los arqumentos) en una cierta re-
gidn, G es también diferenciable y su diferencial estd uniforme-
mente acotada. Mds precisamente, si

Ifl= A Iofl<B. [3gl=C

(I_fll y lldg|| representan las normas de los operadores diferen~
ciales), es

[5G < (A+C+1).eBlt—l,
La funcio’n '
w(t) =3G[t, 1, 1) ; (B, Bp, Blg)], para p, ty, ¢, By, B,

constantes, verifica la ecudcion diferencial lineal

w=P(t) w+Q(t),
en que P(t) es el operador lineal definido por
P(t) h=3f[(G(t, 1, o), t, )5 (R, 0,0)]

y Q) =3f[(G(t 1 to). t. 1) (0,5t dp)].
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con la condicidn inicial
w(te) = flg( to). tor 1] . (38— o) + 3 (it £) ; (B, Bty)]-
Para p, 1, d¢,dp, 3¢, constantes, sea
V() = G(t+ dt, p 4 dp, £y +dt5) — G (8, 1, 1,).
Para t=1, se tiene
v(to) = G(to+ o, -+ By, 1o+ dt) — G(tg, by 1) = L
= G(ty+ 0f, p+ dp, o+ dty) — G(Ly + dtg, b+ dps, £y -+ dty) +
+ g (1 +dp, £ + 0tp) — g (ih, 1) = . |
=f(8 v p+0p) . (3t —dtg) + g(k + by, 1o+ dty) — g(u, £o),
(1)
en que (£,7) es un punto del arco de trayectoria
g=G(t, p 4 dp, £y + dty)
en el intervalo
(to =+ B, to+ Bt).
Entonces, como
F&m b 4-0) — flg (ks to), o, 1]
tiende a cero con
(3%, dp, 3ty)|| =7,
se tiene
v(to) =1lg(m 1), to, 1] . (3t —dtg) +
+3g[(k o) 5 (B, ¥o) ]+ o(r) =w(to) +o(r) (2)
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Por otro lado,

v=f[G(t+ b, p + by, 1o + Bly), t - Ot, s 4 dp] —
- f[G(t: B tO)’ t: H‘] (3)
=0f[G(t, 1, o), t, 1) ; (v, 0L, dp)] + @ (t, £y, 1; v, L, Bp),

en que
N9t o, 15 v, 58, 5p)| = o(R),
siendo
R= (o, 51,59
En virtud de la definicién de P y Q, queda
v=P(t) v+ Q(t) + . @
Por otra parte, de (3) resulta
dR/dt=d|jv|/dt < |v| < BR
de donde
R(t) = R(to) . eBlt—1|
Yy como, por (1),
R(t) = (A+C)r,
resulta
R(t) < (A+C)reBlt—4l, , (5)
De (5) se deduce finalmente que, en todo intervalo finito (2, t),
o (2, to, 15 0(2). B8, Bp)|| = o(r).

Sea ahora T(t) el operador lineal que verifica la ecuacién
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homogénea dT' /dt=P(f) T, con T(0)=1. Se tiene

13

() =T() T(t) w(te) + [T() T4(5) Q)

o§) =T() T-4(t) v (1) + [T() T-1() O(x) d +
t

+ JT(t) T-1(7) o(x, ty, p; (), 8t, dp) dr,
to

de donde

o(t) —w(t) =T (1) T7(t) [v(to) — w(to) ]+

t

+JT(t) T-1(7) @(z, ty, u; v(7), 8t, dp) d.

t

Para cada t fijo y r—0 se tiene
r1T(t) T-1(z) o(x, ty, p; v(T), dt, dp) — 0.

Como ademds esas funciopes estin uniformemente acotadas en
el intervalo

tO§T§t<+m:

por el teorema de Lebesgue resulta

IT(t) T-1(7) o(t, ty, p; v(7), 82, dp) dr=0(r)
W :
y como, por (2),
) ()=o)
~queda finalmente ‘ |
v(t) —w(t) =o(r),
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lo cual prueba que w(t), que es lineal en
(5%, dp, Bly),
es la diferencial de Fréchet de G. Como
I7(t) T-2(t0)] < Pi—, Juw(to)] < (A +C) ., |Q < Br,
queda
lw(t)] = (A+C) reBli—tl 4

i
+ JeB|t—T|Brdr§(A+C+l) eBlt—t 7,

ty
lo cual completa la demostracion.
Teorema 2. — Sea la ecuacidn :i::f(:c, t) y z=F(txt,)

su solucidn general. Si f tiene diferenciales de Fréchet hasta el
orden s inclusive, lo mismo ocurre con F. Mds precisamente, si

Ifl=A y [Pf|<B,p=L12,...s,
se tendrd
[6®F|| < MeNlt—4l, p=1,2,...,s5,

en que M y N son funciones de A,B,,...,B, p, independien-
tes de t,zy,t, vy de la ecuacion diferencial considerada.

Para p=1 el teorema es un corolario del anterior, tomando
p=1,, g(k, t,) =2, Como la variacién primera w;=>3VF ve-
rifica la ecuacion lineal

w, = SOA(F(t, @0, o), £) 3 (wy, 88)],
y la condicién inicial

wy(to) =F (%o, to) - (B8 — dlg) + b,



tomando

Py = (%, £, 3%y, 8ty), g4 (K1, 1) =1 (%0, L) - (B8 — dip) + 0%,

resulta que w; y la ecuacién diferencial 'que satisface estin nue-
vamente en las condiciones del teorema anterior (si s=2) y por
tanto existe w,=>dw, =52F, que satisface, como es facil ver,

wy=SOf[(F(8, @0, 1), 1) 5 (w3, 0)]+
+ODF[(F(t, g, b)), 8) 5 (wy, B8), (wy, 88)]
wy(to) = dWf[(%o. fo) 5 (F(o Lo) - (Bt —Blo) +
+ 25, bt + dt,)] . (3t — i),

y asi sucesivamente.
La estabilidad asintdtica

Dada la ecuacién diferencial z=f(x,t), f(0,t)=0, diremos
que la solucion =0 es asintdtico-uniformemente estable si se
verifican las dos condiciones siguientes:

~a) Dado e >0 existe 3(¢) >0 tal que, cualesquiera sean x, £,
{lzoll <®(e), t,=0, se tiene |F(t,xzq,t,)|| <e para t=1y;

b) Existe un 8,>0 fijo y, dado € >0, un T(e) >0 tales que,
cualesquiera sean g, &y, ||Zo| < 89, 8o =0, se tiene ||F(¢, 2y, ty)| <e
para t=t,+T(e).

Consideraremos «funciones de Lyapunovs V(x,t) (escala-
res) que satisfacen las siguientes hipétesis (L): existen tres fun-
ciones a(r), b(r), ¢(r) reales y continuas de la variable real y
no negativa r; a, b, ¢ se anulan para r=0 y son positivas para

r>0, y se tiene: a(||z|) =V (=, ) <b(|z|),
oV[(=,2); (. 1)] =—e([=[)

(esta ultima diferencial es la «derivada total» de V, es decir, la
derivada de V con respecto a t a lo largo de las curvas integrales).
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Malkin [2] demostrd el siguiente teorema que vale, con la
misma demostracion, en espacio de dimensién infinita: Si existe
una funcidn que satisface las hipdtesis (L), la solucion x-=0
es asintdtico-uniformemente estable.

Nuestro objetivo es demostrar el siguiente reciproco, que ge-
neraliza y precisa teoremas anteriores de Malkin [2] y mios [3]:

Teorema 3. — Si f posee una diferencial de Fréchet unifor-
memente acotada en el cilindro |z| <a,t=0, y si la solucidn
x=0 es asintdtico-uniformemente estable, existe una funcidn de
Lyapunov V que satisface las hipdtesis (L) y que posee una di-
ferencial de Fréchet uniformemente acotada. Si ademds f satis-

“face una o mds de las siguientes hipdtesis suplementarias:

a) f posee diferenciales de Fréchet hasta el orden s inclu-
sive, acotadas en toda regién acotada;

b) f posee diferenciales de Fréchet hasta el orden m in-
clusive, uniformemente acotadas en el cilindro |z| <a,{=0;

¢) f es periddica en t;
d) f es independiente dz t;

puede elegirse V de modo que tenga, respectivamente, las mis-
mas propledades.

Para la demostracién necesitamos el siguiente Lema (Cf. [3]):

Lema.-Dados un niumero natural s, una funcidn &(t)>0 definida
para =0, lim,, ,, e(t)=0, y una funcién M(t)>0, definida
para t=0, diferenciable y no decreciente, existe una funcién G(n),
definida para n=0, cuyas derivadas hasta el orden s inclusive
existen, son continuas, posilivas, crecientes, se anulan para n=0
y tienden a infinito para n— 4o, tal que, para cada nimero
fijo >0, las integrales

+o0
JG‘-P)[E*(t)} M(t)dt,0<p<s,

0

convergen uniformemente en la familia Fy de funciones e*(t)
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definida por las disiqualdades
0<e*(t)<d.¢(t) (*). ,

Construimos primero la funcién n(f), definida para t>0,
continuamente diferenciable, n’ negativa y creciente,

ll'mt-->+oo n(t) =limy, o n'(f) =0, limeyn(t) =+ oo,

tal que, para cada >0, exista un T'(d) con la siguiente pro-
piedad: si t=T(d), es d.e(t) <n(t). Con ese fin, sea £, una
sucesion, £, =1, {4, =1, + 1, tal que, si t=1,, es e(t) < (n+1)~2;
entonces definimos n(f,)=n"1,n(f) lineal enire & y #4; ¥
n(t) = (t,/t)k para 0<t=<t,, en que k se elije bastante grande
para que 1'({;—0)=<n'(¢{;+0). Esta funciébn no es, evidente-
mente. diferenciable para ¢=t,, pero es posible corregir este
defecto redondeando ligeramente el grafico en el entorno de esos
puntos, de modo que la nueva n(t) sea mayor que la definida
primitivamente. Entonces

d.e(t)<b.(n+1)2 y q(f)=(n+1)1

para tn={="f,i,, de donde

b.e(t)<n(1).d.(n+1)1=(t)

en cuanto n=/N —=parte enlera de 5. Se puede entonces tomar
T(E)):tN.

Sea t(n) la funcién inversa de n(f).G(n) se construye en-
tonces por medio de s+ 1 integraciones sucesivas de la funcién

H(n) =exp[—t(n)]/M[¢(n)],

tomando todas las integrales entre 0 y n. Todas las propiedades
requeridas, salvo la convergencia de las integrales, se satisfacen
entonces evidentemente.

(*) En realidad, a los efectos de la demostracién del Teorema 3, aleanzaria
considerar el caso 3 = 1. El caso gemeral se precisa para la demostracién de
un teorema andlogo al 3 relativo a la estabilidad asint6tica en grande.
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Digo que, para n<n, (en que 1, és tal que t'(ng)=—1) y
0=p=s+1, se tiene G(P)(n) < H(n). Esto es cierto para p=s+1;
supongamoslo cierto para un determinado valor de p, 0<p=s+1.
Entonces '

1 n
GP-D(n) = f GO (n) dn < / H(n) dn=H(n);

la ultima de esta serie de desigualdades es una igualdad para
n=0 y se deduce, para 0 <n<n, de la desigualdad, ficil de
verificar, H < H’.

Ahora bien, dado >0, si

tzsup {T(5), t(n)}
y si e*¢Fy se tendrd
0= e(t) 5. e(t) (1),
de donde
G e (1)] = He*(t)) < Hin(9)] = /M (1)

y la integral
o0 ‘
/G<P)[e*(t)].M(t) dt

es mayorada por
4o

/ et dt,

lo que prueba la convergencia uniforme.
Demostracion del Teorema 3.-Sean 3(e), %, T(e) los ntime-

ros y funciones que caracterizan la estabilidad asintético-unifor-
me de la solucién x=0; suponemos 9,<d(a). Sea

e(7) =sup {|F(t+ 7, %, bo) | : 2ol =g 0 = 0} -
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Por la estabilidad asintético-uniforme, es
g(r)<a y limqeo &(t)=0

Admitiendo que se verifique la hipétesis suplementaria a) (siem-
pre es asi si se toma s=1), del Teorema 2 resulta que

F(ty 4, 2, t5)

admite diferenciales hasta el orden s inclusive, acotadas en toda
regién acotada; sea M(t) una cota superior de todas las normas
«de las diferenciales sucesivas en la regién

2ol =30, 0=t =t,0=T=<t;

podemos suponer M(f) crecciente y diferenciable.

Dadas las funciones e(t) y M(t), construyamos la funcién
‘G(n) de acuerdo al Lema, y definamos, para |z|| <9, =0, -

+oo ~+co
V(e t)= f G[R(, z,t)]dx= / G[R(t+, z, 1)] dx,

en que R(v,x,1)=|F(s,z,¢)|. En virtud de la definicién de
g(t), M(7) y G(n), la ultima integral y las integrales que se
.obtienen por diferenciacién

400
| / GP[R(t++,2,1)]. SPR[(t+1,2,1);

17

by(, 1), dy(x, t), ..., 0,(, t)]dx

‘tienen su resto desde ¢ a 4o mayorado en norma por

—~}-c0
|6rnas ¥
KA +

f GPle(v)]. M(<) de. [By(z, 1)] - [Bs(z, E)] ... [ D)
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respectivamente, y son, por tanto, uniformemente convergentes.
Esto prueba que V posee diferenciales hasta el orden s inclusive.
Si f satisface la hipotesis b), las diferenciales de F(t+ -, z,t)
hasta el orden m inclusive son mayoradas por expresiones de la
forma AeB (Teorema 2), con A,B independientes de (z,{);
entonces las diferenciales de V hasta el orden m inclusive estin
mayoradas por expresiones de la forma

-|-.oo

A / GP[e(x)]. eBsdv

t
y V satisface la hipotesis b). Si f satisface la hipdtesis ¢) con
periodo &, se tiene

F(t+,z,t)=Ft+t+9,,t+9)
y de ahi '
V{z,t4+9)=V(a,t). |
El caso de la hipétesis d) es consecuencia de c). .
Basta pues verificar las hipotesis (L). Si el punto (z,t) se

mueve sobre una trayectoria fija que pasa, digamos, por (),
se tiene

. oo
Viz, )= [ GR(x, 70, t,)] d

Y, por tanto,
V(. 1); (f, 1)]=—G[R(t 20, to)]=— G([lz]) =— e(ll])-
Puesto que ||3f| <B en todo el cilindro |z|=<a,t=0, se

tendrd |F(t+41,2,t)|=|z|.e B, de donde

V(s )= [’G[R(t-{- o, 7, 1)]dr= G(|a] . eB) =a(|])-
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Por dltimo, dado b>0 bastante pequefio, sea u(b) tal que

oo
fG[E(‘C)] dt=10b/2,
u(b)

y v(b) tal que

u(b) . Glo()]=b/2. Si |u|=u(b)]

se tendré
u(b) o
V(z,t)= | G[R(t++,,t)]de+ | G[R(t+1,3,1)]dv
/ /|
420
<u(b) . 6fo(5)] + | Gle(x)]ds=b=b(Jal),
u(b)

en que b=>(r) es la funcién inversa de r=23[v(b)].
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