LOS TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL
HOMOMORFISMO PARA GRUPOIDES
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RESUMEN: Se generaliza al caso de los grupoides, los teoremas sobre ho-
momorfismo, conocidos en teoria de los grupes. En este caso, un subgrupo
normal N de un grupo G tiene estas Jpropiedades esenciales: por una parte
cada eogrupo a izquierda ZN coincide con uno a derecha Nz, lo que trae eomo
consecuencia que el producto de dos cogrupos es otro cogrupo y permite de-
finir el grupo factor G/N, homomorfo a G; por otra parte, los cogrupos dam
una particién de G, lo que permite transformar todo homomorfismo G-I en
un isomorfismo G/N «I'. Para los grupoides, ambas propiedades se presentan
separadas: puede demostrase el homomorfismo G - G/N, pero los cogrupoides
no dan en general una particién de G; y dado por otra parte un homomor--
fismo H entre G y I', puede hallarse una particién de G cuyas clases forman
un nuevo grupoide G/HooI'. Esto da los dos primeros teoremas fundamen-
tales, los que se hallan vineulados entre si (3er. teorema). Finalmente (4°
teorema) se generaliza, para los grupoides el conocido teorema

(G/N)/(G’/N)«a G/G.

1. Introduccién. — Por el término grupoidz entendemos
aqui un conjunto G={a,b,c,...] enire cuyos elementos estd
definida una operacién de producto, que indicaremos con las
notaciones usuales, y que verifica:

G1. Dados a,be@G, estd univocamente determinado
c=abeG;

G2. El producto ‘es asociativo: cualesquiera sean
a,b,ce G, se tiene a.bc=ab.ec.

Agregaremos también

G3. Existe un elemento unidad 1 tal que, cualquiera
sea ae @, se tiene la—a1:a-

G4. Existe un cero 0, tal que, cualquiera sea aeG
se tiene Oa==a0=0.
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Como es sabido, la propiedad asociativa G2 se extiende
por induccién a cualquier nimero de elementos; de modo que,
dados ay,a,,...,d,€(G, en ese orden, queda univocamente de-
terminado un producto p=ayay...¢,, el mismo cualquiera sea
la forma de agrupar los factores.

Es conocida asimismo la demostracién de que la unidad y
el cero son unicos. En verdad, G8 y G4 han sido incluidos so-
lo para simplificar la expogiciéon, pues en todo caso siempre
seria posible adjuntar un 1 y un O a un grupoide que no los
tuviese, y aun podemos decir mas: en el caso del producto
conmutativo (en cuyo caso el grupoide se llama owum, plural
ova (1)), existe una extensa categoria (los llamados ova reduci-
dos u holoides (2)) que admiten necesariamente un cero.

Si A,B son complejos (subconjuntos no vacios) de un
grupoide G, indicamos, como es costumbre, con AB el com-
plejo de elementos ab, con ae A y beB. Es claro que este
producto es asociativo (y conmutativo en los ova), como el de
elementos. En particular, si a es un elemento, escribiremos aB
o Ba en lugar de {a}B o B{a} respectivamente.

2. Homomorfismo e isomorfismo. Primer teorema funda-
mental. — Si ademis de G={l,a,b,...}] tenemos otro gru-
poide I'={e, o, B, ...}, éste se dice homomorfo a G, y se escribe
G — T, cuando existe una correspondencia univeca 1—¢e, a—a,
b—B,... que conserva los productos; es decir que ab— a3,
cualesquiera sean a,b. Supondremos para fijar ideas, que la
correspondencia es sobre I, es decir, que cada £ €T es imagen, en
la correspondencia dada, de un ze¢ G por lo menos. Si 1 —¢,
e es la unidad de T'; y st 0—71, C es el cero de I'. Ambas afir-
maciones se demuestran de inmediato. De igual modo, a elemen-
tos inversos (si existen) corresponden también elementos inver-
sos; esto es, 2’ =1, £ — &, ©’ — &' =>(implica) &€ =e.

Si entre G y [ hay un homomorfismo que al mismo tiem-
po-sea biunivoco, entonces I' se dice isomorfo a G y se escri-
be G=1. Esta es una relacion de equivalencia: es evidente
que es reflexiva (G« G,. isomorfismo idéntico, por ejemplo)

(*) Denominacién introducida por A. R. PooLE, Finite Ova, American J.
of Math., 59, (1937), p. 23-32.
(?) Cf. P. DuerEim, Algébre, Paris (1946), t. I, p. 38.
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'y transitiva (G22I, I'21”=>G=I"; mis generalmente G — I,
I'—I"=>G —I"); pero también es simétrica. Pues estd déefinida
la correspondencia inversa, univoca, l<—g&,a<«—a,b<«B,... y
también conserva los productos; pues de ¢<«—ap y ab-— a3 re-
sulta ¢=ab y ab<«—of también. '

Sea ahora N un subgrupoide de G que contenga la
unidad 1 (la-cual, por supuesto, serd unidad también de N).
Para cada ae¢ G podemos llamar cogrupoide a izquierda (a de-
recha) determinado por a, al complejo aN (Na respectivamen-
te), o sea a la clase de elementos an (na) donde n recorre N.
Se sobreentiende que tales cogrupoides se diran, si es necesario, .
formados en G y respecto a N.’

Como en los grupos, es importante el caso en que todo
cogrupoide a izquierda coincide con el correspondiente cogru-
poide a derecha y viceversa. Entonces N se llama subgrupoide
normal. Asf pues,

para todo z€¢G, caracteriza a N como subgrupoide normal,
en cuyo caso escribiremos N<G. La (2.1) significa que da-
do un n (un n,) en N, queda determinado un n; (un n) tal que
zn=n,z; y esto para cada z¢ G.

Para un subgrupoide normal no tenemos, pues, que distin-
guir entre cogrupoides- a derecha o a izquierda. Indicaremos,
pues, con a el cogrupoide aN=Na (en particular 1=N). Se ve-
rifica ahora la importante propiedad:

dea, Beb=>ab cab (2.2),

pues ' €d significa a’=na con neN; anilogamente b'=n,b;
de donde, utilizando (2.1): o’ ¥’ =nan;b=na.bny=n.ab.n,=
=nng.ab=ng.ab,, con ny,..,neN; y esto expresa que
a'b¢N.ab=ab.N=ab. _

En base a (2.2) es licito definir el producto de cogrupoides

‘a.b=ab (2.8)

y entonces el conjunto G={1,a,b,...} de los cogrupoides es
evidentemente un nuevo grupoide, que llamaremos el grupoide-
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factor o grupoide-factorial de G respecto 2 N e indicaremos
con G/N. Ademés, la correspondencia 1—1, a—a,b—sb,...
es homomorfa, y hemos obtenido el

Primer teorema fundamental del homomorfismo: Dado un
subgrupoide normal N de G, poniendo 1=N, a=aN=Na,
b=bN=Nb,..., se verifica (2.2) y los elementos 1,a,b, ...
constituyen, sequn (2.3), un grupoide-factor G=G/N, ho-
momorfo a G. "

Notese que, a diferencia del caso de los grupos, las clases

1,a,b,... pueden tener elementos comunes. En otros términos,
la relacién «a’ pertenece a la clase de a», no es una equivalencia.
Pues ella significa o’=an con neN; relacion que si bien es
reflexiva (por ser 1¢ N) y transitiva (por ser N un subgrupoi-
de normal) no es simétrica: ella no implica a=a’n’ con n’e N.

3. Segundo y tercer teoremas fundamentales. — Suponga-
mos ahora, reciprocamente, tener un grupoide I'={g, o, B,...},
homomorfo a G={1,a,b,...} en un homomorfismo H. En
lugar de la notacion 1—¢, a—a, b—,... para tal homo-
morfismo, usaremos cuando convenga, la méis expresiva 1H =g,
gH=qa, bH=(,...; es decir, en general, para cada ze¢G,
zH indicard el elemento de I' que le corresponde en el ho-
momorfismo dado H. Indicaremos también simbélicamente con
oH-1 para un dado ael’, la clase @ de todos los elementos
aeG tales que aH—=c. La clase aH1=4d es un complejo (no
es nunca vacia) pues por hipdtesis H es una aplicacién de G
sobre I'.

En particular, es inmediato que, si ¢ es la unidad de T,
el conjunto E=1=¢H es un subgrupoide que contiene al 1
(aunque no necesita ser normal, como enseguida veremos) y
tiens las propiedades

Ea€a aECa (3.1)
para todo @. En efecto, si ae a1, eceH1, se tiene:
deBa=d=ea=>dH=ecHgH=—co—=0=>g e oH1=7q.

deaE=d=0e=dH=0H¢cH=0ce=a=>a¢al1=7.



Que E no sea necesariamente normal lo prueba el

E]emplo 1: G: 1

a b 0 I': e|¢

 |ala a O [AR4
Ler.- factor |b b b o0
0/0 00

H: 1H =qH =pH —=¢, QH=T,

Es fécil comprobar que G,T' son grupmdes y H un homo-
morfismo. Aqui E={l,a,b} y, p. ej.,, aE={a}, Ea_{a b},
asi que E no es normal.

Volviendo a nuestra exposicién: es claro en -cambio cque
cada ae¢G pertenece a una, y solo una, de las clases @, y éstas’
comstituyen una particion de G en complejos sin elementos
comunes. Sea 1,4, b,... un sistema compléto de representan-
tes, es decir, que G_1+a+b+ (suma de co;nJuntos sin
elementos comunes). Entonces emtre G=({1,0,b,...} 'y I'=.
={e,@,B,...}] podemos establecer la siguiénte correspoudencia
I: si ged y aH=a, ponemos al=uq. Naturalmente I es in-
dependlente del elemento a que elijamos en @, y solo depende
de la clase a, y ademis, aq’:b implica of == bl, es decir, la co-
rnespcmdenma es biunivoca. Por altimo, puesto que

o vea =oH-1, W eb=pH1=> (ai"b')H =aHbH=0,

se cumple la (2.2), se puede escribir (ab)/=al.b! y la corres-
'pondencia I es un isomorfismo G=T.

- No hay que confundir nuestro actual grupoide G con el
grupo1de—factor definido en el § 2, puesto que E puede no ser
normal, y aunque lo fuera, en alguna de las relaciones (3.1)

puede valer el signo C. Puesto que nuestro G actual estd de-
terminado por el homomorfismo H, lo designaremos como el
grupoide de restos médulo H, o el grupoide modulo H (sobre—
entendiendo, de G) y lo indicaremos con la notacién G/H.
Cada elémento @ de G/H, o clase mddulo H sera, segin (3.1),
una reunién de cogrupoides Ea o aE. Y tenemos el
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Sequndo teorema fundamental del homomorfismo: Dadb un

homomorfismo H entre dos grupoides, G—1', las clases. 1,ab,..
moédulo H, o sea las ‘clases de elementos de G que tienen la-mis-
mu imagen en H, constztuyen el grupoide médulo H, G/H
que es zsomorfo a I' éen la correspondencza I definida ast:
dl=a si @=al-1,

En otros términos: todo homomorfismo H de ' con G,
se transforma en un isomorfismo 1 de I con el grupoide moé-
dulo H, G/H.

El subgrupoide: E=1 de este. teorema, -que .es ‘en general
el tnico cogrupoide que coincide con una clase. médulo H..y.
estd univocamente determinado por este homomorfismo, se -puede
llamar el nucleo de H. Lo indicaremos con E(H). Asimismo,
el homomorfismo G — G/N del primer teorema, determinado
unfvocamente. por el subgrupoide normal N, se indicard..con
H(N). Utilizando estas notaciones, benemos ahora el

Tercer teorema. fundamental del homomor fismo: Sl N es
normal tambzen lo es E(H(N)) y se tiene - :

E(H(N))_. o - (32)

Dem.: . Dado el subgrupmde normal N podne'mos tomar-
I'=G/N vy aplicar. el primer teorema: G —T en el homomor--
fismo H(N). Aplicaremos ahora el segundo teorema. Para ha-
llar el nuacleo-"E(H(N)), observemos que no es sino-la clase
de los elementos de G que en el homomorfismo H(N) tie-
nen por imagen-el elemento unidad e=N de I'. Pero estos son
precisamente todos y solos los de N. A51, se venflca (3 2) }

E(H(N)) es normal, c.q.d. '

En cambio: H(E(H)) no coincide en.general con H, ni
atn en el caso conmutativo, es_decir, cuando los grupo1des som;
ova (§ 1), como vemos en el : : :

E]emplo_Q.: O: 1.‘ a b ¢ 0O 5. O
- .ala a a 0 . -
b b a 0
c e O
0 0 .



Se han-usado las notaciones O,Q (en lugar de G;I’) para
hacer resaltar que se trata de ova. Por igual razém, basta dar
la- mitad - de las tablas de -multiplicacién; -la otra mitad queda
determinada por la ley conmutativa. '

Es facil comprobar que si defmlmOa

111:8’ c._‘H: Z;.H:d', CH:»B, CH:_—K,

H es un homomorfismo O ~>(). Su niticleo es E(H)={1}
y en consecuencia, H(E(H)) es el homomorfismo O — O/ {1}="0,
o sea, el automorfismo 1dent1c0 Sin embargo, H no es un
isomorfismo. '

4. El ultimo teorema fundamental. — Para los grupos, se
sabe que si NSG'S G siendo N,G’ normales en G (por lo
tanto también en G’), entonces G’/N-és subgrupo normal de
G/N, y se verifica (G/N)/(G'N)=G/G’. Esto se generaliza pa-
ra losi grupoides, como ahora- veremos, sin descartar por ello
que. puedan -ensayarse otras ;g‘eneralizaciones '

Cuarto téorama funclﬁmental Sea NEGCEG, G’<G (no—
tacion. iniroducida en el § 2), N=G y por. tanto N=G - tam-
bién, -Entonces. G'= G'/N es subgrupmde normal:de 'G=G/N
y se versza (J‘/G'MG 'G'. .

-Dem.: a) Inchquemos con ‘el elemento’ genenco de G
Y con a el de G":Observemos que entonoes

[N

GG ={xN}, &'=G/N={x'N},

es decu‘ zN es el elemento genérico do G, y @N el de G'
Puesto que toda 2’ ¢ G también, es claro que G’ es subgrupoide de G.
Que sea subgrupmde normal resulta asi: el cogrupoide genérico
eN.G de G’ en G se compone de- todos los. zN.. &' N, con
o' variable en G’. Ahora bien: por ser G'<G, dado un 2'¢ G/
(un 2y e GY) -existe un 2’ (un a’) con oT =1,/ (esto equivale a
zG'=G’'z) y entonces

gN. 2’ N=Nzz’ N=Nz,/zN=z,/N.zN,
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lo. que prueba que todo elemento zN.2'N de zN. G’ perte-
nece a G'.zN, o sea ¢N.G'SG .zN. De igual modo se
demuestra la inclusién inversa; luego «N. G'=G".zN : : que,
valiendo para todo z, significa que G'<G.

b) Segin dlChO, es claro que
G/G’_{xN G'} N
m_iexit_ras, que.
” - G/G'= {x G'}.
Establezcamos ahora la correspondencia
x G —xN.G" - (4.1),

entre G/G' y G/G', y mostremos ante todo que es unfvoca:
zG' = yG’—> zN.G'=yN.G". ~En efecto: la hipétesis sig-
nifica que dado un 2’ (un x,), existe un z,’ (un z’) tal que
zz'=yz,'; lo cual puede escribirse zN.zN=yN.z, "N, que
significa precisamente que #N.G=yN.G. Asi, la clasea:G’
(definida indistintamente por z o por y) determina univoca-
mente la clase 2N.G' en la correspondencia (4. 1)

Mss atm: (4.1) es biunivoca: ¢N.G'=yN.G=2G =
=yG’. Pues la hipétesis significa como antes, zN.z'N=
=yN.z/’N, o za’ N=yz,/N. En particular, debe existir ne¢ N
tal que zz’'=yx,n, y como wlne G’ se deduce zz’e yG', de don-
de, por la arbitrariedad de 2’, se tiene G’ S yG’ De igual
manera se demuestra - la mclusmn inversa y por tanto la tesas
zG=yG.

¢) Finalmente (4.1), conserva los productos:,
xG.yG'=xyG ->xyN ;E}"_ZXN ._G’ .yNE’.

Por consiguiente (4.1), es un’ 1somorf15mo G/G’MG/G'
c.q.d.



