
LOS TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL 
HOMOMORFISMO PARA GRUPOIDES 

p.or A. E. SAGASTUME BERRA, La Plata (Argentina) 

RESUMEN: Se generaliza al cas.o de l.os grup.oides, l.os te.oremas s.obre h.o­
m.om.orfism.o,. c.on.oci~os en te.oría de l.os grup.os. En este cas.o, un subgrup.o 
n.ormal N de un grup.o G tiene estas ,pr.opiedades esenciales:· p.or una parte 
cada c.ogrup.o a izquierda xN c.oincide c.on un.o a derecha Nx, 1.0 que trae c.om.o 
c.onsecuencia que el pr.oduct.o de d.os c.ogrup.os es .otr.o c.ogrup.o y permite de­
finir el grup.o fact.or G/N, h.om.om.orf.o a G; p.or .otra parte, l.os c.ogrup.os dan 
una partición de G, 1.0 que permite transf.ormar t.od.o h.om.om.orfism.o G-+r en 
un is.om.orfiSm.o G/N <Zl r. Para l.os grup.oides, ambas pr.opiedades se presentan 
separadas: puede dem.ostrase el h.om.om.orfism.o G ~ G/N, per.o l.os c.ogrup.oides 
n.o dan en general una partición de G; y dad.o p.or .otra parte un h.om.om.or-· 
fism.o H entre G y r, puede hallarse una partición de G cuyas clases f.orman 
un nuev.o grup.oide G/HCXlr. Est.o da l.os d.os primer.os te.oremas fundamen· 
tales, l.os que se hailan vinculad.os entre sí (3er. te.orema). Finalmente (4Q 

te.orema) se generaliza, para l.os grup.oides el c.on.ocid.o te.orema 

(G/N)/(G'/N)<Zl G/G'. 

1. IntroduCción. - Por el término grupoide entendemos 
aquí un conju:nto G~{a, b, e, ... } entre cuyos . elementos está 
definida una oper~ción de producto, que indicaremos con las 
notaciones usuales, y ·que verifica: 

Gl. Dados a, bE G, está unívocamente determinado 
c=abE G; 

G2. El producto es asociativo: cualesquiera sean 
a, b, CE G, se tiene a. bc=ab. c. 

Agregaremos también 

G3. Existe Un elemento unidad 1 tal que, cualquiera 
sea a E .G, se tiene la = al = a; 

G4. Existe un c.ero O, tal que, cualquiera sea aE G, 
se tiene Oa ~ aO = O. 
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Como es sabido, la propiedad asocIatIva G2 se extiende 
por· inducción a cualquier nÚIn,ero de elementos; de modo que, 
dados al> a2, ... , <in E G, en ese orden, queda unívocamente de­
terminado un producto p = al a2 ••• ("n' el mismo cualquiera sea 
la forma de agrupar los factores. 

Es conocida asimismo la demostración de que la unidad y 
el cero son únicos. En verdad, G3 y G4 han sido incluí dos so­
lo para simplificar la exposición, pues en todo caso ,siempre 
sería posible adjuntar un 1 y un O a un grupoide que no los 
tuviese, y aún podemos decir más: en el caso del producto 
conmutativo (en cuyo caso el grupoide se llama ovum, plural 
ova (1) ), existe una extensa categoría (los llamados ova reduci­
dos u holoides (2» que admiten necesariamente un cero. 

Si A, B son complejos (subconjuntos no vacíos) de un 
grupoide G, indicamos, como es costumbre, con AB· el com­
pl,ejo de elementos ab, con a E A Y bE B. Es, claro que este 
producto es asociativo (y conmutativo en los ova), qomo el de 
elementos. En particular, si a es un elemento, escrib~os aB 
o Ba en lugar de .{a} B o B {a} respectivamente. 

2. Homomorfismo e isomorfismo. Pn:mer teorema funda­
me.ntal. - Si además de G = {I, a, b, ... } tenemos otro gru­
poide r = {E, a,~, ... }, éste se dice· hornornorfo a G, y s-e escribe 
G -- r, cuando existe una correspondencia unívoca 1-- E, a __ a, 
b -- ~, ... qué conserva l,os productos; es decir que ab -- a~, 
Gualesquiera sean a, b. Supon'dremos para fijar ideas, . que la 
correspondencia es sobre r, es decir, que cada ~ E r es imagen, :en 
la corr-espondencia dada, de un x E G por lo menos. Si 1-- E, 

E es la unidad de r; y si O --7 r" r, es el cero de r. Ambas afir­
maciones se demuestran de inmediato. De igual modo, a elemen­
tos inversos (si existe.n) corresponden también elementos inver­
sos; esto es, xx' = 1, x __ ~, x' __ ~' =>( implica) ~~' = E. 

Si entre G y r hay un homomorfismo que al mismo tie.m­
po sea biunívoco, entonces r se dice isomorfo a G y se escri­
be G ~ r. Esta es una relación de equivalencia: ·es evident-e 
que es reflexiva (G C/.) G,. isomorfismo idéntico, por ejemplo) 

(') Denominación introducida por A. R. POOLE, Finite Ova, American J. 
of Math., 59, (1937), p. 23·32. 

(2) Cf. P. DUBREIL, Algebre, Paris (1946), t. 1, p~ 38. 
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y transitiva (G ex> r, r c/., l" => G~ f'; más generalmente G ~ r, 
r ---+ l" => G ---+ 1") ; pero también es simétrica. Pues está definida 
la correspondencia inversa, unívoca, 1 +- 8, a +- a, b +-~, '" y 
también conserva los productos; pues de c +- a~ y ab -+ a~ re­
sulta c = ab y ab +- a~ también. 

Sea ahora N un subgrupoide de G que contenga la 
unidad 1 (la -cual, por supuesto, será unidad también de N). 
Para cada a E G podemos llaniar cogrupoide a izquierda (a de­
recha) deterniinado por a, al complejo aN (Na respectivamen": 
te), o Sea a la clase de elementos an (na) donde n recorre N. 
Se sobreentiende que tales cogrupoides se dirán, si es necesario, 
formados en G y respecto a N.' 

Como en. Jos grupos, es importante el caso en .que todo 
cogrupoide a izquierda coincide con el correspondiente cogru­
poide a derecha y viceversa. Entonces N se llama subgrupoide 
normal. Así pues, 

(2.1) 

para todo XE G, caracteriza a N como suhgrupoide normal, 
en cuyo caso escribiremos N <G. La (2.1) signif~ca que da­
do un n (un ni) en N, queda determinado un ni (un n) tal que 
xn=nix ; Y esto para cada XE G. 

Para un subgrupoide normal no tenemos, pues, que rustin- . 
guir entre cogrupoides- a derecha o a izquierda.:.. Indicaremos, 
pues, con a el cogrupoide a N = N a (en particular 1 = N). Se v,e­
rifica ahora la importante propiedad: 

a' E a, b' E b => a'b' E ab (2.2), 

pues <E ti significa a' = na con n E N; análogamente b' = ni b; 
de donde, utilizando (2. 1): a' b' = na ni b = na. bn2 = n . ab . n2 = 
= r¡,ng . ab = n4 • ab" con ni" .. , n4 E N; Y esto expresa que 
a' b' E N . ab = ab . N = ab. 

En base a (2.2) es lícito definir el producto de cogrupoides 

a. b=ab (2.3) 

y entonces el conjunto G = {1, a, b, ... } de los cogrupoides es 
evidentemente un nuevo grupoide, que llamar~mos el grupoide-
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factor o grupoide-factorial de G respecto ~ N e ~ndilca~mos 
con G/N. Además, la torrespondenciá 1 -+ 1, a -+ a, b -+ b, ... 
eshomomorfa, y hemos obténido el 

Primer teorema fundamental del homomorfis!mo: Dado un 

s:ubgrupoide normal N de G, poniendo 1 N, ; a N = N a, 

b b N = N b, ... , se verifica (2.2) Y los elementos 1, a, b, ... 
c.onstituyen, según (2.3), un grppoide-factor G= G/N, ho­
momorfo a G. 
__ ~ótese que, a difer,encia del caso de los grupos, las clases' 
1, a, b, ... pueden tener elementos comunes. En otros términos, 
la relación «a' pertenece a la clase de a», no es una equivalefl:cia. 
Pues ella significa a' = an con n E N; relación que si bien es 
refLexiva (por ser 1 E N) Y transitiva (por ser N un suhgrupoi­
de normal) no es simétrica: ella no implica -a = a' n' con n' E N. 

3. Segundo y tercer teoremas fundamentales. - Suponga­
mos ahora, recíprocamente, tener un grupoide r = {8, a, ~, ... } , 
homomorfo a G= {1, a, b, ... } en un homomorfismo H . . En 
lugar de la notación 1-+ 8, a -+ a, . b -+~, '" para tal homo­
morfismo, usaremos cuando convenga, la más expI'lesiva 1H = 8, 

aH = a, bH = ~, ... ; es decir, en general, para cada x E G, 
:eH indicará el elemento de r que le corresponde en el ho­
momorfismo dado H. Indicaremos también simbólicamente con 
aH-l para un dado a E r, la clase a de todos los elementos 
a E G tales que aH = a. La clase aH-l = a es un complejo (no 
es nunca vacía) pues por hipótesis H es una aplica,ción de G 
sobre f. 

En particular, es inmediato que, si 8 es la unidad de r, 
el conjunto E = 1 = 8H- l es un suhgrupoide que contiene al 1 
(aunque no necesita ser normal, como enseguida veremos) y 
tiene las propiedades 

Ea~a, aE~a (3.1) 

para todo a. En efecto, si aE aH-l, eE EH-l, se tiene: 

a: E Ea =>a'=ea=> a~H =eH aH =8 a=a=>d E aH- l =a. 

a' E aE=> a'=ae => a!H =aH cH=a 8=a=>a' E aH- l =a. 
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Qrie' E no sea nElcesariamente normal lo prueba' el 

'Ejemplo 1: G: 1 a b O r: il ~ r a a O 
1er. factor ,b· b b O 

. O I O O O 

Es fácil comprobar qué G, r son grupoides y H un homo­
morfismo~ Aquí E=J1,a,b} y, p.ej., aE={a},Ea .ta,b},' 
así 'que' E no es normaL . 

Volviendo a nuestra exposición :es Claro en, cainbio qu~' 
cada a E G pertenéó~ a una, y solo una, de las clases a, y éstas' 
cOlIlStituyen Üllt~l pilr,tición de G e;n complejos sinelem~ntos 
comu¡nes. Sea l,'a~b, .. ~ un _sis~nia completo de representan­
tes, es decir, que G ~ 1 + a + b+. .. , (suma. ,de co¡njuntos sin 

, "', '- ~--' 

elementos comunes). EntoI;lcces entre G JI, a, b, ... } . Y l'= 
F{e, «,~, ... } podemos establecer la siguiénte correspondencia 
1 :si a E a y aH = «, ponemos aL -:- «. Naturalmente, 1 es in­
dependiente del elemento a que elijamOts en ti, y solo depende 
de la, clase a" y además; -;;: 1= b implica -;;:1 =/=- ¡;¡, es decir, la ca­
rr,espondencia es, biUnívoca; ,Por último, puesto que 

a'Ea= aH-1, b' E b~ ~H~1=> (db')H =a'H b'H = a.~, 

se cumplé l~ (2.2), se puede ~s~:...ibir (ab )1 = ~I . bI y la corres.., 
pondencia 1 es un isomorfismo G <Xl r. 

No hay quecOtnfunrur nuestro actual grupoide G con el 
grupoide.:.factor definido en el § 2; puesto que E puede no ser 
normal, y aunque lo fuera, en alguna de las_relaciones (3.1) 
puede valer el signo 'L;:. Puesto qu'l'l nuestro G actual está de­
terrrmado por el homomorfismo H, lo designaremos C¡O!ID0 el 
grupoid~ de restos' modulo H, o elgrupoide módulo H (sobre­
~tendiendo,. de G) y lo indicaremos con la notación G/H. 
Cada el$mento a d,e G/H, o clase módulo H será, según (3.1), 
una reunión de cogrupoides E a o a E. Y tenemos el 



Segundo teorema' fundamental del homomorfism~-.= !!'!!!:~_ un 
homomorfismo H entre dos grupoides, G-+l', las c.lases 1, a, b, .... 
módulo H, o seá las: clases de eleme.ntos de G que tierÍ,en la -rrii..~- . 
ma imagen ~n H, constituyen el grupoide módulo H,. G/H, 
que es isomorfo a r .$n la correspondencia ldefi.riida así: 
-¡jJ = rJ, si a= aH-l. ' 

En otros términos: todo homomorfismJ.o H de r con G ~ 
se transforma e:ri un- ,isomorfismo ]. de r con el grupoide mó­
dulo H, G/H. 

El subgrupoide: E = 1 de este teo_rem_a, -que .,~s : en s'eneral 
el único cogrupoide que coincide con una clase. niódulQ, R, y. . 
está unívocamente determinado por este homomorfismo, se -puade 
llamar_el núc.leo de H. Lo indicaremos con E(H). AsimisÍnÜl~ 
el homomorfismo G -+ G/N del primer teorema, deterlminado 
unívocamente. por. el súhgrupoide normal . N, se indicará . con 
~(N)'. Utilizando estas notaciones, úmeIÍl~sah~ra el,. 

Tercer teore.rr¿[J,_ fundamental . del homomol'fismd: - Si N eS' 

normal; también lo' es E(H(N» yse tiene -

E(H(N») .- - N . (3.2» 

Dem;: ,Dado el subgrupoide normal N, podemos tomar: 
r = G/N Y aplicar el-primer teorema: G -+f en el' homomór­
fism;o H (N). Aplicaremos ahora el segundo teorema. Para ha­
llar el núcleo'ECH(N», (?bservemos que no es -sino ~la·, clase 
de los elementos ,de G que en el homomorfismo H(N) tie­
nen por imagen-el elemento unidad E:- N de r. pero estos son 
precisamente todos y solbs los_de N. Así, se verifica (3.2) y 
E(H(N» es n.ormal, c. q. d. . 

En cambio:_ H(E(H» no coincide en general con H, ni 
aún en el caso ~conmutativo, es_ decir, cuando' los 'grupoides son; 
ova (§ 1), como vemos en el 

Éjemplo 2; o: 1 a bc O 
a aa a' ,O 
b b a O 
c c O' 
O O 

r: 

, Q:_? ilIj3 'C; 

'rJ,' . .. rJ, .. rJ, , '(;\j-',. 

j3 /3'. 'l;:ó:::;, 
:'C] "''l; : '~. ¡::.,.:~, 



Se han' usado las notaciones O, Q (en lugar de G,r) para 
hacer resaltar que se trata de ova. Por igual razón,hasta ~dar 
l,a mitád"delas, tablas de ,multiplicación; la otra :q1it~d q~of!da 

determinada por la ley conmutativa. ': .' 

Es fácil comprobar que si de!inimos, 

III = E, ell = l;H = a, cll-,~, ell = '(" 

H es un homomorfismo O -"+ Q. Su núcleo es E( H) = {l} 
yen consecuencia, H(E(H» es el homomorfismo O-*Oj{l} 'O, 
o sea, el automorfismo idéntí~o. ,Sin embargo, H no es un 
isomorfismo. 

, , 

4. El último teoféma fundamental.' -'- Para' los . grupos, se 
sabe que si N~ G' ~ G siendo N, G' normales en G (por lo 
tanto también en G') , entonoos G' /N, es sub grupo normal de 
G/N, y se verifica (G/N)/(G' N) C/.) G/G'. Esto ~ generaliza pa­
ra losl grupoide'3, cOmo ahora veremos,sindescartárpor ello> 
que> puedan ensayarse otras :generálizaciones . 

.. ' Cuar:tQ teorema fu~damental: Sea :.~c G' ~G, G'<:G '(no­
tación intr04ucida en el § 2), ~ < G YP01;, tanto,. N <!?'tal)1,­

bién, . Entonces,-G~ G'/N es subgrupoide ,normfll: de G= G/N 
Y se verifica ,G/G' C/.) G/G'. 

Dem.: ,a) 'IndiquerrlOs con xei eleme~to ',genérico de G 
:tcorí.:1!' el de , G' Observemos que entonces 

G ~ G/N -Jx N}, G' = G' /N Jx'N} ~ 

es decIr, x N es'; el elemento genérico de ' G, . y X' N el de ~. 
Puesto que toda:x' E Gtambién, 183 claro que G' es subgrupoide~e G. 
Que sea subgrupoide normal resulta así: el cogrupoide genérico 

- - -
x N . G' de 8;' , en', G "se éoIIlPone de todos los, x N .x' N, con 
x' variable en G' . Ahora bien: por ser G' < G, dado un x' E G' 
(un Xi' E G') ,existe up. Xl' (un x'), con, ,xx' ,xl'x, (esto equivale a 
x G' . G' x) y entonces '. ' 

,-_ .... _._-_ ... __ ._,_._. ---- ._ .... _-_._----------
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lo. que prlleba que tod,o eleme::to :.. N . x' N ,de x;N. G' perte­
nece a G'. x N, o se'a' xN . G' CG' . x N. De igual modo se 

demuestra la inclusión" inversa; lueg<:. x l!. G' = G' . x N 'que, 

valiendo para todo x, significa qUe G' <G. 

b) Según dicho, es claro que 

G/G'={xN. G'}, 

mientras que. 

G/G' = {x G'} . <-. 

Establezcamos ahora la corresponden~ia 

X G'--+x N. G' (4.1), 

entre G/G'y G/G', Y mostremos ante todo que es unívoca: 
x G' = Y G' => 'x N . G' = Y N . G'.En efecto: la: hipótesis sig­
nifica que dado un x' (un Xl')! existe un Xl' (un x') tal que 
xx' = yxl'; lo cual puede escribirse x N . x' N = Y N . Xl' N, que 
significa precisamente que x N . G' = y N . (l'. Así; la clase x G'. 
(definida indistintamente por x o por y) <!~teEllina unívoca­
mente la clase x N . G' en la correspondencia (4. 1): 

Más aún: (4. 1), ~ biunívoca: x N . (}t~ y N. (l' => X G' = 
'- y G'. ;Pues la hipótesis significa como antes, x N .,x' N= 
, Y N . Xl' N, o xx' N = yxl' N. En particular, debe existir n E N 
tal que xX'=yxl'n,y como X/hE G' se deduce xx' E yG', de don­
de, por la arbitrariedad de x', se tiene x G' e y G' De igual 
manera se demuestra "la inclusión inversa y .por t@to I~ t:esis 
xG'=yG'. 

c) Finalmente (4. 1), consern los 'productos:, 

Por consiguiente (4.1), es un;'isomorfiSmo G/G' <Xl G/a>. 
c. q. d. 


