
FRAMMENTI RICOl\IPOSTI E INTEGRATI 

I. LE CARATTERISTICHE DELLE CONICHE 
NELLO SPAZIO e") 

di FltANCESCO SEVERI, Roma . (Italia) 

Questa Nota contiene ricerche da me intraprese in passato e 
non. condotte a suo tempo a termine. Integrate oggi, le pubblico 
nella speranza che possan giovare per studi ulteriori su quei pro­
blemi che aprono, senza risolverli. 

Trattero deIle caratteristiche dalle eoniche (irriducibili) del­
lo spazio. 

Delle caratteristiche delle coniche sul piano mioccupai a 
due riprese (1916, 1940) (1), inquadrandone lo sviluppo in una 
teoria g,enerale deIle caratteristiche di sistemi algebrici qualun­
que di elementi geometrici, poggiata sulla teoria deIla base. Po­
tai allora dare fondamento rigoroso e significato preciso aUe ca­
ratteristiche, di Jo n q u i e r a s - H a I p h en - Z e u t h en - e h a s­
I ,e s, r,elative a condizioni (e a caratteristiche) semplici (cioe 

(*) Nota in onore .de BEPPO-LEVI, del quale apprezzo l'opera scientifi­
ca, elevata e piena di acume. Ricordo pure con piacere di aver avuto il 
Levi insegnante nel lontano 1896-97, qriando egli era assistente di LUIGI BER­
ZOLARI nella Cattedra di Torino ed io ero allora la allievo del 1Q corso uni­
versitario. 

(') S~¿i fondamenti 'della geometria numerativa e sulla teoria delle ca­
ratteristiche (Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere .ed Arti, 1916); 
I fondamenti della geometria numerativa (Annali di matematica, 1940). Questa 
ultima Memoria, con qualche complemento, fu tradotta in tedesco nel libro, 
Gnmdlagen der abziihlenden Geometrie (Wolfenbüttler Verlagsandlt, 1948). 
In questa Memoria si citano altresi i lavori di VAN DEIt W ARDEN sull 'argo­
mento. 
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di dimensione 1) e mostrai come il numero e la qualita delle 
caratteristiche sieno in relazione con la scelta den e coniche de­
generi den e varie specie, che voglian rifutarsi dalle soluzioni, 
sicché p. es., contrariamente a quanto pensava Chasles, í'aspres­
sione deUe condizioni semplici mediante due caratteristiche, e 
valevole per certi tipi di condizioni e non per certi altri, quando 
si vogliano escludere le coniche degeneri di 3a specie, il cui stu­
dio critico, iniziato da Ha 1 p h en, fu approfondito nena mia 
Memoria del 1916. 

Sotto lo stesso profilo, nena mia Memoria del ~940, fu con­
siderata l',espressioné,· dovuta a eré ID on a; d'una ·condizione 
doppia mediante le cara.tteristiche- doppie (cioe di dimensione 2), 
ponendola in r.elazione con le varie specie di coniche degeneri; 
similmente per le .condizioni di dimensione maggiore (fino a 5). 

Qui mi limito a studiare le caratteristiche deIle condizioni 
semplici imposte alle coriiche dello spazio, in .quanto tali condi­
zioni non abbiano particolare riguardo ane varie specie di coniche 
degeneri. Si presentano cosi soltanto duecaratterÍSitiche, gia 
considerate in prima istanza da S c h u be r t (2), e cioe le carat-. 
terische ¡..t., v, ove ~t e il simbolo deIla condizione semplioe, per­
ché una con~ca di S3 abbia il suo piano passante per un dato 
punto e v la condizione (pure semplice) perché una conica di 
S3 s'appoggi a una data retta. 

Per altr.e condizioni semplici, quando si escludano dalle pos­
sibili soluzioni i tipi piu generali di coniche degeneri, occorre 
introdurre un'altra caratteristica: e la condizione semplice p 
perché una conica· tocchi un piano dato (3) .. Quali caratteristiche 

(") Kal7.ul der abziihlenden Geornetrie, Leipzig, 1879. 
(3) Nelle mie Note Ricerche sulle coniche secanti delle mtrve gobbe; Bopra 

le coniche che toccano e secano ~tna o piu curve gobbe (.A.tti della R . .A.cc. 
delle Scienze di Torino, maggio 1900 e novembre 1900) le caratteristiche 
fL, y servon per esprimere, nella prima, le condizioni d 'appoggio delle coniche 
dello spazio ad una o piu curve gobbe; e neUa seconda le .condizioni d 'appog­
gio e di contatto son espresse mediante le ~, \/, p. Le deduzioni non presup­
pongono una teoria generale deUe caratteristiche (la quale non era aHora nep­
pure pensabile), ma soltanto l 'uso delle espressioni, calcolate da Schubert o 
da altri con la conservazione del numero, di alcune condizioni geometriche 
fondameIitali (passaggio d 'una conica per un punto; valori numerici dei som­
boli y8,p.v7,p.2 y6,p.3y5; condizione perché una conica tocchi una data retta; con­
dizione perché una conica tocchi un piano dato in un punto dato). Vanno 
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o.cco.rrano. ulterio.rmente per co.ndizio.ni semplici in relazio.ne a 
tipi partico.lari di co.niche degenéri o. qualí caratteristiche o.cco.r­
rano. per le co.ndizio.ni di dimensio.ne > 1, no.n risulta dalla mia 
rioerca: e un intevessante pro.blema da riso.lvere. Resta pure 
da rispo.ndere' alla questio.ne d'inquadrare nella teo.ría delle carat­
teristiche delle co.niche spaziali, i vari tipi ,di co.niche degeneri, 
i quali no.n so.n determinati in via. asso.luta, ma dipendo.no. in 
parte dal genere di rappresentazio.ne ado.ttato. pel sistema alge­
brico. delle 00 8 co.niche spaziali. U no. studio. in pro.po.sito., rap­
pres·entando. le co.niche co.i co.mp1essi quadratici dene ratte a 
ciascuna di, esse appo.ggiate, El stato. fatto. da S e m pIe. 
Ma co.n altrerappresentazio.nisi po.sso.no. o.ttenere altri tipi di 
degenerazio.ni. 

P.er le co.niche· del piano.,. rappresentate nel modo. naturale 
sul lo.ro. mndello. minimo., ch~ El lo. spazio. lineare S5' i vari tipi 
di degenerazio.ne so.no. tutti fo.rniti dalle coniche complete (co.n­
siderate pel primo. da S tu d y),o.gnuna delle quali El l'insieme 
degli elementi punto.-retta dú punti d'una co.nica-luo.go. e delle 
tangenti ad essa aderenti (4). 

Pro.fo.nde differenze, nella natura delle questio.ni 'e nelle dif­
fieo.lta che si presentano.,si -risco.ntrano. nei pro.blemi numerativi 
co.ncernenti varieta di el~menti, quando. queste no.n so.n lineari, 
co.me lineare El invece il sistema delle co.niche d'un piano. (5). 

ricordate altresl due, Note di' BERZOLARI, Bulle coniche appoggiate inpiu p1tnti 
.a date curve algebriche (Renrucontidel R. Istituto Lombardo, 1900), che 
contengono alcune delle formule deduflibili dalla mia prima Nota (maggio 
1900). L' Á. si limita a ruchiarare d 'aver usato il metodo dello spezzamento 
in rette delle date curve' e riferisce soltando i r:sultati, senza gli sviluppi. Il 
'inio valente ex professOl'e (cbe non era aliora piñ a Torino, ma a Pavía) si 
'limito a ciD, avendo constatato che il proprio scolaro aveva, gia pubblicato 
'i. risultati proprü, con a:¡nplio, sviluppo. 

(') Ved. la mia Memoria del 1940 citata in (1) pagg. 206, 211. 
(5) Ricordo che ho chiamato lineare una varieta non singolare bll:azional~ 

'mente equivalente, senza eccezioni alia biunivocita, ad uno spazio lineare. 01" 
dine invar'iantivo (relativo) di una varieta e l'ordille mínimo del modelli 
proiettiví senza eccezioni e senza s:ngolarita (quando essi esistono). Levarie· 
ta lineari son: quelle d 'ordille invariantivo' uno. Le varieta grassmanniane e di ~ 

.0.. SEGRE sono di ord:neinvariantivo > 1. 
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Pili precisamente: l' origine delle maggiori difficolta non e 
tanto la non linearita della varieta degli dementi considerati, 
quanto iI fatto che per una tal -varietd puó addirittura cadere la 
'1wzione di ordine invariantivo. Cio avviene allorché nessun mo­
dello non singolare della data varieta di elementi noJi .puo giam­
mai rappr,esentare birazionalmente senza eccezioni la varieta. In 
tal caso la varieta si dira intrínsecamente singolare; mentre e 
intrins,ecamente non singolare neI caso contrario. 

Cosi p. es., una quartica sghemba raZion~~e con una cuspide 
e una varieta 00 1 di punti d' ordine invariantivo 1 (intrinseca­
mente non singolare); mentre una quartica sghemba razionale 
con un nodo e intrinsecamenta singolare, in quanto, sopra ogni 
suo modello birazionale non singolare, iI nodo, origine di due 
rarili, e sempre rappresentato da due punt'i di~tinti. . 

Se di una vari,eta ~ di elementi su cui si abbiano da ri­
solv,er,e problemi numerativi, i quali si traducono sempre in 
problemi d'intersezione entro la varieta ambiente, non esistono 
che modelli birazionali senza eccezioni singolari oppure modelli 
birazionali non singolari con ecoezioni, la risoluzione dei pro­
blemi stessi offre particolari difficolta. Invero, i conoetti d'in­
tersezioni virtudi e di molteplicitd d'i.ntersezione delle vadeta 
entro una yarieta ambiente, da me considerati in varie memorie 
(e che oostituiscono l'indi~pensabile ~ risolutivo mezzo d'indagine 
in quest' ordine di problemi) son o sta ti introdotti BOtto l'ipotesi 
della non singolarita della varieta ambiente. 

Non e impossibile trasportare tali concetti anche alle varieta 
irriducibili dotate di punti singolari. Se V e una tal varieta e 
W 1'insieme subordinato de'suói punti singolari, i gruppi d'in­
tersezÍone virtualee le molteplicita d'intersezione relative vanno 
allora definiti (e cio é possibile, ma non e stato ancor fatto) sulla 
varieta V - W. 

D' altro canto, se -V e un modello birazionale non singolare­

della data varieta ~ d'dementi e W l'insieme dei punti che 
rappresentan~ gli elementi di ~ ecoezionali (cioe quelli le eui 
imagini su V non sono ~ngolarmente individuate) in un pro-. 
b1ema d'intersezione su V, riferito a un dato problema nu-­
merativo su ~, oeeorre determinare non son tanto i gruppi 

-virtuali d.'intersezione, che eadono fuori di W, ma determinare 
pure, attraverso opportune considerazioni di limite, le interse-
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zioni . che cadono su W, rappresenta~ti soluzioni valide, in 1'e­
lazione al problema numerativo posto. 

Della varieta 00 8, Z:, dalle cOlliche dello spazio, indicheremo 
due modellinel n. 1. Uno di questi modelli s singblare; l'altro s 
non singolare, ma non s biunivoco senza. eccezioni. Non credo 
che sia possibil-e costruire un modello non singolare senza ec­
cezioni di Z:; reputo cios che z: sia· intrínsecamente singolare. 

L-a varieta lineari, le grassmanniane e le varieta di Segre 
sono intrinsecamente non singolari; mentre p. -es. la variera 00 4 

delle coppie (non ordinate) di punti d"un piano e birazional­
mente equivalente senza eccazioni alla varieta delle corde d'una 
superficie di Veronese ed s. intrins·ecamente singolare (nel .rp.o­
dello considerato la superficie di Veronese s luogo di punti cus­
pidali). 

Una volta tracciata sopra un modello JI{ del sistema delle 
coniche (irriducibili) spaziali, la vadeta algebrica E rappresenta­
tiva d'un cerro tipo di coniche degeneri, '§e N s una sottovarieta 
di M rappresentativa delle coniche soddisfacenti ad una data 
condizione algebrica c, di dimensione 8 - k, d~ignata con N' 
una varíeta algebrica pura di dimensione 8 - k, se esistono cop­
píe di varieta N, N' le cuí intersezioni sieno in numero fi­
nito e situate tutte fuori di E(6), sorga il problema di enume­
rare queste soluzio~i, anzi di esprime1'e la condizione e con una 
conveniente combinazione lin-eare (a coefficienti positivi o ne­
gativi o nulli) di un certo numero finito di condizioni caratteris­
tiche, aventi la stessa dimensione 8 - k di c; cosi che il «calcolo 
simbolico» con tali caratteristiche renda piu agevole il calcolo 
del numero di quei punti comuni. 

Le N, N', di cui si suppone l'esistenza, si dicono allora 
in r.eciproca posizione generica. rispetto al tipo di degenerazione 
E. Nella mia Memoria del 1940, poggiando sulla risoluzione 
numerativa del problema generale della base, si prova che esis-. 
te sempre un sistema di un numero finito di caratteristiche per 

(0) Pei punti del gruppo (virtuale = effettivo)NN', eccezionali per la 
rappresentazione di }l su M, valgono le considerazioni consuete; in quanto: essi­
sieno fuori di E. 
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ogni prefissato tipo di degenerazioni; ma il numero della carat­
teristiche dipende, come dicemmo, dal tipo delle degenerazioni, 
che si vogliano escludere dalle soluzioni accettabili. 

Cosi p. es. nei riguardi delle coniche del piano, se non ci 
si :preoccupa di volere soltanto coniche non degeneri, l'unica ca­
ratteristica semplice (data da J onquieres) e la caratteristica ¡.t. 

perché una conica passi per un punto, mentre quando si vogliano 
esdudere le coniche degeneri di tipo piu generale,che son le 
coniche degeneri di In e di 2a specie (7), le caratlleristiche sem­
plici sono le due ¡.t., v di J onguieres-Chasles (v eondizione per­
ché una conica tocchiuna retta data). Ma queste caratteristiche 
non bastano piu quando si· vogliano accettare fra le soluzioni le 
coniche degeneri di In e di 2a specie, mentre si vogliano esclu­
der,e quene di 3a specie, che son casi particolari delle precedenti. 

Ci siamo fermati 5U queste considerazioni per chiarire me­
glio i ·termini del nostro problema, che e quello di trovare le 
caratteristiche delle coniche dello spazio, senza qui preoccuparci 
del1e soluzione degeneri. 

1. Indichiamo in primo luogo qualche modello proiettivo 
del sistema i;, 00 8, delle coniche dello spazio. S'intende che 
parliamo del sistema delle conicha irriducibili (cui appartengó­
no come elementid' accumulazione le coniche. piane riducibili). 
Vi e inv·ero un altro sistema di 00 8 coniche spezzate in coppie di 
1',ette. sghembre, che non ha qui interessead e5ger considerato. 

Un primomodello s' ottiene dualizzando, considerando cioe 

il sistema ~ dei coni quaclrici dello spazio: Nello spazio lineare 
8 9 deUe quadriche di 8 3, íl predetto sistema e un'ipersuperficie 
algebrica (irriducibile) del 40 ordine, rappresentata dall'uguaglia.:. 
re a zero il discriminante dell' equazione d'una quadrica. 

Pero questo modello El poco opportuno, non soltanto J>erché 
non pone subito in evidenza la razionalita del sistema Z;, ma. 
anche perché El singolare. 

(T) Una conica degenere di 1" specie, consta, come luogo, di due rette dis­
tinte e come inviluppo del fascio delle rette passanti pel lora punto comune, 
cantata doppiamente. Una conica degenere di 2" specie El la duale della pre­
cedente. Le coniche degeneri di 1" specie sono, come luoghi, oo' e come mvi­
luppi (doppi 00"; quelle di 2" specie sono, come luoghi, dappi, 00", e came in­
viluppi 00'. 
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Un modello non singolare e dato dal teoremaseguente: 

Il sistema z: delle 00 8 coniche (irriducibili) dello spazio e 
birazionalmente equivalente alla varietd, di Segre Al prodotto 
di un Ss per un S5' 

Avvertiamoanzitutto che da ció consegue senz'altro la irri­
ducibilita e la razionalita di Z:. 

P,er dimostrare il teorema, rissiamo uno spazio lineare S, 
di 00 s punti P, il quale sia imagine proiettiva del sistema degH 
00 s piani dello spazio lineare 00 s, 1t, dove consideriamo z:; ed 
uno spazio lineare S', di 00 5 punti P', imagine proiettiva del 
sistema lineare degli 00 5 coni quadrici aventi il vertice in un pun­
to ° di 1t. 

Denotate con X o, Xl' X 2, !Es le coordinate proiettive omo­
gene e d'un punto di 1t e con 

(1) Z:,a¡jxixj=0(i,j=0,1,2); 

(2) Z:bhXh=O (h=0,1,2,3) 

le equazioni rispettive d'un cono quadrico r avente il ver tic e 
nel pml.to ° (xo = Xl = X 2 = 0, Xs = 1) e l' equazione d'un piano 
di 1t, cosicché il sistema delle (1), (2) e l'equazione d'una conica 
I di Z:, assumeremo 

a coordinate omogenee d'un punto di uno spazio lineare S23 doVJe 
intendiamo immersa la varieta di C. Segre M = S X S', d' ordine 
56,' il cui punto generico viene ad esser imagine d'una coppia 
P, PI oS quindi d'una conica y, essendoci cosi corrispondenza 
birazionale rra i punti di M e le coniche y di 2::. 

La corrispondenza birazionale rra 2::, M e biunivoca seuza 
eccezione rra gl'intorni di due elem-enti generici di 2::, M; pre­
cisamente rra l'intorno di una conica (irriducibile o riducibile) 
I di 2::, il cui piano non passi perO, e l'intorno del corrispon­
dente punto imagine di M, che e univocamente determinato in 
ambedue i. casi, perché un solo cono r proietta una tal conica. 

Studiamo gli elementi di 2::, che ranno eccezione aIla biu­
nivocita della corrispondenza rra Z; ed M. 
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Le 00 5 coniche d'un piano a di 1t, non passante per O, son 
rappresentate su M dai punti d'un S5 del tipo P X S'. Se il piano 
a passa per O e lo si associa ad un cono r, che non lo contenga 
come parte, la coppia a,1' e rappresentata da un punto di M, 
imagine della canica degenere in cui a sega r. Questa canica 
pero proviene da 00 3 coppie a, r, perché i l' che la contengan o 
costituiscono un sistema lineare 00 3. Le imagini di a, r sano 
dunque in realta infinite, distribuite sopra un S3 di M. Pertnnto 
le 00 4 coniche spezzate in coppie di rette per O son eccezionali 
per la corrispondenza, nel passaggio da ~ ad M e il luogo dei 
loro punti imagini su M e una varieta 00 7 W, in quanto due 
g~merici di quegli S3 non hanno alcun punto comUIlJe. 

Se poi a passa per O e viene associato ad un cono r, che 
lo contenga come parte, aIla coppia a, r, rappresentata da un 
punto determinato di M, vengono a corrispondere tutte le 00 5 

coniche contenute in quel piano. Di coppie a, r 'siffatte ne esis­
tono 00 4 e i loro punti imagini riempiono una varieta 00 4, Z, 
luogo di punti eccezionali, nel passaggio da M a 2:;. 

Poiché fra le coniche di un piano a per O vi sono anche 
le 00 2 formate da ~oppie di rette per O, la varieta Z e una 
sottovarieta di W. 

Si sono cosi determínate tutte le possibili eccezioni alla biu­
nivocitd della rappr.esentazíone birazionale di 2:; su M. 

Vediamo come restano determinate le singole coniche "'( di 
un piano a per O, in quanto hanno anch'esse le loro imagini :su 
M. Consideriamo all'uopo lo S5 di M che rappresenta le coppie 
a,1', con "'( fisso, e sia Q un suo punto qualunque. Esso e su 
M centro di un insieme d' ampiezza decrescente di punti imagini 
di coniche i cui piani non passan per O. Dicasi H la varieta 
00 7 delle coniche di 2:;, che hanno i piani passanti per O. Otte­
niamo aHora, nell'insieme 2:; - H, in corrispondenza ai predetti 
insiemi, un 'infinita d'insieme d'ampiezza decr,escente, i quali 
hanno una conica d'accumulazione "'( (8) situata sopra un piano 
per O. Questa conica e individuata, perché, viceversa, ad ogni' 

(8) In virtiL d 'un principio di Bolzano generalizzato. Ved, la mía Nota 
Su alcune q1¿estioni di topologia ~nfinitesim<Lle (.A.nnales de la Société polonaise 
de mathématique, 1930). 
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conica di acumulazione dei predetti insieme, a causa della 
continuita della corrispondenza, corrisponde un punto d'accumu­
lazione degl'intorni di Q su M. 

Cosi la corrispondenza birazionale fra M e 2:; si estende per 
continuita e senza ambiguita anche alle coniche di H, che sfug­
givano aUa determinazione generale mediante le coppie a, r. Era 
naturale che cosi fosse, anche senza la considerazione svolta, 
che nel dominio algebrico rappres-enta un lusso, perché una 
corrispondenza birazionale fra due varieta algebriche e dovunque 
definita quanto e assegnata fra tuLti i loro punti, ad eccezione 
di certe loro sottovarieta algebriche, in numero finito o infinito, 
ma che, se sono in numero infinito, non la riempiano. 

Nel modo sopra indicato, anche le imagini delle 00 4 ~oni­

che spezzate in coppie di rette per 0, in quanto si riguardino 
quali coniche d' accumulazione di coniche non situate in piani 
per 0, hanno ciascuna la propria imagine individuata su M. E 
la totalita di tali imagini costituisce una varieta algetrica 00 4 

in corrispondenza birazionale col sistema di quelle 00 4 coniche. 
Tale varieta e tracciata sulla varieta eccezionale W. 

Osservazione. Un'altra rappresentazione di Z; si puó ottene­
re mediante le forme di C a y 1 e y o forme associate aIle conic­
che irriducibili 'Y di 83 (9). Sulla quadrica kleniana Q di 85 
rappresentativa deUe rette di 8 3, i complessi quadratici deHe 
rette appoggiate alle singole coniche son rappresentata da . 00 s 
ipersuperficie irriducibili, appartenenti totalmente al sistema li­
neare segato su Q dalle forme quadratiche dello spazio. II sis­
tema di queste superficie in uno spazio lin'eare 819 rappresen­
tativo dei complessi quadratici e rappresentato da una varieta 
Qs in corripondenza birazionale col sistema Z; delle 'Y. Ma non 
si evitano cosi i punti multipli, ne le eccezioni aUa biunivocita 
(in relazione a qualche tipo di coniche degeneri); sicché la 
complicazibne del modello non ofire utili compensi. 

2. P.er ottenere le caratterÍstiche semplici delle coniche 'Y, Sél-

(0) :El noto che la forma cui alludiamo fu considerata da CAnEY nel 
1860 e da me per una Vk qualunque di Sr nel 1915 (nella Memoria sulle 
grassmanniane) sotto la forma grassmanniana, che e la piiL ampia, e puo· scri­
versi sotto due forme duali, in coordinate di punti o d'iperpiani. S,critta me­
diante coordinate d"'iperpiani coincide con lazugeordnete Form di VAN DER 

WARDEN e CHOW, data da questi autori 22 anni dopo (1937). 
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condo il nostro punto di vista, bisogna passare attraverso la base 
delle ipersuperficie (vari¡eta 00 7) tracciate sopra la varieta M 
di Segre, in quanto le 1 soddisfacenti ad una data condizione 
semplice (si sottintende sempre: pura!) son rappresentate su M 
da un'ipersuperficie pura. 

Ora questa base e data (addirittura quale ·base mínima) dalle 
due ipersuperficie seguenti: prodotto 1 d'un piano dello spazio 
S, dei punti P, per lo spazio S', dei punti P'; prodotto J di un 
iperpiano dello spazio S' per lo spazio S (10). 

L'ipersuperficie 1 diM e l'imagine delle coniche 1, i cui 
piani passano per un punto di S3' ossia delle coniche soddisfa­
centi ad una data condizione 1-1. L'ipersuperficie J rappresenta 
il sistema delle sezioni piane d'un sistema lineare 00 4 di coni r. 
Poiché, al variare di ques'ultimo sistema, il primo varJa ín un 
sistema razionale e si conserva pertanto linearmente equivalente 
a se 8te880, si puo ,assumere come ipersuperficie _ J l'imagine del 
sistema delle sezioni piane degli 00 4 coni r, che passano per 
una :vetta u della stella O, ossia deUe 00 7 coniche appoggiate ad II e 
dunque soddisfacenti ad una condizione v. Il fatto che la retta u 
passi per. O e che il sistema delle 00 4 coniche col punto doppio 
O si muti nella varieta eccezionale W, non in1porta alcun distur­
bo. Il sistema delle 00 7 coniche appoggiate ad u resta irriducibile. 

Si conclude che: 
Le c.arattáistiche semplici delle coniche irriducibili di S3 

(consideratea prescindere da ogni esclusione eventuale delle co­
niche degeneri) sano le condizioni 1-1, v rispettivamente perché­
UTlia canica abbia il piano passante per un punto dato e perché 
una canica s' appoggi ad una retta data. 

Si troyano subito anche le caratteri8tiche di dimensione 
d < 8, tenuto conto che la basa delle varieta 00 6 su 111. const.a 

('0) La base sulla varieta di Segre prodotto di pHi. spazi lineari ÍJontenuta 
in un enunciato occasionale della Memoria di SEVERI sulle gl'assmanniane 
(1915), dopo un tentativo di BORDIGA (1918), di cui MARTINELLI riconobbe 
l 'inefficienza, fu dimostrata algebricamente in una mia breve osservazione del­
la rubrica "Problemi, risultati e discussioni" in Rendiconti di Matematica e 
delle sue applicazioni ", 1941, p. 112; e dipoi piu diffusamente e semplice­
mente nella mia Memoria Fonilamenti per ~tna teoria generale dei connessi 
(Acta -Salmanticensia, 1950, p. 15). Dal punto di vista topologico il· risultato 
e ovvia conseguenza della struttlira dei cicli sul prodotto topologico di piu 
varieta topologiche. 
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dei prodotti di un piano di S e d'un iperpiano di S' o el'una 
retta di S per S'o d'un S3 di S' per S e analogamente per le 
varieta di dimensioni 5, 4, 3, 2, 1. Si perviene cosi alla conclu­
sione che: 

Quando le condizioni d'una determinata climension'3 d < 7, 
imposta alle coniche irriducibili dello spt1zio, si considerano 
non escludendo a priori le coniche degeneri, le caratteristiche rela­
tive sano tutte le condizioni simboleggiate da ¡.¡.i vi(i, j = 0,1, ... , d; 
i+ j=d). 

Osservazione. Nella mia Nota numerativa ricordata, del 1900, 
dove si esprimono simbolicamente le condizioni perché una co­
rnea si appoggi in 1,2,3, ... , 7,8 punti ad una data curva al­
gebrica (non singolar,e), le relazioni stesse son ottenute senza -il 
principio délla conservazione del numero, che non potrebbe in 
quel caso invocarsi, perché una curva irriducibile non puo mai 
esser limite d'una curva riducibile, le cui parti sieno prive di 
punti comuni. Cio che si presuppone e soltanto l' esistenza di un 
polinomio (o;rnogeneo nelle caratteristiche di data dimensione 
d '€ld a coefficienti polinomiali nell' ordine e nel rango della 
curva, i quali sono caratteri che s' addizionano quando si con­
sidera la somma di due curve sghembe prive di punti comuni); 
polinomio che valga sia per curva irriducibili come per curva 
riducibili. 

Questo soltanto invero occorre per scrivere le equazlOlll 
funzionali, che a mano a mano bisogna integrare. 

L'esistenza di un polinomio siffatto consegue senz'altro dall'e­
spressione di ciascuna varieta 00 8-d di III mediante le varieta 
della base di dimensione 8 - d, atteso che l'espressione inerente 
aUa somma di due di quelle varietil e la somma delle ,espres­
sioni relative agli addendi. 

Cosi il calcolo compiuto in quella mia Nota resta fondato 
su basi del tutto rigorose, in quanto la conservazione del numero 
vien usata soltanto pel calcolo dei valori numerici di ¡.¡.i vi 
(i,j=0, ... ,8; i+j=8) e tale applicazione e legittima, perché 
si tratta di prodotti di condizioni pure; eppero, in ogni caso, 
di eondizioni pure (anchase non vogliamo attardarci a dimo­
strare che traUasi di condizioni addirittura irdducibili) (11). 

(") Mi riferisco qui al campo di validita del principio deila conservazione 
del numero, quele lo delimitai nel 1912 (Rendiconti del Circolo matematico di 

------_._._.-. ----_._-_ .. 
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3. Riferiamoci' p. es. al caleolo numerico di y8, Cioe del 
numero delle coniche appoggiate ael otto rette generiche Llello 
spazio av a2, , •• , as. Il sistema delle coniche appoggiate ad ai, 

sopra M, e rappresentato (birazionalmente, ma con eccezionf, 
che cadono su W) daun'ipersuperficie D,¡í, proelotto el'un S3 
per un S4 e priva dunque di punti multipli. E siccome quel 
sistema contiene CIJ 6 coniche degcneri di 1 a specie, cosi Q7 i in­
contra la varietaW, imagine delle coniche degeneri, in una 
varieta di dimensione normale. 

Analogamente, l'i:b.tersezione di l-V con un numero di va­
rieta D.7 i, minore o uguale ad 8, ha dimensione normale. Qtto 
07 i inoltre s'incontrano in un numero finito di punti, perché il 
sistema lineare a cuí esse appartengono totalmente non e com­
posto (12) e quei punti comuni son fuori di W, cioe sano tutti 
imagini di coniche irriducibili. 

Infatti non vi sono coniche degeneri di 1 a specie (ne quin di 
di altre specie, casi particolari delle preceelenti) appoggiate a 
8 rette date, perché, atteso che non vi sono rette appoggiate a 
5 o o piu rette generiche, una conica spezzata in clue rette ap­
poggiate ane 8 rette non potrebbe che esser formata da due 
retta appoggiate ciascuna a quattro di esse. Di coppie siffatte 
ve ne e pero un numero finito a due a due sghembe, per la gene­
ricita delle 8 rette date. 

o Il numero delle coniche appoggiate a 8 rette e stato piu 
volte calcolato: 

Vi sano 92 coniche (irriducibili) inconlranti 8 r,ette gene­
riche dello spazio (13). 

Questo risultato richede pero un'ulteriore critica, in ordine 
alle molteplicita d'inten,¡ezione in ciascuno dei punti comuni a 
queHe 8 ipersuperficie di M, allor,ché, applicando la I conserva­
zione del numero, si ricorre ad una specializzazione, de qucHe 
ipersuperfióe. Altrimenti non si e sicuri che il numero delle 
intersezioni (semplici) ottenute in corrispondenza alla ai gene-

Palermo). Veggansi pure, in proposito, le Memorie citate in (1) e le mie 
Lezioni, Introd1¿zione alla geomet¡'ia algebrica, Geomet¡'ia numerativa (Edizio­
ni universitarie Docet, fascicolo I e II, Roma, 1948-49). 

(lO) Ved, a chiarimento di cib la mia Nota di Salamanca citata in (11) , 
(la) LOROTH (Crelle, 1868); HIEltHOLZElt (Math, Annalen, 1870); SCHU­

BEltT (Kalkül, 1879), p, 95. 
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riche sia proprio 92 e non maggiol'e. Questa osservaZlOne non 
fu considerata (he poteva e85erlo), quando poco meno d'Wl se­
colo fa, íl problema fu trattato per la prima volta. 

Varrebbe la pena di completare la ricerca in tale direzlone. 
Ci limiter,emo a dar e una rapida indicazione d'un modo di cal-o 
colare v8, mediante convenienti specializzazioni delle ai' 

Si calcoli anzitutto il numero delle coniche appoggiate a 4 
rette e passanti per due punti. E' il valore numerico del simbo lo: 

Pr,endendo una dette 4 rette complanare coi due punti si trova 
facilmente che iI predetto numero e 4. 

Si calcolino di poi le coniche passanti per un puntoappog­
giate a 6 r.ette. E' il valore del simbolo 

Poniendo due delle sei rette in un piano col punto, si trova il 
valor.e 18. 

P.er calcolare finalmente v8 si pongano tre delle 8 reHe 
al> a2• ag su un piano a.. Si hanno aHora per ognuno dei punti 
al a2, a2 ag, ag al' 18 soluzioni. In tutto dunque. 54. Vi sono poi 
altre coniche, ma per tale specializzazione sono degeneri; e pre­
.cisamente spezzate in una retta b del piano a. e in una retta 
residua c. Poiché b non puo appggiarsi a piu di quattro delle 
r,ette a4,'"'' as, essa deve contenere una almeno delle traccie 
,delLe Q4,'"'' as su 0.. Se ne contiene una sola, p. es; la traccia 
di a4,' siccome b deve incontrare e, quella retta congiunge la 
detta traccia con uno dei punti dove a. e tagliato da una delle 
.due r,ette appoggiate alle a5, a6, a7, as. Si hanno cosi 10 solu­
.zioni.Se poi b congiunge le traccie di due delLe a, p. es. le 
tr,áccÍe di d4, aó, . su 0., allora e deve appoggiarsi a b e ad 
.a6' a7, as· 

Si hanno cosi (~) X 2 = 20 soluzioni. Il numero totale 

(14) Ved. p. es. la Memoria del 1940 citata in (1). 
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delle sohizioni contate e pertanto 

8 + 54 + 10 + 20 = 92. 

Ma resta da provare, come si e detto, che in ognuna eleHe 
imagini di tali soluzioni la molteplicita d'intersezione deBe spe­
ciali ipersuperficie considera te e 1. 

4. La base /-L, v delle caratteristiche semplici su ~, a pres­
cindere dalle coniche degeneri, ha per imag'ine la base 1, J delle 
ipersuperficie di M, a prescindere da W e dall"'imagine deHe 00 7 

coniche degeneri. Precisiamo le relazioni di passaggio Ida z: 
ad M, indispensabili anche per l'interpretazione deHe ~carát­
teristiche multiple. Sia N l'ipersuperficie di M ,rappre.sen­
tativa deHe, 00 7 coniche di ~ appoggiata ad una generica retta a 

di n. Efacile provare (con riferimento alla teoria dei connessi 
sviluppata nella mia Nota di Salamanca, 1950) che il connesso 
N ha sopra /-L gl'indici 2,1 rispettivamente nene bh e nene aij. 

Invero, a un generico punto P' di S' corrispondono nel conn1esso 
le 00 2 sezioni piane d'un dato cono r, appoggiate ad u, e eSSB 
son rappresentate in S da una coppia di piani, ossia da un'equa­
zione di 2° grado delle bh ; mentre, dato un generico punto P 
di S, ad esso corrispondono nel connesso le coniche sega te su 
quel piano dal sistema lineare degli 00 4, coni r passanti per u~ 

le quali son rappresentate in S' da un'equazione lineare nene 
aíj- Per tanto, sopra U: 

Se poi u varia e tende a una retta ü della stella 0, SL 

ottiene sopra U: 

perche le 00 7 coniche irriducibili appoggiate ael ü, costituis-· 
cono, in ~, il limite eleHe 00 7 coniche irreducibili appoggiate 
ael u. Il confronto eleHe due preceelenti equivalenze lineari, por­
ge W===21. 


