RESOLUCION GEOMETRICA DE LAS ECUACIONES
DE TERCERO, CUARTO Y QUINTO GRADO

por SEeeio SISPANOV, San Juan (Argentina)

. e, 1
Se sabe que mediante la sustitucién X =r—— A, la ecua-

cién completa de enésimo grado
fX)=Xn4+ A Xn 1L A, Xn2 4 .+ 4, X+ 4,=0
se reduce a la forma
zn gy xn 24, xn3 4. oy x4+ an_y; =0
en donde
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y el término con zn! desaparece. En vista de esto, nos limi-
taremos a considerar en adelante las ecuaciones reducidas.

§ 1. Para resolver la ecuacion cubica

23 +3a,x—2a,=0 (1)
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busquemos puntos de interseccién de las curvas

a a, >+t

p=y— 2 o y=01 (2)
4 t—a,x

siendo ¢ una constante. La primera de ellas es una hipérbola

con asintotas y=0 e y==x que se cortan en el centro O de

la curva (fig. 1). Su semieje real OA= l/2|a1| . (I/-.—‘Z:Fl) for-
ma con el eje OX el angulo de 112030’ o de 22030°, segtn
que sea positivo o negativo el coeficiente a,. La segunda cur-
va, es una hipérbola equildtera cuyas asintotas, paralelas a los
t
ejes coordenados, se cortan en el centro C (i ; ———) . El semi-
il !
eje real CB_-:VZ(t2—|—a13):|a1| forma con el eje OX el 4n-
gulo de 135°.

/ | ul x
e
4

A fin de encontrar las obscisas de los puntos de interseccion
M de dos hipérbolas, sustituimos en la primera ecuacién (2)
la expresiéon para y que nos da la segunda:

Fig. 1

p— a2+ 2y t—a,x
t—a,x a2tz

de donde

(g, @ —1). (tr+a?) + (te+a2)? —ay(a; 2 —1)2=0.
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Efectuando las operaciones indicadas y reduciendo térmi-
nos semejantes se obtiene

at.23+3a,2¢. 2 —a (12 —a®) =0

o dividiendo por a,t

a3
3 _ PRI p—
2 +8a,2—(1— 1) =0.
Para que la ecuaciéon obtenida sea idéntica a la propuesta
(1) hacemos
a8

t— —;-22(12

es decir

2—2ay,t—a3=0.
Las raices de esta resolvente cuadrada son
t=ay+4 Va2 +a;. (3)

Para hallar las ordenadas de los puntos M reemplazamos

en la segunda ecuacién (2) por su expresién que suministra la
primera:

sfi-ab=5)] =er s (-5)

0 bien
Yay—ty—a®) +(ty* +aly—a t)=0.
Efectuando las operaciones y simplificando por a; resulta

y3—t=0 de donde y:]yt—.
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La primera de las igualdades (2) nos da ahora

p=) t— = (4)

en donde t se det_efmina mediante la relacién (3).
En la féormula (4) que no difiere esencialmente de la de

Cardano, se puede multiplicar el radical%

j—y

A3 1 1 A
por c0_2( 1+iV3) ypormp.z( 1 LV3),
llegando asi a las expresiones para tres raices.

En el caso de una raiz real las hipérbolas I y II son rea-
les y se cortan en un punto real. En el caso de tres raices rea-
les la hipérbola II se hace imaginaria, pero, corta a la I en tres
puntos de abscisas reales. Las expresiones para z subsiste tam-
bién en el caso de ser a; =0, eligiendo ¢=~0.

§ 2. Para resolver la ecuacién cudrtica
wt—2a, 22 +4a,x—2a;=0 (5)

busquemos puntos de interseccién de las curvas

1, x24-2a-+-t
=_ (y24-2 — _— 6)
e=__(y+20y—F) e ¥y 3ot (6)
siendo
a, 1
= —a,’ B= E<t+'a1> (7)

y t cierta constante.
La primera es una pardbola con el -vértice

A [_é(aﬁ);_a]

[+
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y cuyo eje es paralelo al eje OX. (Fig. 2). La segunda curva
es una hipérbola cuyas asintotas z+a=9, r—2y+a=0 se
cortan en el centro CG(—a;0). El semieje real

chl/%(VEi1).|t_a2|

forma con el eje OX el dngulo de 58017’ o de 148017 (apro-,
ximadamente), segin que sea ¢ mayor o menor que a2, Si
t=a2, la hipérbola coincide con sus asintotas.

Tig. 2

A fin de encontrar las abscisas de los puntos de intersec-
ciéon M reemplacemos en la primera ecuacién (6) la incégnita y
por su expresién que nos da la segunda:

7 1 (x24-20z-+£)2 La 2?4203+t B]
20l 4(z+a)? z+-o

o0 bien

(#24+2ax+1t)2+4a(zto) (22 + 20z 41) —
—4B(z+a)2=8az (x+a)
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Realizando las operaciones y simplificando encontramos
a4 +2(t—2P) . 22+ 8a(t—B) .z +[i2+4 «2(t—B)]=0.

Con auxilio de las igualdades (7) vamos a tener

20,2
t—

al) =0.

Igualando los ultimos términos independientes de = en la
ecuacion obtenida y en la dada (5) llegamos a resolvente cubica

ot —2a, 02 +4ao+ B+

3—ay 24203t 4 2(ay?2 —ay a3) =0 (8)

que tiene por lo menos una raiz real.

Con el propésito de hallar las ordenadas de los puntos M,
se introduce en la segunda relacién (6) la expresién para z su-
ministrada por la primera:

_ ( y2+2ay—ﬁ)2+4a2( y2+20y—B)+4a2t
4o[(y*+20y—B)-+-207]

Y

o bien

(2 +2ay—P)2—4day (y?+20y+202—B) +
+4a?(y2+2ay+—B)=0.

Efectuando las operaciones y reduciendo términos semejan-
tes encontramos

yt—2By?+ B2 +402(t—B)=0.

Con auxilio de las igualdades (7) podemos escribir

20,2
12 B2 — "2
\y B) _al—t
de donde
o a;+t 2
y —_— 2 :F.a2 al—t .
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Pero conforme a la primera relacion (6) se tiene

y*—B
o +7.

xr—=

y por lo tanto
o :*:Val la,—t " al—[-t l/_—_

siendo f una raiz de la resolvente (8) distinta de a;.

La expresion obtenida para x no difiere esencialmente de
la formula de Ferrari. Combinando en ella los signos de las ma-
neras siguientes:

(++-) (=) (44, (=)
se obtienen las cuatro raices de la ecue;ci()n considerada (5).
§ 3. En el caso de una ecuaciéon de quinto grado
—b5a,23—10a,22+10a;2—4 a,=0 (9)

se buscan puntos de interseccion de las curvas

y=x24+tzx—2a0, y 2=

2ty?4-ay+283 (1 0)
Y+

siendo

a=1348a, t+10a,, B=a, 3 —a2t+2(ba;a,+ay)
y=812—a,, d=1tt4a,124+10a,t—2(8a,2—5a,)
(11)
en donde { es una constante arbilraria.
La primera de 1as curvas (10) es una pardbola cuadrada

con el vértice

Al—5t; ~——(t +8a,)
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y cuyo eje es paralelo al eje OY. La segunda curva es una cu-
bica de género hiperbdlico que tiene una asintota real z=21¢
paralela al eje OY. Otras dos asintotas y=1y, e y=1y,, siendo
%y € ¥y, raices de la ecuacion cuadrada y2+4yy+40=0, son para-
lelas al eje OX. Ellas pueden ser reales, imaginarias o coincidir.

Si se sustituye en la segunda relacion (10) la variable y
por su expresion que da la primera, resulta
(z—21). (22 +tx—20y)2+
+(yz—a).(x2+tx—2a;)+ (32—28)=0.
Efectuando las operaciones indicadas y reemplazando, lue-
go, las constantes a,B,y,d por sus iguales (11) comprobemos

sin dificultad que la ecuacién en z asi obtenida, es idéntica a la
propuesta (9), para cualquier valor de f.

Procediendo al revés, es decir, introduciendo la expresion
(10) para = en la expresiéon para y, tendremos

(y+2a) . (P2 +Yy+0)2—¢(y?+vy+3).(2ty2 +ay+2B)—
—(2ty2+ay+42pB)2=0.

Realizando las operaciones y haciendo uso de las igualda-
des (11) se llega a la ecuacién

y5'—5b1y3—‘10b2y2+10bgy_4:b4::0 (12)
en la cual
by=a,1?4+6ast+ (3a,2—4ay),

b2:a2t3+(3a12_4a3) t2+
+(18aa3+20a,) t4 (2,° +10 a2 — 2 a3),
b3:a3 i4_2 (2a1a2+a4) t3_a1(6a12—11 a3> t2—"
--2(8{112a2—5aza3—|—a104) t+

+2(8at—20a, 02— 8 a2 ay,+ 5 a2 —4aya,),



— 273 —

by=a,t5—ba,a;t4+50;(2a, a5+ a,) 3+
+5(2a14'—3a12a3+2(12a4) t2+

+ 10(*[113 ag — 5 aq dy g — 312 a, + a3‘04) L—

—2(9a;5—b50a;2 a2 — 30 a8 a5+ 25 a; 0,2 — 20 @y a5 a, — 2 a,2).

Se puede hacer desaparecer en la ecuacién (12) uno de los
términos intermedios, resolviendo una de las ecuaciones b,(t) =0,
by(£) =0, by(t) =0 que son de segundo, de tercero y de cuarto
grado, respectivamente. Es mis conveniente hacer

+ (183aya,+2a,) t+ (0,34+100,2 — 20, a3) =0, (14)

ya que, esta especiz de la resolvente cibica tiene por lo menos
una raiz real, si a,7/=0; y en el caso de ser a,=0 la ecua-
cion dada (9) tiene ya la forma deseable. Una vez hallada la
incognita auxiliar £, las demé4s igualdades (13) nos serviran pa-
ra calcular los coeficientes by, bg, b,.

De suerte que el problema queda reducido a la resolucién
de la ecuacién (12) que ahora puede representarse bajo la forma

Si b,/=0, se pone y=z. V]—bl—l y la relacién (15) se con-
vierte en

1

= $T8=a—bz ' (16)

siendo

a:T, b—_—' .
5612V’b1| by?

En la ecuacién (16) se tiene en cuenta el signo superior o
o inferior, seglin que sea b; positivo o negativo.




_oTa—

Si b;=0, se hace y=z y la relaciéon (15) toma la.forma
%— H=a—bz
en donde !

a=%b4, b=2b,.

-

Gaso 1°. b;>0. Los valores de z son abscisas de los pun-
tos de interseccion N de la pardbola w:—;— z5—2z3 con la rec-

ta w=a—bz que determina los segmentos

2y =" a—— W ——T7T—
A TN * B\ [b]

sobre los ejes coordenos. Existen uno, tres o cinco puntos rea-
les de interseccion (fig. 3).

Fig. 3

Caso 2°. b; <0. Los valores de z son abscisas de los pun-

tos de interseccién N de la parébola w;%~5»-|— 28 con la recta
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w=a—bz Los segmentos z, y w, que determina esta sobre
los ejes se encuentran por las férmulas precedentes. Existen uno
o tres puntos reales de intersecci6n (fig. 4).

W

T

%

Fig. 4

Caso 3°. b;=0. Los valores de z son abscisas de losApu'n—

. " . 1
tos de interseccion N de la parabola w=-—2z con la recta

w=a—bz que determina sobre los ejes los segmentos

20:%, wozé_b4.

5b
Existen uno o tres puntos reales de interseccién (fig. 5).

En el caso de raices multiples algunos de los puntos de in-
terseccién coinciden, convirtiéndose las secantes w=a—bz en
las tangentes a las parabolas I, II, IIL.

Una vez hallados los valores de z,<los valores correspon-

dientes de y se encuentran mediante la relacién y=z. V|61[
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en los dos primeros casos € y=z en el tercero. Luego, se cal-
culan los valores de 2 por la segunda de las férmulas (10).

Conociendo las raices reales se puede disminuir el grado
de la ecuacion dada (9) y,; resolviendo las ecuaciones de grados
inferiores, determinar las raices complejas, si tales existen. Ve-
mos, pues, que las tres determinadas curvas: I, II, III (figs.
3,4,5) completamente resuelven todas las ecuaciones reales de
quinto grado.

Fig. 5

§ 4. Se sabe que la ecuacién general de quinto grado en z
puede reducirse a la forma de Bring y Jerrard

Btz=r (17)

mediante la transformacién de Tschirnhausen determinada por
la férmula

r=0g ot 0y 08+ 0y 02 +Xg 2+ a,

Para hallar los coeficientes g, a;, t,, a5, @, es necesario ad-
juntar al dominio de racionalidad cuatro radicales cuadrados y re-
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solver una ecuacién cubica. La resolucién de la ecuacién cand-
nica (17) equivale geométricamente a la determinacién de los
puntos de interseccién de la paribola w=254-2z con la para-
lela w=r al eje OZ. Este método conduce a céilculos extrema-
damente largos y es aplicable solamente en los casos de que la
ecuacion general dada tiene una o tres raices reales, cumplién-
dose ademéas algunas condiciones muy especiales. En las de-
mas circunstancias el pardmetro r es complejo.

Otro método consiste en reducir la ecuacion general a la
forma

y8—10byy2 41063y —40,=0

lo que se consigue empleando el procedimiento expuesto en el
péarrafo anterior y necesita la resolucién de la ecuacién cuadra-
da b,(t) =0. Luego, se aplica el método de Gordan o se prac-
tica la sustitucién de Kiepert

Para encontrar las constantes X\ y p es menester resolver olras
dos ecuaciones cuadradas, con lo cual se llega a la forma cand-
nica de Brioschi y Klein

2511028 +45z2=r (18)

que se soluciona buscando puntos de interseccién de la parabola
w=261234452 con la paralela w=r al eje OZ. Los calcu-
los resultan menos penosos, pero el pardmetro r puede ser real
tnicamente en el caso en que la ecuacién general propuesta ten-
ga una sola raiz real. )

Si en las ecuaciones (17) y (18) la constante r=p-+gqi es
compleja, lo es también la incégnita z=u-vi. Separando
las partes reales de las imaginarias se llega a las ecuaciones
¢(u, p,q) =0, b(v;p,q)=0 de grado 25 con dos pardme-
tros independientes p y q. De suerte que los valores de u y de
v no pueden hallarse ni por tablas de una entrada, ni por pro-
cedimientos geométricos sencillos.

Resoluciones transcendentes indicadas por Hermite y Ja-
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coli necisitan algunos calculos complementarios, pero no solu-
cionan el problema del modo deseable, porque las tablas de las
funciones elipticas son de dos entradas, ya que dichas funciones
tienen dos argumentos: la amplitud y el moédulo. Vemos, que
son bastante restringuidas las condiciones en que las ecuaciones
candnicas dependan efectivamente de un solo parametro real.

El procedimiento geométrico, general y mucho maés corto,
se reduce a la determinacién de una raiz real de la ecuacién
cubica (14). Luego se calculan los segmentos z, y w,, toméan-
dolos por pardmetros més naturales. Desde el punto de vista geo-
métrico no es mas dificil trazar la oblicua w=a—bz que cons-
truir la paraleela w=r.

Cabe preguntar, sin embargo, si hay una transforma-
cién racional o irracional que permita siempre, resolviendo ecua-
ciones de grados inferiores, reducir la ecuacién general de quin-
to grado con una, tres y cinco raices reales a las formas cané-
nicas dependientes de un solo parametro real, y que tengan
respectivamente una, tres o cinco raices reales. Si existiese tal
transformacién, las ecuaciones canénicas asi obtenidas podrian
considerarse como diferentes casos de una operacidn algebrdica
fundamental. Las tablas de esta operacién dependientes de un
‘solo argumento real, nos permitirian con auxilio de la férmula
de transformacién, resolver todas las ecuaciones de quinto grado
de una manera andloga a la que la tabla de las raices quintas
resuelve ecuaciones binomias de quinto grado.



