SULLE CORRISPONDENZE FRA SUPERFICIE
DELLA VARIETA DI SEGRE

di M. VinrA e L. MUrAccHINI (a Bologna)

1. — Nelle nostre ricerche sull’applicabilitd proiettiva delle
trasformazioni puntuali fra piani, abbiamo avuto occasione di
osservare alcuni fatti relativi alle corrispondenze fra superficie
della V,di Segre (1). Fra questi vi & il risultato che espopiamo
nel n. 4.

2. — Premettiamo la nozione di omografia tangente d’ordine
k ad una corrispondenza puntuale fra due superficie e la no-
zione di direzione caratterisiica. . .

In uno spazio lineare (proiettivo) S, ad r dimensioni,
si consideri una superficie = e in un altro spazio S, sia pure
assegnata una superficie = e fra le due superficie =, = si
abbia una corrispondenza Y (2). Si possono sempre scegliere i

parametri nella rappresentazione parametrica di = in modo che

(*) TUna trasformazione puntuale fra duc piani & rappresentata sulla 7.
di Segre, immagine delle ‘coppie di punti dei due piani, da una superficie.
Per 1’impiego di questa superficie nello studio della trasformazione puntuale,
si veda: M. Vinra, Sulle superficie quasi asintotiche della V.2 di Sy che rappre-
senta le coppie di punii di due piani, Accad. Italia Rend., (7), 1,228-237
(1940) ; M. Viura, Sulle trasformazioni puniuali degeneri, Mem. Accad. Se.
Ist. Bologna, (9), 9, 19-26 (1941-42); M. ViLra, Superficie della V.® di Segre
e relative trasformazioni puniuvali, Mem. Accad. Se. Ist. Bologna, (9), 9,
71-82 (1941-42); M. Viwa, Trasformazioni quedratiche osculairici end una
corrispondenza puntuale fra piani proiettivi. I. Le proiettivitd caratteristiche,
Accad. Italia Rend., (7), 3, 718-724 (1942); II. Loro costruzione, Accad. Ita-
lia Rend., (7), 4, 1-7 (1943). Altri lavori verranno citati in seguito.

(®) Le funzioni.che intervengono nella .rappresentazione parametrica delle
due superficie s’intente che soddisfano a tutte le condizioni di regolaritid che
occorrono per le successive considerazioni analitiche.
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punti delle due superficie P,P corrispondenti in y siano dati
dagli stessi valori dei parametri.

Si dira che un’omografia  fra gli spazi S, S, & tangente
d’ordine k (tangente senz’altro per k=1) alla corrispondenza Yy’

“fra =, = nella coppia P, P di punti corrispondenti quando ogni
curva G tracciata su 2 e passante _per P viene mutata da Y e

da © rispettivamente in due curve G e C, che hanno in P un
contatto analitico d’ordine k (almeno e, in generale, esattamente
d’ordine k). Pud accadere che per curve G la cui tangente in P

ha una particolare direzione ¢ le curve C e C, abbiano in P
un contatto geometrico d’ordine supenore a k, in tal caso si
dira che la direzione ¢ tangente in P a X (ed anche la dire-

zione - tangente in P alla C) é ‘caratteristica relativamente alla
trasformazzione Y e alla omografia w.

‘3. — Sopra una superficie giacente sulla ¥, di Segre esiste,
in generale, un tritessuto di curve quasi-asintotiche vy,9,5(3).
Una corrispondenza puntuale tra due superficie appartenenti a
V, di Segre si dira che, in una coppia P, P di punti corrispondenti,
ha comportamento quasi-asintotico quando alle tangenti in P
alle tre vY;,5,3 per P fa corrispondere le tangenti in P alle ire.

Y1:2'3 per P(4)' .
Date due varietda V.V, di Segre appartenenti rispettiva-

(®) Quando una transformazione puntuale T tra due piani m , ® si rappre-
senta mediante una superficie della V7, di Segre, le coppie di curve earatteri-
stiche dei due piani corrispondenti in T, sono rappresentate da ecurva di ¥,
quasi-asintotiche 7,0,y (e inversamente). (Si veda: M. VILLA e G. Vaona,
Varietd quasi-asintotiche a pin indici e curve caratteristiche di uma trasfor-
mazione puntuale, Atti Accad. Naz. Lincei, Rend., (8), 8, 470-476 (1950).
Le curve earatteristiche, in generale, formano un tritessuto e i due tritessuti

caratteristici di =, r (che si corrispondono in T') danno dunque luogo sulla super-
ficie rappresentativa di I' ad un tritessuto di curve quasi-asintotiche 7y,,5.5.

(*) Si suppone che i punti P, P mnon abbiano comportamento s, per le due
superficie (Si veda: M. ViLia, Sull’annularsi in un punto della matrice je-
"cobiana di m funsioni in-n variabili, Acead. Ttalia Rend., (7), 3, 209-216 (1942),
Si esclude poi, per semplicity, eche P, P abbiano comportamento 6,3 per le
due superficie (Si veda: M. VILLa, Suille direzioni caratteristiche di una tra-
sformazione puniuale, Mem. Aeccad. Se. Ist. Bologna, (9), 10, 7-19 (1943);
M. ViLna, Varield quasi-asintotiche e trasformazioni puntuali, Ann. Univ.
Ferrara (nuova serie), 1, 17-21 (1951).
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mente a due spazi Sg,Sg, tra le omografie fra Sg, Sg verranno
considerate quelle che mutano V, in V, e inoltre che trasfor-
mano una delle due schiere di piani di V, in una prefissata
schiera di piani di V,. Questo insieme o016 di omografie s'indi-
chera con I (5).

4. —Cio posto, si ha: Una corrispondenza v fra due super-
ficie @, (]) situate rispettivamente su due varietd di Segre V., V4

di S, SB, in una coppia di punti corrispondenti P, P(6), pos-
siede al pit tre coppie di direzioni che sono caratieristiche in
relazione a qualche omografia tangente dellinsieme 1 (Se vy ha

in P,P comportamento quasi-asintotico tali coppie possono perod
essere infinite). Una omografia dell’insieme 1 tangente a y in
P,P di luogo al pit a due coppie di direzioni caratteristiche
(Se ¥ ha in P,P comportamento quasi-asintotico queste coppie
possono perd essere infinite).

Senza introdurre restrizioni, si pud supporre che le due

variets V,,V, coincidano ¢ che i punti P,P pure coincidano
(P abbia le coordinate 1,0,...,0). Le equazioni di ¢ siano

zo=1, zi=f(u,v), Tz=FfifsT=F1f0 To=Ffsfs Tg=fsfs

e quelle di ¢

zy=1, zi=o,(u, '0), L5 =01 Pg, Le=@1 Py, Ty =0y Py, Tg—Pp Py

(") Se V, rappresenta le coppie di punti dei due piani =;,m, e 7, le coppie
di punti dei due piani m,,m,, una omografia che muta ¥, in 7, si ottiene
assegnando una omografia Q, fra i piani ,;1 e un’omografia Q, fra i
piani m,, m,, ma si oftiene anche assegnando un’omografia Q fra i pianmi ﬂu'ff_z
e un’omografia O, fra i piani %,,7,. Si hanno quindi due insiemi di omografie
.che mutano ¥, in 7, ciasecuno costituto da_oo!® omografie. Se le omografie
di un ingieme mutano la 12 schiera di piani di V* nella 12 schiera di piani
di 7, le omografie dell’sltro insieme mutano la 12 schiera di piani di 7,
nella 22 gehiera di piani di V7, I & pertanto uno qualunque dei due insiemi
suddetti.

(%) Si suppone che sia regolare nella coppia P,P e che i punti P, P sia-
no semplici per ®,® e che in essi le ®,d non. abbiano comportamento g,,5, Nd com-

portamento g%, (si veda nota (4)). Escludiamo anche, per semplicitd, che le
tangenti in P (in P) alle 7,3 coincidano.
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dove le f,¢ sono funzioni di u,v e punti corrispondenti di ¢,
O sono dati dagli ‘stessi valori dei parametri u,v (i=1,2,3,4).
Si pud supporre che il punto P si abbia per u=v=0; le fun-
zioni f;,¢; si dovranno pertanto annullare per u=v=0. Si
pud ancora supporre che una delle omografie tangenti a y in

P,P sia l'identitd. Se gli sviluppi in serie delle funzioni f;, ¢;
nell’intorno di u=v=0 sono

fi== “(i)hk uh ok, == B(z)” uh vk,
By k>0 B k>0

per Vipotesi fatta dovra essere

oDy g =By, aldgy = pay,.

D’altra parte, non avendo QE comportamento 6,5 in P,

P, si ha

Ob(1)10 a2 )10 Ob(3)10 a(4)10

7-0. 7=0,

ally a()yy a(3)01 al®yy

Le o% omografie dell’insieme I che sono tangenti a y in
P,P mutano ¢ nelle superficie &' di equazioni (A parametri)

Zo=(14+XNf1+Xsf2) (1 +25fs+2Xafs)
gy =Ff1(1+Xsfs+Mafa)s  2a=Fa(14+Xsfs+ 2N fs)
a=fs(1+Mf1+refs), B=Fs(1+Mf1+2e]2)
Ts=f1fs Te=Ff1f x7:f2f3: zg="13f4

Consideriamo su ® la curva G per cui v=v(u) = Za,uh;
>0

le due curve E, C’ che si ottengono suﬁ—(), ¢ per v=v(u) avranno-
in P=P’ un contatto geometrico del 2° ordine se sono veri~
ficate le condizioni-:



1)
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Bfi)‘zo —al)yy 4 (B(‘i)n - “(i)n) a;+ “(i)m + “(i)m ay

+ (B(i)oz —ali)gy) a2 + (““"m +ald)y; ay) -

. {}‘i(“(i)m +a®yaq) + )‘j(“(j)lo + 0°(j)o1 a;)}

B g0 — alh)gy +.(BW; — alh)yy) oy + a5+ alh)yy ay
+ (B(h)oz - “(h)oz) a’+ (“(h)m + “(h)m a).

) @(h)m +ath)ygay) 4+ }‘k(“(k)m + atky; a4}

per i7=j=12 e hz=k=34.

Le condizioni (1) sono ire indipendenti nel coefficiente a,
che determina la direzione della tangente a G in P.- Uguagliando
a zero i minori estratti dalla (1) formati rispettivamente con le
prime due orizzontali e coen le ultime due orizzontali si otten-
gono due equazioni cubiche in a; E;,=0, E;,=0 le quali non
dipendono dai parametri A (che determinano I'omografia tan-
gente).

Se E,,=0, F;,=0 hanno una radice @, comune si
potranno determinare i parametri X in modo che essa soddisfi
anche l'equazione E,,3=0 che si ottiene annullando, ad esempio,
il minore formato con la 22 e 32 orizzontale. Pertanto la di-
rezione a; sara caratteristica per le omografie tangenti relative
ai valori dei \ che sono stati determinati. Non vi possono essere
pid di tre radici comuni alle E,,=0, E;,=0, a meno cho
esse svaniscano entrambe identicamente. Ma affinché cid avvenga
é necessario che in P la y abbia comportamento quasi-asintotico.
Infatti I'equazione cubica .che fornisce i valori di a, relativi
alle tangenti in P alle curve Y,q,3 di ¢ &

6y 4 alt)yy ag + aWge a2 oy 4 alt)y a,

a(2)20 + al2) 1181 + a®gp 0 D°(2)1o + al2)g; a4

F=

_ | #0404+ a®ge a2 04 aB)y ay —0
a@y0 4+ ald);; ay +a®pya,® a4 ald)y a;

e lanaloga equazione F—=0 relativa a ¢=0 si ottiene dalla
F=0 cambiando le o nelle B. Ora F—F=E, ,—E,,; quindi
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se E,,=0, E,;,=0, devono corrispondersi in y le tangenti in
P,P alle v,,, di O, ¢, ciop y deve avere in P,P compor-
tamento quasi- asintotico.

D’altra parte appare che, se Y non ha comportamento quasi-
asintotico in P, P, non si possono determinare le X\ in moda
che E,;=0 abbia pit di due radici in comune con E;,=0
e E;;,=0. Se E,,=F;,==0 (sicch® Yy ha comportamento
quasi-asintotico in P,P) esistono omografie tangenti dell’in-
sieme I per cui ogni direzione tangente in P (in —I_’) & carat-
teristica. :



