CONVERGENCIA, SEPARABILIDAD Y AXIOMA
DE ELECCION

por GREgorio KLIMOVSKY

El objeto de este trabajo es demostrar la equivalencia légica
entre el axioma restringido de eleccion y ciertos teoremas ele-
mentales sobre separablhdad y convergencia en espacios topold-
gicos. Se examinan también en él las condiciones en las que tal
situacién puede extenderse hasta convertirse en una eqmvaluncm
légica con el axioma de eleccidn.

‘Comenzaremos estableciendo la equivalencia légica de lOa
siguientes enunciados:

By: Todo espacio topoldgico (1) que satisface el sequndo azio-
ma de numerabilidad es separable.

Ey: En todo éespacio topolégico X que satisface el primer
aziomo de numerabilidad, para todo punto s que sea de
ycumulacion de un subconjunto A de X, existe unu su-
cesion en A ~{s} que converge a s.

Ey:  Para toda familia infinita numerable de conjuntos no va-
cios disyuntos dos a dos, existe un conjunto infinito in-
cluido en la unidn de los conjuntos de la familia y que
interseca a cada uno de éstos en un elemento a lo sumo.

E,: Para teda familia numerable no vacia de conjuntos no

(*) Salvo diferencias de detalle, las notaciones y definiciones relacionadas
con teoria de conjuntos o topologia son las de [4]. En particular, diremos que
un conjunto es ‘‘finito’’ si su cardinal es un nfimero natural, y que es ‘‘nu-
merable’’ si su eardinal es menor o igual que el del conjunto de los nimeros
naturales. 8i I es una familia, es decir, un conjunto de conjuntos, U F es la

unién de todos los miembros de F, o sea {X,,, aeF}en la notacién de [4];

-anilogamente para la interseecién de F, n T ‘‘Separable’’ se usa aqui, eo-

mo en [4], para indiear la existencia de un conjunto numerable denso en el
espacio. Dos conjuntos son “dlﬂ)untos” si su interseecién es el congunto
vacio,
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vacios disyuntos dos a dos, existe un conjunto incluido er
la unidén de los conjuntos de la familia y que interseca a
cada uno de éstos exactamente en un elemento.

E, es una forma del llamado «axioma restringido de =lec-
cién» o también «axioma numerable de eleccion» (2); se trata
de una afirmacion mas débil (3) que el axioma de eleccién pero
que, al igual que-éste ultimo, es independiente () y consisten-
te (5) respecto de los restantes axiomas de la teoria de conjun-
tos (6), siempre que éstos constituyan un sistema no contradic-
torio. E; es un enunciado aparentemente mas débil que E, (7);
de ahi el interés en probar que en realidad es equivalente a este
axioma. E, y E, son teoremas elementales de topologia gene-

(*) La denominaecién ‘‘restringido’’ parece deberse a Tarski (véase [9],
y también [1}, pdg. 51). La denominacién ¢‘numerable’’, usada cn relacién
con este axioma, se emplea por ejemplo en [6], phg. 512, donde ya se seiiala
la estrecha conexién que existe entre E, y ciertos tememns elementales de to-
pologia. Nétese que el ‘‘axioma de eleccién’’ comin dice lo mismo que el res-
tringido pero sin imponer limitaciones al némero cardinal de la familia no
vacia de conjuntos no vacios disyuntos dos a dos.

(®) Mostowski ha mostrado que el llamado ‘‘principio de elecciones depen-
dientes’’ es mis débil que el axioma de eleccién (es decir, no lo implica) [5];
pero, como observé Tarski [9], el principio de clecciones dependlentas implica
el. axioma 1est1mg1do de elecei6n, Este tiltimo mo ‘puede, por consiguiente, im-
plicar al axioma de eleceién. Ver [7], pig. 131.

(*) De acuerdo con los ya clisicos resultados de Fraenkel, Mostowski v
Mendelson, el axioma més débil de eleccién (para familias numerables disyun-
tag de pares mo ordenados) es independiente de la teoria de conjuntos cuando
ésta es consistente, no posee ninguna clase de axiomas de eleccibn —fuertes o
débiles—, y se acepta la existencia de infinitos objetos que no son conjuntos,
o la existencia de ‘‘conjuntos extraordinarios’’, De ahi sale la independencja,
en un tal sistema,, de las proposiciones ‘que implican .la forma més débil, in-
tre ellas el axioma 1estung1do Debe tonerse en cuenta que el problema de la
independencia del axioma de eleccién, o de sus formas débiles, es todavia un
problema no resuelto cuando se trata de ‘‘teorias puras’’ de conjuntos. Véa-
se [1], pag. 51. En estas discusiones, ‘‘independiente’’ quiere decir ‘‘no de-
mostrable a partic de los dem#s axiomas de la teorfa’’. La cuestién de la
independencia en el sentido de ser ademfs consistente con los restantes axio-
mas, cstd ligada a los resultados de Gddel (®).

(“) La consistencia del axioma fuerte de eleccién (existencia de una fun-
¢ién que a todo conjunto asigne uno de sus elementos) y, por lo tanto, la de
todas las formas débiles que de 6l se derivan, incluido el axioma restringido
de cleccibn, es un resultado clésico vélido para los sistemas usuales de teo-
ria de conjuntos, incluso en sus formas ‘‘puras’’. Ver Godel [2]. Se excep-
tiian sistemas como el de Quine, desarrollados en Rosser [6], en los que el
axioma de eleceién es falso —segin el resultado de [8].

(*) T.os sistemas usuales de fcorfa de conjuntos que aqui implicitamente
consideramos son los de Zermelo, Zermelo-Fraenkel, von Neumann-Bernays-Go-
del, sistemas sxmples de teorfa de los tipos, ete. Ver [3].

( ) Pues, segiin la nomenclatura adoptada méis adelante, E, afirma la exis-
tencia de ‘‘selectores’’ para una dada familia de conjuntos disyuntos dos o
dos, ain cuando ella sea infinita, mientras que B, s6lo afirma la existencia
de ‘‘seudo-selectores’’ para este dltimo caso.



ral (#), generalmente considerados como consecuencias muy par-
ticulares del axioma - restringido de eléccién; al resultar 14gica-
mente equivalentes a éste ultimo, se tiene que también ellos son
independientes y consistentes respecto de los demaés axiomas
de la teoria de conjuntos- —siempre bajo el ya mencionado
supuesto de que aquéllos constituyen  un sistema no contradic-
torio—. La equivalencia de E; y de E, con E, sirve también
para probar que -E; y E, son méas débiles que el axioma de
eleccion (3)." - s

Por otra parte, atin teniendo en cuenta el caricter elemental de
E; y E,, ¢l que ambos enunciados se impliquen mutuamente —es
decir, que desde el punto .de’vista logico expresen un mismo
estado de cosas— no constituye un hecho obvio que se encuentre
sefialado en el -tratamiento de estos temas.en los textos usuales
de topologia.

Para lograr nuestro cometido vamos a demostrar que E,
implica E;, que E; implica E;, que E; implica E,, que E,
implica E, y que E, ,implica E,.

E, implica E;. Sea T una familia numerable de conjuntos
no vacios disyuntos dos a dos. Sea s un elemento que no'per-
tenezca a U I, y pongamos X= UTF U {s}(?). Vamos a defi-
nir una topologia para X, estipulando que un subconjunto Y
de X es abierto en la topologia si y sélo si existe una subfamilia
finita G de F tal que Y=X~ UG (no excluyéndose el
caso en que G es vacio) o si Y es vacio. Es fécil verificar que la

(®) Véase, por ejemplo, [4], pigs. 49 y 72. Afiadido durante lal impresiém,
Ya en 1919,-W. SIERPINSKI, en un articulo titulado L’awiome de M. Zermelo
et son réle dans la théorie des ensembles et U’analyse y publicado en el Bull,
de 1’Acad. des Se. de Cracovie, Cl’ des Ee. Math. et Nat., Serie A, 1918, 97-152,
seiialé la equivaleneia l6gica entre ciertas formas débiles del axioma de elee-
cei6bn (por ejemplo, la que afirma la existencia de selectores para familias:
numerables disyuntas no vaecias de puntos de la’recta) y ciertos teoremas de
anilisis elemental. En particular, la equivalencia entre E, y F, es una ge-
neralizacién de uno de log resultados de Sierpinski para sucesiones conver-
gentes de nfimeros reales, generalizacién extendida a una familia muy amplia
de espacios topolégicos y establecida sin emplear las propiedades métricas de
la reeta. Ver [1], pAg. 65, de donde extraemos la referencia.

() En los sistemas de Zermelo, Bernays, ete., se demuestra la inexistencia
de un conjunto universal. De ahi que, dado un conjunto eualquiera, por cjem-
plo U 7T, la existencia de un elemento s que no esti en él puede siempre ga-
rantizarse. En los demds sistemas, si ' es infinita y su unién es -el conjunto:
universal, qufitesele uno cualquiera de sus miembros, obteniéndose una nueva
familia F’ cuya unién no serd ya el econjunto universal, La existencia de ‘seu-
do-seloctores’’ y de ‘‘selectores’’ para I’ implica obviamente la misma cosa.
para F.



— 56 —

familia Y constituida por tales conjuntos Y satisface la defini-
cién de «topologia», de donde (X,Y) es un espacio topoldgico.
Como F es numerable, la_familia integrada por.sus subfamilias
finitas es numerable (10), de donde Y resulta ser numerable.
Luego (X,Y) satisface el segundo .axioma de numerabilidad,
de donde «a fortiori» satisface el primero.

Por otra parte, si definimos A haciéndolo igual a X ~ {s},
se tiene que todo conjunto abierto contiene a s e interseca a
todo conjunto de F —salvo a un nimero finito de éstos tltimos
a lo sumo—, o sea que interseca a A; en otras palabras, s es
un punto de acumulacién de A. Luego, en virtud de la hip6-
tesis E,, existird una sucesién S cuyo dominio de valores 'estd
contenido en A ~{s}, es decir, en A, y que converge a s.
Noétese que el dominio de valores de S no puede ser finito,
pues, en caso contrario, como.dicho dominio de valores esti con-
tenido en A y A=UTF, todos los conjuntos de F -—menos
un numero finito a lo-sumo— no contendran puntos del mismo,
de donde se concluye la:existencia’ de un entorno de s sin pun-
tos del aludido dominio de valores de la sucesién (v. g., quitando
a X la uni6n de los conjuntos de F que contienen puntos ‘del
dominio), lo cual contradice el hecho de ser s punto de acu-
mulacion de A. Mas aun, razonando del mismo modo, puede
verse que los valores de S, atn cuando constituyan un conjunto
infinito, no pueden estar contenidos en la unién de sélo un nu-
mero finito de elementos de F. Esto permite definir por induc-
cién, a partir de S, otra sucesion T, del siguiente modo:
T(0)=S(0); T(n+1)=S8(i), donde i es el menor nimero
natural tal que, para todo j, 0=j=<n, S(i) no sea igual a T'(j)
ni esté en un mismo conjunto de F con T(j) —nétese que,
visto lo dicho acerca del dominio de valores de S, T'(n+1) exis-
te si los 7'(j), 0=j=n, existen— De aqui se tiene que T es
biunivoca, de lo cual resulta que el dominio de valores de T
es el conjunto cuya existencia se afirma en Ej, puesto que es
infinito, esta incluido en la unién de I y no fcontiene pares de
elementos distintos pertenecientes a un mismo conjunto de F.

E, implica E;. Sea, como antes, una familia F infinita

(*) Véase [7], phg. 41 Nétese que para estableceer este resultado mo se
emplea ninguna forma del axioma de eleceién, atin cuando se tome en cuenta
la ‘‘numerabilidad’’ del conjunto y no su ‘‘numerabilidad efectiva’’.
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numerable de conjuntos no vacios disyuntos dos.a dos, y sea
(X, Y). el espacio lopologico definido para X=UF, cuyos con-
Juntos abiertos son los conjuntos obtenidos quitando a X las
uniones de subfamilias finitas de F (entre ellas la familia va-
cia). El conjunto vacio también se considera abierto. Como el con-
junto de tales subfamilias es numerable, (X,Y) resulta satisfacer
el segundo axioma de numierabilidad. Por consiguiente, dada la hi-
potesis- By, debe existir un subconjunto S de. X, numerable y
denso en X. Los puntos de S no pueden estar .contenidos en
la unién de s6lo un numero finito de conjuntos de F, pues qui-
tando a X esa unién se obtendria un conjunto abierto sin pun-
tos de S, lo que contradice la densidad de S. De aqui résulta
ser S .un conjunto infinito, cuyos puntos estin en infinitos miem-
bros distintos.de F. Consideremos una enumeracion sg, sy, ..., 8, ...
de los elementos de S. Podemos definir por inducciéon otro
conjunto infinito numerable 7', con unaenumeracion ty,ty, ..., 1, ...
para sus elementos, poniendo t;=$,, ¥y 41 =S5; donde i es el
menor numero natural tal que, para todo j, 0<j=<n, s; no
sea igual a £j ni esté en un mismo conjunto dej F con #j. De:
aqui se tiene que T es el conjunto cuya existencia se afirma
en E,, pues es infinito, estd incluido en la uniéon de F y no
contiene pares de clementos distintos pertenecienles a un mismo
conjunto de F.

Ey implica E,. Sea I una familia cualquiera no vacia de
conjuntos no vacios disyuntos dos a dos. Diremos que un sub-
conjunto de U I es un «seudo-selector» de F  si interseca a
cada conjunto de- I en un elemento a lo sumo. Si, ademas, tal
subconjunto de U TF. no es disyunto con ningtn elemento de F,
diremos que se trata de un «selector» de F. E, afirma la exis~
tencia de selectores de F cuando ésta es numerable. Vamos a
considerar tnicamente el caso en que’ F es infinita pues, en
caso- contrario, la yerdad de E, se desprende del hecho de que
el axioma de eleccion es un teorema de la teoria general de con-
juntos cuando se aplica a familias finitas (11).

Al ser F infinita numerable, podemos .considerar una enu-
meracién cualquiera de F, es decir, una cualquiera de las co-
rrespondencias biunivocas entre F y el conJunto de los nime-
ros naturales. Para cada numero natural i, sea F; el miembro

(™) Ver [7] phg. 92, y [1] pﬁg, 49,



— 8 —

de I' que corresponde a i en la aludida numeracién, y sea
H;=x{Fj:0<j<i}. Notemos que ninguno de los conjuntos
H; es vacio, pues ninguno delos F; lo es(1?), y que para iz/=k,
H; es disyunto con H; pues los elementos de H; son funcio-
nes con dominio igual a {j:0=<j<1i}, mientras que los de H,
son funciones con dominio en {j:0=<j=<k}(13). Luego II,
la familia de todos los conjuntos H;, i niimero natural, es una
familia infinita numerable de conjuntos no vacios disyuntos dos
a dos. Por consiguiente, en virtud de la hipétesis Eg, debe exis-
tir un seudo-selector infinito M de H. Es fécil definir una
enumeracion para los elementos de M, pues a cada elemento
de M corresponde un tunico elemento de H al cual pertenece,
de lo cual resulta la existencia de una correspondencia biunivoca
entre M y una subfamilia de H que debera ser infinita y, por
lo tanto, numerable. Podemos entonces definir m, como aquel
elemento m de M para el que existe el menor nimero natural
i tal que meH;; y podemos definir m,; como aquel elemento
m de M distinto de todos los mj, 0<j=<n, para el que existe
el menor nimero natural i tal que meH; De este modo la
enumeraciéon de M queda establecida por induccién.

Para cualquier . par i,j de naimeros naturales, 0=<i=<
definamos ¥/ como la funcién con dominio en Hj y dominio
de valores en F; tal que, a cada elemento h de H; hace co-
rresponcer el elemento h(i) de F; —en olras palabras, dada
la definiciéon de Hj como producto cartesiano de los F;, 0 <i<j,
se tiene que @b/ es la .«proyeccion» de Hj sobre F,—. Sea ¥
la funcién cuyo dominio estd constituido por los niimeros na-
turales, que a cada ntimero natural n hace corresponder otro
numero natural b(n) tal que m, e Hy(n); la unicidad de  sale
del hecho de ser M un seudo-selector de H, y la existencia
de ¥(n) para cada nimero natural n sale de la infinitud nu-
merable de M. Obsérvese que, debido a la manera en que enu--
meramos M, b(n)=m para todo m. Podemos ahora definir una

() Nétese que, como antes, se emplea aqui el axjoma de eleceién para cl
caso finito, es'declr, un teorema de la teoria de conjuntos sin axiomas de eclec-
cién fuertes ni débiles ().

(®*) En particular, H, es el conJunto de todas las funciones con dominio

en {o} ¥y valores‘ en F,; de este modo H, y F, estin en una correspondencia

biunivoea obvia que, a cada elemento % de H, hace corresponder el elemento
h(0) de F, Sin embargo, si para formar la familia H reemplazamos H, por I,
la familia podria no ser de conjuntos disyuntos dos a dos.
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funcién f con dominio igual al conjunto de los niimeros natu-

rales y valgres en U F, que a cada numero natural n hace
corresponder el elemento’ @n¢ (7) (ms). De acuerdo a lo dicho
respecto de las funciones ¢ y b, la funcién f hace corresponder
a cada nimero natural i un elemento de F; De ahi se tiene
que si i/=j debera ser f(i)==f(j) —pues F; es disyunto con
Fj—, de modo que es biunivocd; el dominio de valores S de f.
resulta ser entonces un selector de F, ya que SCUF,S in-
terseca a cada conjunto de I en un elemento a lo sumo, pero
no es disyunto con ninguno da tales conjuntos, pues para todo
i, F; contiene a f(i).

E, implica E, y E, implica E,. La demostraciéon de I,
y de E; utilizando el axioma de eleccién es bien conocida, res-
tando sblo hacer notar que el emplec de tal axioma es innece-
sario, bastando usar el axioma restringido de eleccién. En el
caso de E, esto se debe a que, para comslruir la sucesién en
A ~{s} que converge a s, es suficiente considerar una sucesién
Ey,E,,...,E,, ... de entornos de s que constituyen una base local
en s (1¢), y definir a continuaci6n otra base local!Gy, Gy, ... G, ...,
donde G,=nN{E;:i=0,1,...n}, y Gn, =G, para todo ni-
mero natural n; para cada n se elige entonces un punto de
G, N (A~{s}). Pero esto ultimo exige admitir la existencia
de una funcién que, para cada nimero natural n, hace corres-
‘ponder un punto de G, N(A~{s}). En el caso de E;, es ne-
cesario considerar una hase numerable de conjuntos abiertos
04,04, ...,0n,... y —para construir el conjunto denso nume-
rable pedido— elegir un punto de O, para cada nimero natural
n; pero esto requierc admitir la existencia de una funcién que,
para cada nimero natural -n, hace corresponder un punto de
Op. La existencia de funciones tales es mera consecuencia del
principio segiin el cual, dada una sucesién cualquiera de con-
juntos no vacios Dy, D,,...,D,,... —no forzosamente disyuntos
dos a dos—, existe una funcién f con dominio en el conjunto
dé los numeros naturales tal que, para todo n, f(n)e¢D,. Fa-
cil es ver que tal principio es ldgicamente equivalente a E,. En
efecto, que el principio implica E, sale de que, si' F es una
familia numerable no ‘'vacia de conjuntos no vacios disyuntos dos

(*) BSucésién que existe pues el espacio satisface el primer axioma de nu-
merabilidad.
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a dos, y si Fo,Fy,...,Fy, ... es una enumeracion.de los miem-
bros: de F, entonces el selector de I' cuya existencia ise afirma
en’ Y, se obtiene identificdndolo al dominio de valores de una
cualquiera de las funciones con dominio en el conjunto de los
numeros naturales y tales que f(n)eF, para todo n, funciones
cuya existencia estid garantizada por el aludido principio. Reci-
procamente, si E, es verdadero, y si Dy, D,,...,D,,... es una
sucesiéon de conjuntos no vacios, entonces, definiendo para cada
numero natural n Fn=D,Xx{n}, sc obtiene una familia F
numerable no vacia de conjuntos no vacios disyuntos dos a dos:
la constituida por los F,. Si S es el selector cuya cxistencia se
afirma en E,, la funcién f mencionada en el principio en cues-
ttion se obtiene definiendo f(n)=¢ (SN F,), donde ¢ es la
funcién que, a cada conjunto unitario {(d,m)} constituido por
un par ordenado (d,m), hace corresponder el primer término
del par, es decir, d. Por consiguiente, como S n F,={(d,n)}
—por ser S selector de F—, ¢ {(d,n)}=d, de donde deD, y
f(n)=deD,.

Establecida asi la equivalencia entre nuestros cuatro enun-
ciados, surge el problema de si es posible particularizar los enun-
ciados E; y E, de modo que contintien siendo equivalentes al
axioma restringido de eleccién. Examinando el espacio topolé-
gico (X,Y) utilizado en la demostracién de que E, implica
E;, puede verse sin dificultad que se trata de un espacio. topo-
légico conexo, ya que, para que un subconjunto no vacio de X
sea- cerrado, es necesario y suficiente que sea la unién de una
subfamilia finitade F (o queseaigual alauniénde F); pero como
F es infinita tenemos que no s p051ble que X sea la unién de
dos conjuntos cerrados no vacios disyuntos. Por otra parte, como
Y es numerable, el espacio topologmo (X,Y) satisface el se-
gundo axioma de numerabilidad —segin ya indicamos antes—.
Ademas; el espacio (X;Y) es compacto (1%); para ello basta
notar que, si un abierto de la topologia contiene un punto de
algin . Ze¢ T, contiene todos los puntos de Z. De ahi se tiene
que, dado un cubrimiento de abiertos para X, considerando un
abierto J cualquiera del mismo y los' miembros de I’ no in-
cluidos en él, si se elige para cada uno de éstos Wltimos (12) un

(*®) En el sentido de [4], pdg. 135; el espacio no es fmzosamente de Haus-
dorf?. .
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miembro del cubrimiento que lo incluya, se obtiene un sub-
cubrimiento - finito. Por otra parte, la exislencia:.de un punto
como el s, que estd en todos los abiertos no vacios de la topo-
wgia Y, muestra que el conjunto. {s} es.denso en X, de modo

. que el espacio X es separable. Notese que, si se despa estudiar

el enunciado E,, o algunas de sus particularizaciones, sin pre-
suponer sus equivalencias con enunciados como E; —que fue lo
que hicimos en un comienzo, cuando demostramos que E, im-
plica E; sin conocer la relacién logica entre E; y E,—, no
podemos dar por sentado que el espacio (X,Y) sea separable
partiendo del hecho previamente establecido de que cumple el
segundo axioma de numerabilidad, pues eso es admitir E; como
verdadero. Todo esto permite establecer la equivalencia de E,
con el siguiente enunciado Ey’, utilizando, como antes, el es-
pacio topoldgico (X,Y) para establecer que E," implica E, (16):

Ey: En todo espacio topolégico X que satisface el segundo
axioma de numerabilidad, que ademds sea conexo, com-
pacto y separable, para todo punto s que sea de acumu-
lacion de un subconjunto A de X, emste una ‘sucesion en

A~{s} que converge a s.

El espacio (X,Y) no satisface ninguno de los axiomas
usuales de separacién; dos puntos de X que estén en un mis-
mo conjunto de I deben pertenecer a los mismos entornos.
Queda abierto el problema de si es posible mantener la equiva-
lencia con [E, imponiendo al espacio ,topologmo mencionado,
en E, (o en E,) alguna condicion fuerte de separacion, por
ejemplo, la de ser un espacio d3 Hausdorff o la de ser regular.
Nétrse que, si se modifica ligeramente la definicién de la to-
pologia Y, estipulandose .como abierto a cualqmer subcon]unto
de X que incluya a todos los miembros de F salvo un nimero
finito a lo sumo —con los que no es forzoso que sea disyunto—,
ademas del conjunto vacio, entonces el espacio resulta ser T,
ademés de conservar sus propiedades de- separabilidad, conexién,
compacidad y de satisfacer el segundo axioma de numerabilidad
(pues los que antes eran ablertos ahora también lo son, atn
cuando no sean todos los abiertos, y es facil verificar que cons-
tituyén una base en la nueva”topologia).

(**) La lmphcn,cxén de E, con E’, resulta de que E, nnphca E’, ]a de E.
con B’ resulta de que E, implica E’,.,
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Consideraciones paralelas a las recién efectuadas, pero apli-
cadas al espacio topolégico (X,Y) utilizado en la demostracién
de que E; implica Eg, 'llevaria a mostrarnos que éste es co-
nexo y compacto. Efectuando, como recién, un cambio en la
definicion de la topologia Y, -permitiendo considerar como
abiertos a todos los conjuntos que incluyan a casi todos los con-
juntos de F —es decir, todos salvo un numero finito a lo su-
mo—, entonces el espacio resultaria ser un T, (no existe ahora
un punto como el s del ejemplo utilizado en la demostracin
de que E; implica Ey, que estaba en todos los conjuntos abier-
tos). Ello permite demostrar la equivalencia de E, -con el si-
guiente enunciado E’, utilizando, como antes, el nuevo espacio
topolégico (X, Y) para establecer que E,’ implica Ey’ (16):

E/: En todo espacio T,, conexo y compacto, que satisface el
sequndo axioma de numerabilidad, existe un conjunto den-
so numerable. :

Como en el caso de E, y Ey, queda abierto el problema
de si puede mantenerse la equivalencia de E, (o de E;’) con
E, imponiéndose condicionss severas de separacién, por ejem-
plo, la de que el espacio sea de Hausdorff o regular.

Surge ahora el problema de generalizar los enunciados E, y
E, de manera que lleguen a ser equivalentes al axioma de elecci6n.
Con este fin, vamos a mostrar que éste tltimo es légicamentte a
cada uno de los dos siguientzs enunciados: A

F,: En todo espacio topoldgico conexo (17) existe un subcon-
junto bien ordenable denso en el espacio.

F,: En todo espacio topoldgico, si s es un punto de acumu-
lacion de un subconjunto A del espacio, existe una red
len A~{s}, definida sobre un conjunto dirigido bien
ordenable, que converge a s.

(*) La exigencia de que el espacio sea conexo es esencial para no triviali~
zar el problema. Pues, si consideramos el espacio disereto construido sobre un
conjunto cualquiera, el Gnico subconjunto denso en el total es precisamente el
Ppropio espacio, el que deber4 ser bien ordenable si se admite que algGn subeon-
Jjunto denso (en este caso, ol Gnico posible). debe ser bien ordenable,
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Un conjunto dirigido (D,=) se dird bien ordenable si D
es un conjunto bien ordenable. Que el axioma de eleccién im-
plica a F, tanto como a F,, es un hecho bien conocido de to-
pologia elemental (18)." Las implieaciones inversas, que cons-
tituyen una generalizacion de los resultados establecidos- mas
arriba, muestran que F; y F, son légicamente equivalentes en-
tre si, lo que no se advierte en' el tratamiento habitual de estos
teoremas, y que son independientes y consistentes respecto 'de
los restantes axiomas de la teoria de conjuntos (%), ().

Fy implica el azioma de eleccion. Supongamos que X sea
un conjunto no bien ordenable. Sea Y la familia integrada por
el conjunto vacio y por todos los conjuntos de la forma
X~Y, donde Y es un subconjunto bien ordenable de X.
Como la interseccién de una familia cualquiera de conjuntos bien
ordenables es bien ordenable y la uni6n de dos tales conjuntos tam-
bién lo es, la familia Y resulta ser una topologia para X (1%). En
virtud de la hipétesis F;, aplicada al espacio topolégico (X, Y), de-
bera existir un subconjunto D de X, denso en el espacio, y bien:
ordenable. D no puede coincidir con X, debido a nuestra hi-
potesis acerca de la inexistencia de buenas ordenaciones ipara
X. Luego X~ D no es vacio, de donde, debido a nuestra de-
finicién de la topologia Y, resulta X~DeY. Pero entonces
tenemos que D es disyunto con un conjunto abierto —con
X~D—, lo cual contradice la densidad de D. FEllo muestra
que nuestra suposicién acerca de X es falsa, de lo cual resulta
que X es bien ordinable. Como X es :cualquiera resulta que
todo conjunto es bien ordenable, lo cual es equivalente al axio-
ma de eleccion.

F, implica el axioma de eleccion. Sea A un conjunto no
bien ordenable, y s un elemento que no pertenezca a A. Pon-
gamos X=A U {s}, y definamos Y como la familia integrada
por ¢l conjunto vacio y por todos los conjuntos de la forma

(*) Para demostrar I, hasta elegir un punto de 4 para cada conjunto abierto
que contenga a s. Pues tales conjuntos, estfn dirigidos por ¢ , y constituyen
una familia bien ordenable si el axioma de eleccién es vhlido. I, es obvio,
pues. todo el espacio seri un conjunto denso bien ordenable, si el mencionado
axioma es cierto.

(*) El espacio topol6gico que asi se obtiene es conmexo, ya que lo contrario
implicaria la posibilidad de dividir al conjunto X, que no es bien ordenable,
en dos subconjuntos no vacios disyuntos, cada uno de ellos bien ordenable.
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X~Y, donde Y es un subconjunto bien ordenable de. A. Co-
mo - antes, facil es ver que, Y es una topologia para X. Gomo
A no es bien ordenable, todo conjunto abierto interseca a 4,
y como todos ellos contienen al punto s, resulta ser s .punto
de acumulacién de A, o sea, de A~{s}. En virtud de.F,, debe
existir una red (S,=) en A~Js}, que converge a s, tal que
el dominio de S sea bien ordenable. Observemos que, si
el dominio de.una funcién es bien ordenable, ¢l dominio de
valores también; para ello, basta hacer notar que, si a cada
elemento 2 del rango hacemos corresponder el menor elemento
¢(xz) del dominio —en una dada buena ordenacién de’ éste ul-
timo— tal que S (¢ (2))==, y si, para dos valores a y b po-
nemos a<b si'y sélosi pa=<ob en el dominio, entonces la
ordenacion obtenida para el dominio de valores de S es una
buena ordenacién. Pero, si llamamos T a dicho dominio de
valores, como. T©A,X ~T no es vacio y es..un entorno de s.
Pero este entorno no contendra valores de S, lo cual contradice
que la red converge a s...Luego, no.puede existir tal conjunto
A no bien ordenable, y el axioma de eleccién es valido.

Si se intenta particularizar los enunciados F; y F,, man-
tenicndo su equivalencia con el axioma de eleccion, pueds no-
tarse que el espacio. topologlco utilizado en:la demostracién de
que [y implica el axioma da eleccién es T'y; ello resulta de que
los conjuntos unitarios son bien ordenables, es decir, cerrados
en la topologia. En cuanto al espacio utilizado .en la demostra-
cién de que F, implica el axioma, se tiene que es conexo pero
no T, pues s ecstd cn todos los abiertos (20). Ello permite es-
tablecer la equivalencia del axioma de elecciéon con los dos rsi-
guientes enuncmdo

Fy: En todo. espacio topologwo que sea, T, y conezo,. exisie
un. subconjunto bien ordenable denso en el espacio.

Fy: En todo espdcio topoldgico T,, conexo y separable, si s
© es un punto de\acurmulacion. de un subconjunto A del es-

(®) Pero el espacio es T, pues, dados dos puntos diferentes, como uno de
ellos.no es.s su complementario.en el total es.un abierto que contiene al otro.
Ademés,- el espacio -es separable puea el conJunto umtauo {8} estih. 1ncluido-
en todosn los abiertos. TP . ¥
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pacio, eziste una red en A~ {s}, definida sobre un con-
junto dirigido bien ordenable, que converge a s.

Queda abierto el problema de si la equivalencia con el axio-
ma de eleccién se mantiene imponiendo condiciones de separa-
cién mas sevcras, como ser la de que el espacio sea de Haus-
dorff (21) o normal. De igual modo, cabe préguntarse si F,’ se
hace més débil que el axioma de eleccién si se impone al espacio
la condicién de ser compacto.
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