: '015ERAGIONES‘ POTENCIALES GENERALIZADOS
' Y SUMAS ORTOGONALES

por MISCHA COTLAR
(Instituto Mateméftica, Buenos Aires)

Esta ponencia es un resumen, sin demostraciones, de resul-
tados y problemas referentes a una generalizacién de los opera-
dores potenciales (*). Algunos de los enunciados son poco precisos
j explicitos por tratarse de resultados no definitivos, cuyas de-
mostraciones estdn atn en elaboracion.

Sea LP(En) el conjunto de las funciones medibles f(x)
definidas en el espacio euclideo Er={x} tales que

1/P

o =ife={ [ 11 Pde] "<e @
- En
donde z=1{§,...5,}, y dc=dE,...dE, es la medida de Le-
besgue. Se dice que h=Tf s un operador de fipo (p,s), o
més precisamente de tipo (LP(En),Ls(Em)), si T hace corres-
ponder a toda funcién f de LF(Er) una funcién h de Ls(Em)
de modo que

IR ]lstm) < M |1, 2y

siendo M una constante fija independiente de f; el minimos M
para el cual vale (2) es la norma de T. Para toda funcién k
definida en Em y todo a>0 sea D(h;a) la medida (m-dimen-
sional) del conjunto E, de los puntos donde |h(z)|>a. Si
s<o, se tiene evidentemente (||k||)s=as |E,|=0sD(h; a). Lue-
go si se verifica (2) entonces con mdis razén se verifica

D(h, a) = (Mllf1lo/2)*, (2a)

pero no reciprocamente. Por eso, si s<o, diremos con Zyg-
mund [1] que T es de tipo débil (p,s) si se verifica (2) para

*) Las cuestiones aqui resumidas han sido tratadas detalladamente en
seminarios en el Instituto MatemAtico de Buenos Aires y en la Wéashington
University de Saint Louis en 1958 y 1959. (Ver [8]).
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todo a>0 y toda f de LP. Si s=oe, entonces por dafinicién
tipo débil (p,s) es lo mismo que tipo (p,s). Si T es dz tipo
(o tipo débil) (p,s) se dice también que T es de tipo P donde
P es el punto del plano de coordenadas (1/p,1/s); si p,s=1,
entonces P es un punto del llamado cuadrado de los tipos. Los
puntos de la diagonal principal d, de este cuadrado se caracte-
rizan por la condicion p=s, y los de la otra diagonal d’ por
la condicién 1/s+1/p=1, es decir s=p'=p/(p—1). Analo-
gamente se define el tipo (LP(D,),Ls(D,)), donde D,=En,
D,,cEm son conjuntos acotados.

Dado un operador T uno de los problemas fundamentales
que se presentan es determinar los puntos P tales que T es de
tipo P. Aqui consideraremos este problema para el caso cuando
T es un operador potencial de M. Riesz, o integral fraccionaria,
de orden Y(*):

Tf=Fu(e)=cu | 1) lo—thdi=fulii, (@)

E’I

0<y=n, eyn=D((n—7)/2)/=22Y T(1/2).  (3a)

Més atin consideraremos operadores potenciales generalizados
cuya definicién pasamos a dar. Para explicar el origen de esta
definicién recordaremos antes como se definen las transformadas
de Hilbert n dimensionales, cuya teoria estid intimamente vin-
culada a la de los operadores (8). La transformada de Hilbert
ordinario o 1-dimensional, corresponde al caso n=1, y=0, en
(3), y se define como

701— If( ) dé=f*(1/t) = f*Noy (4)

siendo esta integral singular definida como valor principal (cfr.
[2],[8]). Observemos que el nicleo N(t)=Ny(t)=1/t estd ca-
racterizado (salvo constante) por las dos propiedades siguientes:
N(at)=at N(t) para todo a>0, y la integral de N extendida
al conjunto 1< |t|<2 es nula. Por eso para. n>1 la trans-
formada n-dimensional de H1lbert se define ([ ] [5]) como

(*) TUsaremos notaciones vectoriales: m+J = (&1 F Ny bt ), (B9) =
producto escalar de =z,¥; |#|*= (#,w); * indicar4 el producto de convolucién.
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fon=f#Ng, donde N=N,, es un nicleo tal que N(az)=a™m
N(z) para todo a>0, y todo « de E=, y la integral de N
extendida al anillo 1<|z| <2 es nula. Si Z={z'} es la es-
ra unitaria de E", si para todo z es 2'==z/|z| y si w(a') -es
la funcién definida en = por w(z’)=~Ng,(2’), entonces

fon=F#Nop, Non(z)=w(’) |z|™, (4a)
y la integral de w sobre = es nula. w(z’) se llama caracte-
ristica del operador (4a). Hay pues tantas transformadas de
Hilbert en E» como funciones w(#’) ‘con integral nula, mien-
tras que en FE! hay esencialmente una sola transformada de
Hilbert.

Llamaremos operadores de Hilbert generalizados[6] a. los
operadores Hg,f=fK,, cuyo ntcleo verifica la propiedad
homogénea solo para un valor de a, pongamos a=2: K,,(2z) =
2 Ko, (), siendo ademés nula la integral de K, extendida
al anillo 1< |x|<2.K,, queda determinado por sus valores en
1<|z|<1: si k(z)=K,, en 1<|x|<2 y cero en los demds
¢, entonces Ky,(z)=2"__ 2 nik(2-x), siendo nula la integ-
gral de F.

Volviendo a los operadores (3), observemos que su nicleo
N=Ngy=|z|¥" verifica N(az)=a¥"N(z) para todo a>0.
Llamaremos pues operadores potenciales generalizados[7] a los
operadores de la forma

HYnfz 'f*[(‘yn,: 0<Y§n: (5)

cuyo nicleo verifica la propiedad homogénea solo para a=2:

Ky, (2z) = 2 Ky (). (5a)
Poniendo k(z) =Ky, en 1<|z| <2 y nulaenelresto, tendremos
Kyp(z) = =", 2((r—n)i k(2-i z). (6)

Si y>0 la integral de k(z) no necesita ser nula, més bien es
k=0. Poniendo k;=Fk;(x)=20"n)ik(2-iz) | podemos escribir
Ky(z)=2"_ k), Hynf=2"_ofxk, (6a)

(x) se llamara . nticleo generador y los k; nicleos generados.




—115—

por k. En el caso de los operadores de Hilbert ordinarias el ni-
cleo generador verifica las condiciones siguientes: a) k(z) es
nulo fuera de |z| <2; b) k es integrable con integral nula; c)
k(x)eLip(1,1), es decir |[k(y,y)<oe, donde |[kll(py) (*) es la
minima constante ¢ tal que |k(2+ h)—k(z)(,<c|h|Y. Por eso
también en el caso de los operadores H,, generalizados impo-
nemos al nicleo generador las condiciones a)-c). Entonces los
ntcleos generados verifican la condicién b) y las: a;) k; es
nulo fuera de |z|<2; ¢;) |k;ll(1.1)=2-ic. Analogamente al nui-
cleo de Hy, le imponemos las siguientes condiciones, que se ve-
rifican -en caso de los operadores (3) ordinarios: a’)k es nulo
fuera'de 1< |x|<2; b')k es >0 e integrable; ¢’) ke Lip(1,1).
Entonces los, niicleos generados verifican: a;) k; es nulo fuera de
2i< || <2t b |kl =2 e; ef) Ikl ng) = 20 Nic.

Llamaremos operadores potenciales generalizados x a los
operadores de la forma Hy,f=X="__fxk;, donde {k;} es una
sucesién cualquiera de nucleos que verifican a/)-¢/). En par-
ticular, para y=0, tendremds los operadores de Hilbert gene-
ralizados *. Més atn, las condiciones a;)-¢;) implican (ver[6])
que los k; son casi ortogonales en el sentido de que

Wi keilly <2-ie, si j>0. (7)

Andlogamente a;)-c¢;) implican (ver [8], cap. 2) que los k; son
casi ortogonales en norma (1,2Y), es decir

i % kil qoyy =27 e;  (j>0). (7a)

Diremos que un operador Hy es una suma y-ortogonal si
Hy=i=Z"__fxlk;, y los k; verifican (7a). En particular los
0O-ortogonales son los que verifican (7). Asi pues los operadores
potenciales generalizados con caso particular de los generali-
zados *, y ‘estos casos particular de las sumas y-ortogonales.
Para destacar el ‘sentido de estas generalizaciones observemos
que mientras en las transformadas de Hilbert los valores del
nicleo Nyn pueden .eligirse arbitrariamente tan sélo sobre
la superficie esférica .3, en las transformadas de Hilbert
generalizadas los valores del nucleo K,, pueden -elegirse ar-

(*) Estosiy=1 8iy> 1,7=7+1",1 = entero, 1" < 1, decimos que &
e Lip (p, 7) si k tiene derivadas absolutamente contfnuas hasta el orden '
y la derifada de orden 7' pertenece a Lip (p,1").
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bitrariamente en la esfera sélida |z|<<2. Por eso las transfor-
madas de Hilbert generalizadas forman una familia mas amplia e
incluyen también a los operadores del tipo de Fejer o ergédicos
(ver [6]). Mucho mas amplia atn es la familia de los operadores
generalizados * donde tenemos infinitos nucleos arbitrarios k;
que deben verificar a;)-c/). Resulta que las propiedades basi-
cas de los operadores potenciales ordinarios valen también para
los generalizados *. Méas atn, una parte de las mismas (que
corresponden al caso s=p’) valen para las sumas y-ortogonales.
Pasamos a resumir estos hechos y algunos problemas que se les
vinculan.

A) Calderén y Zygmund probaron (extendiendo a En re-
sultados clasicos de E!, debidos a Privalov, Lusin, M. Riesz y

Kilmogorov[9]) que la transformada de Hilbert fon existe como
valor principal para toda feLP,1<p<o, y que el operador
correspondlcnte es de tipo (p,p) si 1<p<o, y de tipo débil
(1,1),[4]. O sea los operadores de Hilbert son de tipo p para
todo punto P interior de la diagonal dy=A,B,, siendo de tipo
débil en el extremo Bo=(1,1). Todos estos resultados valen
también [6] para los operadores de Hilbert generalizados *. Mas
aun, si p=2 ellos valen también para las sumas 0-ortogonales
(p=2 corresponde a la interseccién de dy con d’) (*). (Cfr.
Nota.I). Para nosotros es de especial inlterés el siguienle

Problema 1. Determinar para que otros valores de p,
p7/=2, son las sumas O-ortogonales de tipo (p,p), o de lipo
débil 1, y si es posible generalizar el concepto de 0-orlogona-
lidad de modo que esto valga para todo p.

E. Oklander estd considerando[10] algunas aproximaciones
al problema 1, usando la siguiente fé6rmula que generaliza la ex-
presién clasica del radio espectral: si T es un operador en LP,
si (Tf,g)=(f.Tg) para todo par de funciones elementales,
entonces |T||=lim ., (|Ty])¥s donde s=1+rp’, y Tyf=
T{[T(|Tf/P-* sgn f]P"-1 sgn f}. Férmulas andlogas valen en el
caso general de operadores de LP en Ls.

Para las cuestiones indicadas en E), I), y otras, puede resul-
tar Gtil considerar sumas O-ortogonales continuas, dependientes de

(*) Aprovechamos la oportunidad para corregir una errata de [6] que
puede indueir a confusiones: al comienzo de la fltima linea de la phgina 47,
falta la palabra ‘‘luego’’, .
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un pardmetro continuo i€ Em: Sea k(z)=k(t,x),te Em,ze En,
una familia de nucleos tal que ||k, * k4|, < M2e~1+sm; ‘entonces

la suma continua (integral) Hf=fx (j ky(x)d,p ) (r=me-

dida de Radén) es convergente para toda f y representa un ope-
rador de tipo (2,2). A estos teoremas sobré sumas 0-ortogona-
les se les puede dar una gran generalidad (cfr.[8], capitulo 2).
Por ejemplo vale el siguiente teorema. Sea V(a)=0 una fun-
ci6n decreciende de a >0, W(a, b) una funcién creciente en a >0,
y b>0, p una medida en Em, y {x,y} la medida-p de la es-
fera de centro x y rado |z—y|. Teorema: Si a cada z de
En est4 asignado un operador hermiteano T'(z), si para cada z,y
los operadores T(z),T(y) permutan y verifican |[W (T (z); T(y))|
=V({x,y}), entonces

J T() dp ” < JV—l (W (a, a)) da.

En

Si  V(a)=es1, W(a,b)=ab, V-1(a)=1+loga/loge, p=
medida discreta, obtenemos el teorema de las' sumas ortogonales
B) Hardy y Littlewood (para n=1,[12]), Sobolev y Thorin

(para n>1,[18],[14]), probaron que el operador potencial Fy,
dado por (3), es de tipo (LP(Em), Ls(Er)) para todo p,s tales
que 1/p—1/3=v/n, Y/n<1l/p<1. O sea el operador (3) es de
tipo P para todo punto interior del segmento dy que se obtie-
ne trasladando d, en y/n. Olras demostraciones de este teorema
fueron dadas por Stein-Weiss[15] y Du Plessis [16]. Zygmund
probé [1] que este operador es de tipo débil (1,n/(n—¥)), o
sea de tipo débil en el extremo B de d,. Si EmcEn, y sien
(8) hacemos ¢ varian en E* y x en Em, entonces el operador
(8) hace corresponder a funciones f(t) definidas en E» funcio-

nes 77,, definidas en Em, de modo que cabe preguntar para
que p,s este operador es de tipo (LP(E,),Ls(Em)). Sobolev
[4a] probo que el operador (3) es de tipo (LP(Em), Ls(Em)) si
1/p— (m/n) (1/s)=v/n,y/n<1l/p<l,m<n<m-¥, o sea de ti-
po P para todo punto interior al segmento dy, que se obtiene
totando dy -con pendiente m/n. En realidad Sobolev prob6 un
resultado mucho mas débil, suponiendo que el operador se con-
sidera sobre dominios acotados (es decir ¢, y @, wvarian en (3)
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s6lo en dominios acotados y no en todo el espacio), y que P
estid encima de dyn estrictamente, y propuso como problema el
resultado que acabamos de enunciar. El problema fue resuelto
por 1lin[17] (ver también Smolitzki[17a]). Sin conocer el trabajo
de Ilin, Panzone y el autor[7b], (cfr.[7a]), obtuvieron el mismo
resultado por un método diferente que se aplica a situaciones més
generales, probando ademéis que el operador es de tipo débil
(1,m/n—Y) en el extremo del segmento. La misma situacién

se presenta si Em2Er, Si f y fy, son considerados sobre do-
minios acotados DrcEn, D,,cEm (de modo que la integral en
(3) se extiende solo a D,) entonces, segun lo probaron Sobolev
y Kondrachiev[15a], el operador es de tipo P para todo punto
situado sobre o encima de dy,; ademds si P esti estrictamente
encima de dy,, el operador es también completamente continuo
(compacto); finalmente si 0<1/p<y/n entonces el operador
(3) actua de LP(Dn) en G(Dp,) y es compacto (cfr. Nota 2).

Todos estos resultados de Thorin, Zygmund, Sobolev y Kon-
drachiev valen [7], [Ta], [7Tb], para los operadores potenciales ge-
neralizados % Hy,, Q<Y=n. Estos resultados valen para sumas
y-ortogonales si 1/p+1/s=1 (es decir si P estd en la inter-
seccion de dy con d’), y se puede extender un poco mas el do-
minio de los p donde estos resultados subsisten.

Problema 2. No sabemos si para sumas -y-ortogonales
estos resultados valen para todos los p, y cual es el campo de:
su validez; falta ademés aclarar la compacidad del operador.

C) De los resultados de B) resulta en particular que si fe LP,

entonces ?‘m es integrable sobra todo compacto, luego la integral.
(8) converge para todos los x salvo conjunto de medida nula..

Méas atn si m<n<m+Y/p y EmcCE,, entonces ?Yn pertznece:
a cierto Ls(Em) y por tanto los puntos donde la integral (3)
no converge forman conjunto de medida nula m-dimensional en-
todo subespacio Em (y esto es mucho més que decir que es de
medida nula n-dimensional). Consideremos ahora los puntos de-
divergencia contenidos en un conjunto m-dimensional pero no si--
tuado en un mismo subespacio Em (por ejemplo, un conjunto.
contenido en una suma numerable de superficies m-dimensionales,
m<lh). Como se sabe, para tales conjuntos conviene usar las.
medidas fraccionarias de Hausdorff o la nocién de capacidad..
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Recordemos que un conjunto compacto BCE tiene vy-capacidad
nula si paratoda medida de Radén [ tal que p(B) >0, p(E—B)=0
se verifica [fiy(z)|, =, donde fiy=px |z|¥~n. Du Plessis[16]
prob6 el siguiente teorema: Si yY/n<1/p,p>2 y si fe LP(E")
entonces los puntos z en que la intagral (8) no converge for-
man un conjunto de Y'-capacidad nula, para todo Y >n—7yp;
si 1=p=2, entonces este conjunto es de (n—y p)-capacidad
nula. Introduciendo la nocién de capacidad respecto de nicleo
generales Ky,, el teorema de Du Plessis se extiende[7] a los
operadores potenciales H,, generalizados %, asi como a capa-
cidad m-dimensional, EmCEr. En el mismo trabajo Du Plessis
probé el siguiente teorema, que Hardy y Littlewood [12] demos-

traron para n=1: Si fe Lip B, 0<B <1, entonces f;,ne Lip(v+B),
0<y+B<1; si feLP(E"),p>1,1/p+1/n>y/n>1/p, enton-

ces f;ne lip(y—n/p). Para n=1 Hardy y Littlewood dieron
varios otros teoremas de este tipo (generalizados a n>1 en[7]),
por ejemplo: feLP(Er) implica fy,€Lip(p,y) st 0<y<Ll.
También estos teoremas se extienden a los operadores potencia-
les generalizados *[7], asi como al caso de clases Lip B(Em), m <n.

Problema 2a. Determinar la estructura de los conjun-
tos de divergencia de las sumas y-ortogonales, asi como la vali-
dez para estas sumas de los teoremas referentes a las clases Lip.

D) Si, en vez de normas tomadas respecto de la medida de
Lebesgue dx, se consideran normas respecto de meddias pon-
deradas |z|adz, entonces hablaremos de tipos (LP(Er); |x|edz);
Ls(Em, |z|bdz)). En caso de un dominio DCEr se usa en vez
de |z|? un peso o(z) que tiende a cero, al tender z al contorno
de D, con «velocidad» |d(z)|*, d(z)=distancia al contorno.
Hardy - Littlewood [12] probaron para n=1 que los operadores
(8) son del tipo (LP(En), |x|bdz); Ls(E», |z|*dz) si 1/p—1/s
=Y/n— (a+b); Stein- Weiss[15a] extendieron este teorema a
n>1, que se reducc al teorema de Thorin - Sobolev si a=b=0.
En un trabajo en preparacién, E. Ortiz y el autor [22] prueban
que los resultados mas precisos de Sobolev (para EmcEr, com-
pacidad, tipo débil, etc.), se extienden al caso de tales pesos.
E. Stein (para n>1,[23]) y Babenko (n=1,[23a]) probaron
teoremas anédlogos para las transformadas de Hilbert. Todos estos



R

teoremas valen para operadores (potencialss o de Hilbert) gene-
ralizados *, y parcialmente para las sumas ortogonales.
Kantarovich [18] mostr6 que los resultados «més débiless de
Sobolev -Kondrachev (para dominios compactos y P encima
de dy) pueden deducirse de teoremas generales sobre operadorés
integrales, que extienden un teorema de Young (ver[8], cap.-4).

Problema 2b. Examinar para estos operadores integrales
los tipos débiles, teoremas de capacidad, tipos ponderados, asi
como los teoremas de IHorvath que se mencionan en IY).y de las
clases de Sobolev que se mencionan en E).

E) En[4] Calderén y Zygmund imponen al nicleo Ny,
(o a su funcién caracteristica w(x’)) ciertas coniciones de con-
tinuidad uniformes. En[4a] ellos prueban que es suficiente exe-
gir |w|log(l+4 |w|)eL!(X) (si p>1; el caso p=1 no esta
aclarado). Mas adn ellos extienden los teoremas de A) a los ope-
radores fxN con N(z) =N (x)¢ (|x|), donde Ny, es como
antes y ¢ es una transformada de Fourier .Stieltjes. En una
nota de préxima publicacién, E. Oklander y el autor dan otra
demostracion de estos resultados, basada en el siguiente teorema
general. Dada una funcién w(s) sobre = y para todo se¢ =
un operador T;f, definimos al operador radial (cfr. 4a)

Hf= Jw(s) Tsfds. Bajo condiciones generales sobre w y T,
2

si los T son de seudo-tipo «uniforme» (ver definicion en G)),

y si los ’f’s son de tipo (p,p). resulta que Hf es también de

tipo (p,p). Este teorema puede aplicarse también a operadores

de Hilbert generalizados, y estamos considerando con Oklander

el siguiente

Probléma 8. Extender (mediante el teorema de opera-
dores radiales), los resultados de [4a] a transformadas de Hilbert
generalizadas . Idem para los operadores potenciales generali-
zados *, y examinar sistematicamente las propiedades de los
operadores radiales arriba definidos.

Los operadores de Hilbert son casos particulares de las in-

tegrales singulares de la forma ([4a], [5]) Hf::] f(y) K(z, y) dy,

donde K=N(z,xz—y), siendo N(x,az)=anN(x, z) para todo
a>0, yla integral de N sobre |z|=1 es nula. Mas general-
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mente en [4a] se consideran nicleos.de la forma K=N(z,z—y) b
(|m y|). Calderén y Zygmund demuestran [4a] que bajo
ciertas condiciones generales .. estos operadores son de tipa
(p,p) si 1<p<® (para p=1, estd sin aclarar) y valen los
demés resultados de A). Parece que también aqui el teorema
-general sobre operadores radiales, mencionado mas arriba, per-
mite extender estos resultados a operadores generalizados. Lla-
mando operadores potenciales fuertemente gener alizados a los
operadores integrales cuyo nucleo es de la forma Ky(z,y)=
]V(a[: z—y) ¥ (|Jz—y|) y donde N verifica la propiedad homo-
génea para un sélo valor de a: N(z,2z) =2vn N(z,z), estamos
considerando el siguiente

Problema 4. Extender los resultados de A), B), D), a
los operadores potenciales fuertemente generalizados, y definir los
fuertemente generalizados * y las sumas fuertemente ortogonales;
idem para C)..

En[4b] Calderén y Zygmund prueban que los operadores
de Hilbert son de tipo (W,r, Wpr) donde W, son los espacios
de Sobolev '(ver Nota II).

Problema 4a. Examinar como actian los operadores
tenciales y potenciales generalizados o fuertemente generalizadas
con respecto a tipos (W, W").

Problema 4b. Extender a operadores potenciales gene-
ralizados la teoria de periodizacién de Calderén-Zygmund en [4d].

I) J.. Horvath [24] prob6é que los operadores de Hilbert son
de tipo (Dpy, Dry) (*) si 1<p<e. Anélogamente los poten-
ciales (3) son de tipo (D, Dry), con 1/p—1/s=v/n, p>1.
Usando una definicién equivalente de tipo débil (ver[7]) es po-
sible definir el tipo débil en Dy, y completar los teoremas de
Horvath para p=1, asi como con los teoremas de Sobolev
Kondrachev de B). Todos estos teoremas se extienden a opera-
dores generalizados * quedando como antes por aclarar el caso
de sumas ortogonales, asi como los teoremas de C).

Cora Ratto de Sadosky [25] mostré que los resultados de B)
valen para los operaderes potenciales hiperb6licos con nucleo
(|t,2—t2|1/2)2Y, si teE?, y atn para polenciales hiperbdlicos

' (*) feDrp si es infinitamente derivable y las derivadas eLr ; fa —% O
en este espacio si D! f—>0 en Lp para todo 4. DL es el dual Drs , g=p'.
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generalizados; la propiedad de tipo débil (1,1) no vale en el
caso hiperbélico. Este trabajo considera sistematicamente tan sélo
el caso n=2, y Qora Ratto estid examinando en detalle el caso
general, asi como las propiedades de C) para los hiperbélicos.
Las propiedades de los operadores hiperbdlicos de E2 es-
tin vinculadas a la teoria general de operadores dobles o ite-
rados: si f(z,y) es funcién de dos variables (x,y) ¢ Enx En, y si
T, actGa en Em,T, en En, cabe considerar el operador doble
T,Tyf=Tf ylarelacion entre los tipos delos operadores T',T,, T}.
El caso en que T, Ty son operadores de Hilbert generalizados #
fue estudiado en[6]. Sin embargo falta aun un estudio sistemético
del caso general; en particular convendria examinar el tipo de
operadores dobles respecto de normas mixtas .|| y[f(, y)llpll,-
G) La teoria, y las demostraciones de las propiedades, de
los operadores potenciales generalizados, estd estrechamente vin-
culada al teorema de convexidad de Riesz-Thorin y sus exten-
siones. En los teoremas de A), B), D) se trata de establecer que
los operadores potenciales generalizados * son de tipo P en to-
dos los puntos interiores de dy,=AB’, y de tipo débil en B’;
ademas en caso de dominios acotados se trata de establecer el tipo
compacto. Se obtiene pues una considerable simplificacién de
las demostraciones usando el siguiente teorema de Marcinkiewicz-
Zygmund [1]: Si un operador T es(*) de tipo débil P, con
norma débil M, y de tipo P, con norma débil M,, entonces T
es de tipo P en todo punto P interior a P; P, y con norma
M<cMtoMy», siendo o la razén en que P divide al seg-
mente (siempre que el segmento no sea paralelo al eje de abcisas);
la constante ¢ depende de P y tiende al infinito si P tiende
a P, o P, Este tecorema generaliza la parte esencial del teo-
rema clasico de Riesz- Thorin que afirma: si T es de tipo en
P, y P, entonces es de tipo en todo P del segmento P, P,
valiendo M <M,*-+M,e. Gracias al teorema de Marcinkiewicz,
para establecer el tipo de H,, basta probar que H., es de tipo
débil en el extremo B’ y de tipo en el punto C’ en que dy,
corta a d’; porque entonces por este teorema Hy, serd de tipo
en todo punto de C’,B’, y siendo Hy, esencialmente her-
miteano esto implica enseguida el tipo en la parte simé-

(*) Como las funciones elementales (escaleras) son demsas en LP , todo ope-
rador acotado T queda determinado por sus valores en estas funciones. Por
tanto en todos los teoremas.de convexidad se supone que T estd definido en
el conjunto de las funcionmes elementales escaleras.
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trica AC’. La demostracion del tipo en C' es més fécil
de fratar pues C’ es punto de d’ luego LP y Ls son en este
caso espacios duales, y pueden aplicarse los teoremas de opera-
dores ortogonales. Por otra parte la demostracién del tipo débil
eén B'=(1,(n—y)/m) es més facil de tratar gracias a los dos
hechos siguientes. 1) En caso de B’ es p=1 y este es el Gnico
valor de p para el cual vale = ||f;|,=IZfill,,fi=0. Debido a
esto resulta ([7], proposicién 3) que para establecer el tipo débil
en B’ de T basta probarlo para funciones caracteristicas de
intervalos (cubos), y esto ultimo suele ser facil. 2) Para el caso
p=1 se puede dar una nueva extensién del teorema de Riesz-
Thorin basada en la siguiente nocién de seudo-tipo ([6],[7])-
Por lo observado sélo consideraremos funciones escaleras f lue-
go el soporte S(f) de f es un conjunto acotado y podemos
hablar de m(f) =minimo de |f| en S(f); con Q indicaremos
un cubo que contiene a S(f) y con p(f,Q)=|Q|~t|fll;. Para
muchos operadores T dados por integrales singulares, tales co-
mo los Hvy,, Tf(z) es <bueno» en los puntos z fuera de S(f),
y «malo» en S(f); ademas existe una h tal que Tf mejora si
sustituimos f por f—h, donde h se mantiene menor que m(f)
o que p(f, Q). Por tanto es de esperar que para muchos 7' sea po-
sible encontrar una tal h, y un conJunto F del «tamafio» de
S(f), tales que verifica

{[irr=mpeas}™ seip. (®)

Decimos que T es de seudo tipo % (1,s;a),a>0, si para
toda f existe una h y un F para los cuales se verifica (8) y
tales que |h(z)| < cm(f), |F|Z[cllflly/m(f)]s/2. T es de seudo ti-
po (1,s; a),a>0, si para todo Q existe un F y una h tales que
vale (8) y |h(z)| =cnu(f,Q), |F| < ¢|Q|*a. Evidentemenle tipo
(1,s) implica seudo tipo % y seudo tipo. Se prueba que si a<s
entonces seudo tipo implica seudo tipo *, y se tiene la siguiente
extension del teorema de Riesz: Si Py=(1,1/s), si T es de tipo
débil P, y de seudo tipo (1,s; a), entonces T es de tipo débil
en P,, y por tanto de tipo P en todo punto interior de P, P,;
aqui a=tg ¢/tg 9, ¢ —argumento del vector OP,, & =el del vec-
tor Py P, Gracias a estc teorema, para establecer el tipo débil
en B’ basta probar el seudo tipo (1,s;a) y esto es tarea mucho
més fécil, por lo menos en caso de los operadores Hy,.



Indiquemos todavia otros dos perfeccionamientos de los teo-
remds de convexidad que resultan ttiles en la teoria generahzada'
de potenciales. En el teorema de Riesz - Thorin P;, P, son’ pun-
tos cualesquiera del cuadrado de los tipos, mientras que en el
de Marcinkiewicz se supone que estos puntos estin el tridngulo
inferior del mismo. En los teoremas ‘de Sobolev y las teorias ge-
neralizadas de potenciales aparecen segmentos P; P, con pun-
tos en el tridngulo superior; estas y otras cuestiones hacen pensar
en la utilidad de extender el teorema de convexidad de Marcin-
kiewicz a todo el cuadrado. Tal extensiéon parece posible y la de-
mostracién serd publicada en un trabajo préximo. Por otra
parte los teoremas de Sobolev - Kondrachev sugieren la extension
de los teoremas de convexidad de Riesz y de Marcinkiewicz a
tipos, y tipos débiles, compactos. Creo haber demostrado el teo-
rema de Riesz para tipos compactos, y el de Marcinkiewicz - Zyg-
mund para el caso de medidas de Lebesgue en espacios euclideos.

En las demostraciones de las propiedades de potenciales ge-
neralizados se usa también una extension del teorema de Riesz
para operadores que dependen analiticamente de una variable
compleja; esta extensién se debe a I. Hirshman[26] y E. Stein
[16b]. Los teoremas de convexidad fueron también estudiados
en los espacios HP de Hardy por Calderén - Zygmund [4c] y
Stein - Weiss [15c]. Stein y Weiss extendieron los teoremas de
convexidad al caso de medidas variables[15b], ademaés ellos pro-
baron [15d] que en los teoremas de convexidad es suficiente que
la hpéteisis se verifique para funciones caracteristicas de con-
juntos. Calderén (comunicacién oral) consideré el teorema de
Riesz en los espacios de Sobolev, y en un trabajo de préxima
publicacién, Lions estudia cuestiones mas generales de este tipo.
Finalmente en [17] (ver también [8], cap. III) se indica una uni-
ficacién parcial de los teoremas de Riesz y Marcinkiewicz, pero
estd atn sin resolver la unificacién completa.

Problema 5. Generalizar la nocién de seudo tipo para
p/=1, y aclarar las relaciones entre seudo tipo, tipo, Lipo débil,
unificando estos conceptos.

Problema B5a. Examinar los teoremas sobre seudo tipo

en otros espacios, tales como los de Hardy, Sobolev, Nikolski;
idem tipo débil en los dos tiltimos espacios.

Problema 5b. Demostracién del_ teorema de Marcin-ﬂ
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kiewicz - Zygmund para tipos compactos en el caso de medidas
arbitrarias; idem en el tridngulo superior de los tipos.

H) Si Tf=fxK ysi K,f son funciones «buenas», defi-
nidas en En entonces F(Tf)=F(f)os, con s=F(K), donde F
es la transformada de Fourier. Méas generalmente, diremos que
T es un operador dado por un multiplicador o, si o es una
funcién definida en En y para toda funcién elemental f se tiene
F(Tf)=F(f)s. Si K no es integrable se puede definir F(K)
de dos maneras: 1) Aproximando (por:ejemplo, truncando) a K
por nicleos integrables Kj— K y probando que F(Kj) con-
verge en cierto sentido a un limite ¢ de modo que F(Tf)=F(f) o.
2) Definir F(K) en sentido de las distribuciones. No siempre
ambas definiciones concuerdan y en 1) diferentes aproximaciones
pueden dar diferentes limites. En el caso de las transformadas de
Hilbert Hf=f% K, K=N,, Calderén y Zygmund probaron [4],
[4e] que: a) o=F(K) existe en sentido de 1) de modo que
estos operadores son dados por multiplicadores; b) o es una
funcién homogénea de grado 0, luego o(x) estd determinada
por su restriccién o(x’) a 2, y esta restriccién recibe el nom-
bre de simbolo del operador o(H); ¢) si No;€C* (en z7-0),
también oe¢C*, reciprocamente toda ce€ C“, homogénea de
grado 0, es el simbolo de un operador de Hilbert; d) el simbolo
del producto de operadores es igual al producto de los simbolos;
e) el operador tiene inverso si y solo si su simbolo no se anula;
f) si w(z') es la caracteristica fdel operador entonces la corres-
pondencia w(a’) — o(a’) proporciona una generalizacién del
concepto de funcién conjugada para En; g) una teoria aniloga
tiene lugar para el caso ueLP(Z). Horvath([24] probé que
F(Ny,) existe en sentido 2) concordando ambas definiciones.
Los operadores de Hilbert generalizados son también dados[6]
por un multiplicador o que verifica la-propiedad -homogénea
sélo para a=2: o(2x)=0(x); reciprocamente, toda funcién
s€C ™= homogénea para a=2 cs el simbolo de un operador de
Hilbert generalizado. Las propiedades d) y e), en cambio, no
estin aclaradas del todo atin, y menos atin la f), que aqui cambia
fundamentalmente, pues ahora w(z’) y o(«’) estin definidas en
la esfera solida. En el caso de los operadores potenciales genera-
lizados también se extienden las propiedades a) -c) [8] en sentido
de la definicién 2), y si 0<y<1/2 también en sentido de 1).



Problema 6. Aclarar las propiedades d)-f) para los
operadores de Hilbert y potenciales generalizadas. El problema
estd sin abordar para los operadores generalizados x.

Un importante teorema de Marcinkiewicz (para series Fou-
rier, extendido a integrales Fourier por Mijlin[5a]) da la si-
guiente condicién suficiente para que un operador general T,
dado por el multiplicador o, sea de tipo (p,p) para todo
l<p<oo: existe la derivada don/d =y ... dz,, siendo continuas
las derivadas precedentes, |z|s|D()o(x)|<M para s=0,...,n.
Las propiedades de tipo de los operadores.de Hilbert pucden ob-
tenerse como caso particular de este teorema. La demostracién
de Marcinkiewicz usa propiedades sutiles de funciones de Walsh
y funciones analiticas. Calderén - Zygmund [4d] dieron una de-
mostracion directa, para algunos casos particulares importantes,
como aplicacién de[4], con extensién al caso p=1; segin co- .
municaciéon oral de Calderdn, estos autores obtienen el teorcma
completo con los mismos métodos directos. Seria ttil extender el
teorema a los tipos (p,s); creo que para ello habria que reem-
plazar, en la iltima desigualdad, |z|s por |z|stY con 1/p—1/s=y/n.

Problema 6a: Generalizar este teorema de Marcinkiewicz
para tipos (p,s),1/p—1/s=Y/n, y deducir su demostracién
aplicando los teoremas de tipo de los operadores potenciales gene-
ralizados; idem para tipos (LP(En); Ls(Em)).

I) Si Hf es una transformada de Hilbert en E2, su ca-
racteristica w(t) es una funcién definida.en la circunferencia, o
en (0,2r), y por tanto desarrollable en serie de Fourier w(t)=
Z cpeint, Son pues de especiial importacia los operadones Up,
cuya caracteristica es w(t) =-eimt (m=0), y se tienen los resul-
tados siguientes (Giraud, Mijlin[5], [6b]; ver también Horvath
[24] donde estas formulas se deducen por un método original
basado en algebras Grassmann): h) U=U, es un operador uni-
tario fijoy U, =1/mUm, U_,=(—1)m m~1U-m; h,) o(U,)=
(—i)mm-temt si m>0 y (i) |m|-leimt si m<0; hy) todo
operador de Hilbert H de caracteristica w= X ¢, eimt se desa-
rrolla en serie de Laurent del operador U:

He=Z cpm-2Un+ 2, (—1)mm-tc,U-m  (Miflin);

hg) en caso de En,n>2, la caracteristica w, definida en la
superficie esférica, se desarrolla en serie de funciones esféricas
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Y .15 luego es de interés particular el caso w=Y,; y an este
€aso 6=¢tp, Y, donde &,=constante; h,) si w=ZcpeYp,
entonces H=2Zc,,¢,Y .. Asi pues, entre los posibles opera-
dores de Hilbert estin los operadores «fundamentaless Uy,
y todo otro operador se descompone en serie de fundamentales.
Finalmente, si H es una integral singular con nicleo K(z,y)=
N(z,z—y), el simbolo se define como la restriccion a Z de
F,N(z,z); aqui N(x,2’) se desarrolla en.una serie de fun-
ciones esféricas con coeficientes no constantes, dependientes de z:
N(:II, Z') = Z-cme(.’l}) le(z’), yo=2 cme(m) Em.le(Z').
Perfeccionando resultados anteriores de Giraud, Mijlin y Tri-
comi, Calderén y Zygmund [4b] extendieron los resultados a)-h)
a integrales singulares con nucleos N(z,z—y); solo que- las
propiedades d) y e) valen no en forma absoluta sino médulo
los llamados operadores regulares; en caso de dominios acotados
estos operadores regulares son los compactos. .

Pasando a operadores de Hilbert generalizados, las propie-
dades h) no estan aclaradas del todo. Por otra parte es necesario
tomar un camino diferente al de la teoria clasica de Giraud -
Mijlin y Calderén - Zygmund, pues en las tranformadas gene-
ralizadas la caracteristica estd definida en |z| <1 y no se aplica
la descomposicién en funciones esféricas sino la de series de
Fourier. Por otra parte la descomposicion en elementos funda-
mentales puede hacerse para la caracteristica o para el sim-
bolo, y parece que los dos procedimientos conducen a desarro-
llos diferentes.

‘Problema 6b. Aclarar la teoria de descomposicién co-
rrespondiente a h) para operadores de Hilbert y potenciales ge-
neralizados, desarrollando la caracteristica o el simbolo en series
de Fourier en el anillo 1<|z|<2. El problema correspon-
diente para operadores fuertemente generalizados esta sin abordar.

J) Vamos a insistir una vez mas en el hecho de que los g,
para los cuales el nicleo verifica K(ax)=anK(az), forman
un grupo continuo en el caso de las transformadas de Hilbert
ordinarias, y un grupo discreto en caso de los operadores gene-
ralizados. Este hecho no influye en las propiedades de tipo del
operador, pero vimos que al considerar la descomposicién en
nicleos fundamentales surgen diferencias esenciales, apareciendo
por lo menos dos formas diferentes -de abordarla. Por ahora no
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tenemos elementos para decidir cual de las dos formas es la més
adecuada para los operadores potenciales generalizados * 7y si
es posible pasar de una de ellas a la otra.

Por eso creemos que conviene enfocar el problema desde
un punto de vista general, en relacién con algunas ideas de L.
Schwartz[3a] y el problema de los momentos. Traténdose de
cuestiones que recién estamos abordando, nos limitaremos a
esbozar la idea béasica. ‘ .

Como los operadores potenciales H son acotados basta con-
siderarlos sobre un espacio vectorial D, de funciones, denso en
Yos LF; por ejemplo, D puede ser el espacio L, de las fun-
ciones escaleras, o el espacio <) de las funciomes infinitamente
derivables, nulas fuera de compactos. Siendo estos operadores.
H convoluciones, con un ligero cambio de definicién podemos.
suponer que verifican (Hf,g)=(f,Hg) para todo f,g9 de D,

donde (f,g9)= I f(z) g(z) dz. Ademas estos operadores son da-

dos por multiplicadores.

Més generalmente, fijado D, consideremos un operador li-
neal T'; definido en D, que a cada f de D le hace correspon-
der cierta funcién localmente integrable T'f, y tal que (Tf,g9)=
(f.Tg). Para cadal f,g&éD definimos

(flg) = (Tf. 9) = (F(Tf), F 9).

Entonces a todo tal operador T le corresponde una forma bili-
neal (f|g), y toda forma bilineal corresponde a un tnico ope-
rador. Toda medida p define una forma bilineal

(f19)= | ¥ f(a) Fg(a) d

E’l

y por tanto un operador T. En este caso diremos'que T es um
operrador multiplicador (en sentido amplio) siendo p el multi-
plicador. Si dp=o(z)dz obtenemos la nocién de multiplica-
dor dada més arriba. Si p es una medida positiva la (flg) co~
rrespondiente es esencialmente un producto escalar y define una
estructura prehilberteana en D. Si p es una medida cualquiera,.
(flg) es una combinacién lineal de tales productos escalares.
Reciprocamente, dada una forma bilineal (f|g) en D, que es.
un producto escalar, o una combinacién de productos escalares,.
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surge el problema si tal forma bilineal es dada por una medida
B, es decir si define un operador multiplicador. Si D=C) en-
tonoes se tiene el siguiente teorema que generaliza un resultado de
Schwartz (Schwartz impone la condicién que (f|g) sea conti-
nua en DxD, lo que aqui no se supone): I'eorema A. Si
D=Dy (fl g) es un producto escalar en D, entonces las con-
diciones siguientes son equivalente:

a) (flg) es dado por un multiplicador du, y p es una
medida a crecimiento lento ((14 |z|¢) es integrable —u para
algln ¢ <)) y tnica.

b) (f'lg)=— (f|g) o sea el operador Af=if’ es simétrico.

¢) Si t,f(x)=f(x—a) entonces (,f|7,9)=(flg), o sea
7, es un grupo de operadores unitdrios en el espacio prehilber-
teano D.

Asi pues los operadores multiplicadores T son aquellos
cuya forma bilineal asociada es un producto escalar tal que el
operador Af=if es simétrico en el espacio de Hilbert corres-
pondiente. Este punto de vista estd relacionado a ciertos resulta-
dos de Krein - Lifshitz [29] y A. Devinatz [30] sobre el problema
de momentos. En efecto, podemos considerar que (f|g)= (¢|¥),
p=Ff, v=TFg, es un producto escalar en el espacio A=
F(D)={¢} de las funciones ¢=Ff,fe¢D. Para cada feD,
o= Ff es funci6n analitica y tiene .la propiedad siguiente
(P): si €A y si ¢(x,) =0 entonces (z—z,)~ ¢(z) ¢ A. Luego
el teorema A equivale al siguients )

Teorema A’: Si (¢|d) es producto escalar en A=TF(D)

tal que (uwo(u)|d(u))=(¢|ud), entonces (¢|b) =J o(u) E(u) dp

donde dpes una medida positiva; mas atin dp es tnica y a
crecimiento lento.

En esta forma, y en E! la primera parte del teo-
rema A’ es un caso particular del teorema siguiente de Krein-
Lifshitz: Teorema B (teorema general de los momentos). Si
N ={p} es un espacio vectorial cualquiera de funciones analiticas.
con la propiedad (P), y si (p|d) es un producto escalar en A

tal que (u@|db)=(p|ud), entonces (1P|<P)=J‘cp(u)_tl—7(u),dp,

donde p es una medida positiva. En general n no es tnica ni
es a- crecimiento lento. Krein probé el teorema sélo para E! y
el teorema fue parcialmente extendido a E® por Devinatz, sin



embargo parece que el teorema completo no vale si n>1. El es-
pacio A=F) es un espacio especial de funciones analiticas
para el cual el teorema B vale para todo E" (esto puede verse
por un razonamiento directo o extendiendo una idea de Devinatz),
y ademds en este caso la medida es unica y a crecimiento lento.
(Esto sugiere el problema de hallar otros espacios A de fun-
ciones analiticas en E" donde se presenta la misma situacién;
len particular seria interesante considerar ‘el caso A=F;D don-
de F; es la transformada de Fourier - Sturm - Licuville corres-
pondiente a cierto operador diferencial A: si A=} tendremos
F;=F, el caso precedente). Designaremos con M la clase de
todas las medidas en En, con M’ las medidas a crecimiento
lento, con M” las de masa total finita, y con M"” las de la for-
ma du=o(z)dz. Para nosotros es de especial interés el si-
guiente problema: bajo que condiciones suplementarias la medida
dp del teorema A pertenece a M”; y cuando es ella ademds a
crecimiento lento con a<n. Este problema estd relacionado
a la teoria de Markov - Lifshitz - Krein quienes han considerado
el caso A={l,u,u? ...}. Para nosotros es especialmente inte-
resante el caso A=FD.

K) Vimos que las formas (f|g) definidas en €D dadas
por una medida p son aquellas que dejan invariante el grupo
de traslaciones T, para todo a. Sea ahora I' = {y} un grupo
(lineal) fijo en En o en D: a cada y le corresponde una trans-
formacién lineal f(z) —yf(z) en D. Sean M(T),M'(T),
M”(T),M”(T) las medidas de M,M’, etc., que son invariantes
respecto de TI'. Los productos escalares (f|g) correspondientes
son también invariantes- T'y se presenta el problema de determi-
nar todos los elementos extremales o irreducibles, y descompo-
ner en elementos irreducibles toda otra medida de M(T), M’(T'),...
(Una medida p, pongamos p=0,neM(T'), es irreducible si
0<p;<p implica p,=cp). Aqui se podria aplicar las teorias
generales existentes de la descomposicién de un espacio de Hil-
bert, invariante respecto de un grupo, en partes irreducibles; so-
lamente que en nuestro caso importan también las formas bili-
neales que no son propiamente productos escalares sino combi-
naciones lineales, a coeficientes complsjos, de talss productos,

.de modo que no tenemos propiamente un espacio de Hilbert so-

bre ¢D. Por otra parte para nosotros es importante también el
caso de grupas T' discretos. Los elementos extremales de M”(T')




—131—

fueron determinados por Schoenberg y Krein en el caso cuando
T es el grupo de todos los movimientos rigidos de Er (ver[29]).
En este caso, las transformadas de Fourier de los elemenlos ex-
tremos son las soluciones fundamentales de la ecuacién dife-
rencial Au+Xu=0, u(0)=1. Los clementos extremales de
M'(T') fueron determinados por Méthée y Schwartz[3a] en caso
en que n=4 y I' es el grupo de Lorentz, y ahora sz obtienen
las soluciones clementales de la ecuaci6n de Klein - Gordon. Pa-
Ta nosotros serd de interés especial poder desarrollar los métodos
de Krein y Schwartz en el caso M”(T') y también cuando T
es un grupo discreto. En efecto, consideremos por ejemplo el ca-
so de la transformada de Hilbert ordinaria en El, Hf =f (z~1);
la forma bilineal correspondiente es .

0 o

(fl)=(H.0)=] [ 1) g(@)(@—1dtda; f,geD.

—o0 —®

n

Este operador es dado por un multiplicador de M” y por tanto
la forma bilineal es invariante respecto de  (traslaciones. De la

propiedad homogénea H[f(ax)]=[Hf](ax) se deduce enseguida
que (a2 {(az)| a2 g(az)) = (fg). O sea, si paf()=at"f(az),
la forma bilineal (f|g) correspondiente a H es invariante-T
donde T'={p,} es el grupo de las «dilataciones», a>0. \na-
logamente las formas bilineales de las transformadas de Hilbert
en Er son invariantss-T' donde I'={p,},p,f(z) =02 f(ax). O
sea las transformadas de Hilbert son dadas por multiplicadores
de M”(I') donde T es el grupo continuo de las dilataciones p,.
Por tanto la teoria de Mijlin - Giraud - Calderén - Zygmund de
-descomposicion en nucleos fundamentales corresponde a nuestro
problema de descomposicién de -M”(T) en elementos extrema-
les irreducibles, cuando T' es el grupo de dilataciones, para todo
a>0. El problema 6b corresponde por tanto al de la descom-
posicién en elementos irreductibles de M”(T') cuando T es un
grupo discreto de dilataciones, y es la discontinuidad del grupo
lo que cambia el aspecto del problema, ademaés de ser complejo
el producto escalar. Llegamos asi a los siguientes problemas.

Problema 7. Extender la teoria clasica de descompo-
sicion en subespacios irreducibles al caso de espacios con un
producto escalar complejo, combinacién lineal de productos es-
calares ordinarios.
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Problema 7a. Extender las teorias de Schwarlz y de
Krejn al caso de grupos discontinuos.

Problema 7b. Desarrollar una teoria aniloga a la de
Schwartz y Krein en el caso de M"”(T'), donde T' es'un grupo
discreto de dilataciones, determinar las caracteristicas y simbo-
los de los elementos irreducibles, y a que ecuaciones diferen-
ciales corresponden (idem para los operadores potenciales que
corresponden a los grupos de dilataciones pgy, pyy f(T) = antV/2
f(az)).

Estos problemas, especialmente el tultimo punto del proble-
ma 7b, pueden considerarse también desde el punto de vista de
la teoria de Gelfand y Shilov[2a]. Finalmente estas cuestiones
pueden considerarse también desde el punto de vista de ntcleos
reproductivos «singulares»: Si los elementos de un espacio de
Hilbert son funciones f(z) definidas en cierto conjunto X, un
nicleo reproductivo de este espacio es una funcién K(z,y) tal
que para todo y es K(z,y) un elemento del espacio y f(y)=
(f. K(z,y)), para toda f y todo punto y. La férmula de in-
version de Fourier puede escribirse formalmente f(y) = (f, K(x, y))

donde K(z,y)= J- eittzy)dt. La Gltima integral naturalmente
<
no es convergente pero se puede todo entender en sentido dé in-

tegrales singulares, por tanto la féormula de inversién de Fourier
puede interpretarse como un nicleo reproductivo singular. Mas

generalmente si K(x,y) es igual formalmente, a J K/(z,y)dt,

Eﬂ
y en el sentido de integrales singulares es f(y)=(f,K(x,y))
hablaremos de ntcleos reproductivos singulares. Podemos consi-
derar pues tales micleos singulares invariantes respecto de tras-
laciones y otros grupas, y obtener teoremas analogos a los teo-
remas A, B de J). Desde este punto de vista, los problemas que
acd nos. interesan se vinculan a la teoria de Krein[29].

Nota I. El teorema de las sumas O-ortogonales es caso
particular del teorema general siguiente ([6],[8], cap. 2,[11]):
Sea T; una sucesiéon de operadores en un espacio de Hilbert
tales que 1) cada T; es hermiteano (o normal); 2) comutan
entre si; 3) |T;T4j|=<M2ej,e<1l (casi ortogonalidad). Enton-




— 133 —

ces si S,=T;+...+T,, se tiene |S,|=Mc(e),S,f converge
hacia un Sf para todo f del espacio, y Sf es un operador aco-
tado, [IS| =M c(e). Teorema,s andlogos valen para sumas con-
tinuas o con funciones’ V, W indicadas en A).

Problema 1a. Falta aclarar si este teorema vale para
operadores no normales, o que no comutan.

Nota II. Los teoremas de Sobolev- Kondrachev juegan
un papel importante en la teoria de los espacios W, de So-
bolev [14a], ver[8], cap. 4 y[18]). fe Wpr(D) si ella y sus pri-
meras r derivadas (en sentido de distribuciones) pertenecen a
Ly(D). Los teoremas de B) proporcionan los llamados teo-
remas de inmersién de Sobolev, por ejemplo: el operador idén-
tico es de tipo (Wpi(D); L(DNEm)) si (1/p,1/s) estd en-
cima de dyp. Deny - Lions[19] estudiaron los espacios de Beppo
Levi donde 'las derivadas de f pertenecen a LP(D) pero f
misma pertenece tan .solo localmente a LP(D). Vishik, Vasha-
rin y otros[20] consideraron espacios de Sobolev para medicas
ponderadas o(x)dz (ver D)) y los teoremas de inmersién co-
rrespondientes; sus resultados pueden obtenerse de los teoremas
generales indicados en D) (ver 22). Nikolski considerd espacios
mas generales, por decir asi de funciones con derivadas de orden
fraccionario pertenccientes a LE. Del trabajo de Calderén-Zyg-
mund [4b] se deduce el isomorfismo de los espacios W, con
p fijo, para D=ZFEn. No sabemos cual es la situaciéon para
los D generales, o para los espacios de Nikolski y Beppo Levi,
ni como son los duales de estos espacios (segin informacién
oral del Prof. Kahane, parece que Lions ha considerado este
problema); més generalmente habrd que determinar la forma
integral de los operadores continuos entre dos tales espacios. El
hecho de que los teoremas de Sobolev valen en el extremo de
dyn con tipo débil, permite extender para este extremo los teo-
remas de inmersién (cfr.[7], pig. 12); este aspecto de los es-
pacios de Sobolev sera_estudiado en una nota préxima. No sa-
bemos si esto se aplica a espacios de Nikolski, pues Nikolski
estudié sus espacios por métodos diferentes de la teoria de apro-
ximaci6n. oo
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