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Genéricamente hablando, el tema de esta investigacin es el
estudio de ciertas propiedades de las ecuaciones y sistemas di-
ferenciales lineales y cuasi-lineales, utilizando métodos del ana-
lisis funcional. La investigaci6n fue realizada en estrecha colabo-
raciéon con J. J. Schéffer y estd intimamente vinculada con los
trabajos sobre espacios funcionales- que él ha expuesto en otra
comunicacién de este Symposium. Los resultados obtenidos han
sido publicados en parte; otros resultados estin en curso de pu-
blicacién y hay diversos temas sobre los cuales la investigacion
continta, tales como, por ejemplo, la extensiéon de los resultados
a ecuaciones definidas en todo el eje real, a ecuaciones en dife-
-rencias finitas, etc.

Las ecuaciones consideradas son:

&4+ A(t) 2=0 N
2+ A(1) s =1(t) @)
&+ A(t) x=h(z, 1) (3)

en que "z es un elemento de un espacio de Banach X; A(f) un
endomorfismo de X y f una funcién con valores en X; am-
bos funciones de la variable independiente escalar feJ=[0,»],

integrales (Bochner) en cada intervalo finito parcial; z=dz/dt; h
una funcién, en general no lineal, de X XJ en X, que sat1sface
oportunas hipétesis de regularidad y acotacién.

Un problema central en todo el trabajo es el siguiente:
den qué condiciones puede asegurarse que (2) tiene al menos
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una solucién perteneciente a un espacio funcional de Banach D
(una D-solucién) para cada feB, en que B es otro espacio
funcional de Banach dado? (En ese caso, diremos que la pareja
(B,D) es admisible para la ecuacién (2)). Los espacios fun-
cionales considerados pertenecen a las clases estudiadas por J.
J. Schiffer en [14], entre los cuales figuran todos los espacios
de Orlicz y, a fortiori, los espacios LP,1<p=<ow; en lo suce-
sivo utilizaremos la terminologia y anolaciones de ese trabajo.
El caso particular B=D=C, el espacio de las funciones con-
tinuas y acotadas en J, siendo X de dimension finita y A
continuo, fue estudiado por Perron[11] que, desde este punto
de vista, puede considerarse como el iniciador de este tipo de
investigaciones. Ciertos trabajos de Persidskii [12], Malkin [5],

Maizel [4], Krein [2], .Kucer [8], se vinculan también a estos
problemas; los dos ultimos utilizan algunos métodos del ana-
lisis funcional.

La incidencia del anlisis funcional en nuestro trabajo pro-
viene de tres angulos diferentes:

a) Del hecho de que X es un espacio de Banach, en general
de dimensién infinita. Esto no constituye, sin embargo, ni la
aplicacion mas importante del andlisis funcional ni el motivo
esencial de la generalidad de los teoremas obtenidos; casi todos
los teoremas conservan su significacién en el caso en que X
es un espacio euclideano de dimensién finta. .

b)-De la aplicacién de teoremas de categoria del anélisis
funcional (atin en el caso en que dimX <),

¢) De las propiedades de las clases de espacios funciona-
les consideradas.

Anélogos comentarios pueden hacerse en relacién a la sus-
titucién de las hipotesis de continuidad usuales en la teoria de
las ecuaciones diferenciales por hipétesis del tipo de Carathéo-
dory. En efecto, los teoremas conservarian, en lo fundamenptal,
todo su valor si se les enunciara bajo hipétesis de continuidad.
Sin embargo, muchas demostraciones se simplifican formalmen-
te bastante cuando se trabaja en las condiciones mas generales.

De los teoremas demostrados resulta que la admisibilidad
de tales o cuales parejas (B,D) es condicién necesaria y .sufi-

- ciente para que las soluciones de la ecuaciéon (1) tengan uno u

otro de los siguientes tipos de comportamiento:
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Dicotomia de las soluciones de (1): Existen- dos subespacios
complementarios Y,,Y; de X (puede extenderse la definicién
y los teoremas al caso en que existe Y, pero no tiene comple-
. mento Y,) y constantes positivas N, Vg, v,, tales que:

(Di) Para toda solucion =z(t) de (1) con 2(0)eY, ¥
todo par de valores t=1t,=0, ||w(t)||<N0||m(to)||

(Du) Para toda solucién z(t), w(O) Y, |zt =N ollz(to)ll,
1=1,=0;

(Diii) Para toda pareja de soluciones no triviales (1),
2;(0) Yy, i=0, 1, Y[zo(t), 21(t)] =Yy t=0. (Y[, y] designa la
«distancia angular» [1] | |=[2z— |ly[~*¥)-

Dicotomia exponencial de las soluciones de (1): Existen dos
subespacios complementarios Y,,Y; y constantes positivas N, V',
v, v, ¥o, tales que:

(Ei) Para toda s8lucién z(t), (0)eY,, ||Jz(t)]| < Ne-vt-t)
le(to)ll, t=1,=0;

(Eii) Para toda solucién z(t), z(0)eYy; ||z(t)| =N’ e¥(t-4)
llz(to)ll, 1=t 205

(Eiii) = (Diii).

En el caso particular Yy=X, la dicotomia [exponencial]
equivale a la estabilidad uniforme [exponencial o asintética, que
en este caso son equivalentes] de las soluciones de (1). En el caso
general, podria designarse esos comportamientos como estabilidad
[asint6tica] condicional uniforme. Otros tipos de estabilidad tam-
bién considerados son la estabilidad «en media» y «por trozos»
en que, en lugar de los valores puntuales z(¢) que intervienen

en las dicotomias, se consideran, respectivamente, los valores
Ha

medios A-1 J |z(z)||dz, y las D-normas de los «trozos»
i

X[1,e+a](7) 2(t) en que g designa la funcién caracteristica de
un confunto E cualquiera; A >0 se supone fijo.
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Una seleccién de resultados tipicos de [9], que ircluyzn
como ‘casos muy particulares muchos teoremas de [6], son los
siguientes:

Lema 1. Si fa—f, an—* (convergencia en media en

cada intervalo finito) y z,+ A(t) ®n=1f, para todo n, entonces
x es (a menos de equivalencias) una solucidn de (2) y la con-
vergencia xn— & es uniforme en cada intervalo finito.

(Este lema expresa que la correspondencia lineal que asocia

a cada x(t) absolutamente continua la funci6n :i(t)—[—A(t) z(t)
tiene su grafico cerrado en la topologia indicada).

Lema 2. Si D es un espacio funcional de Banach mds
fino.que L, la familia Xp de las D-soluciones de (1) es un
subespacio de D y la correspondencia T,:Xp— X definida
por Tyz=x(0) es biunivoca y acotada.

Treorema 1. Si Xp es la variedad lineal de los valo-
res iniciales de las D-soluciones de (1), Xip es cerrado si y
sdlo si existe S>0 tal que, para toda D-solucién ||p < S|z(0)]|.

Teorema, 2. Si (B,D) es una pareja admisible, existe
K>0 tal que, para todo €>0 y toda fe¢B, eziste una D-so-
locién x(t) de (2) tal que |z|p=< (K+e)|f|s.

La demostraciéon de los Teoremas 1 y 2, fundamentales
para lo que sigue, se basa en los teoremas de categoria. De ahora
en adelante, para. evitar complicaciones suplementarias, nos limi-
taremos a considerar el caso dim X <o y designaremos con
X.p a un subespacio cualquiera complementario de Xyp. Ob-
servamos que las parejas (B,D) de T-espacios de Banach
forman un conjunto parcialmente ordenado por la relacién defi-
nida por: (B,,D,) es mds fuerte que (By,Dy) si B; es més
débil que B, y D; mas fino que D, (ver [14]). Como esto
equivale a decir que, como conjuntos de funciones, B,2B,,
DycD,, es claro que la hipétesiss «(By,D;) es admisible»
es més fuerte que (implica) la hipétesis «(By,D;) es admisi-
bles. Observamos ademés que las relaciones «mas fuerte», «mis
débil», no son estrictas (toda pareja es, a la vez, mas fuerte y
mas débil que si misma); las relaciones estrictas se expresan
con las locuciones «no méas débil», «no mas fuerte».
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Teorema 8. Si (B,D) es una C-pareja  admisible,
existen funciones positivas My(A), M'o(A) de A>0, respec-
tivamente no creciente y no decreciente, tales que, si t=1,=0,

(i) para toda solucidn x(t) de (1) con #(0)eX,p (todu
D-solucicn)

HA A
[leas=ama) [iaconas

t t

|Xeira1 2 [p=Mo(A) [X{niga1 %]n;
(ii) para toda solucidn z(t) de (1) con z(0)e X,p,

A trk A
jllw(r) [dr=M’y(A) J lz(7)| d=,

I Xltittal wlD =My(A) X[roista] I“"|D-

Teorema 4. Si la ‘C-pareja (B,D) es admisible, y no
mds débil que (L1,L,%), ewmisten funciones y numeros positivos
M(A) (no creciente), M'(A) (no decreciente), v,v', tales que,
st t=1,=0,

(i) para toda solucidn z(t) de (1) con z(0)eX,p (foda
D-solucidn) ' -

A A
J (7)) dz < M(A) e—¥(t—ty) J lz(x)| d=,
t to

I X[tale I p= M(4)e¥(tt) IX[totg+a1 Z|D;

(ii) para toda solucién z(t) de (1) con 2(D)e Xyp,
A A
I (3]l dez= M(A) vt I la(%)] d,
t f

|X[z.!+A1 ib‘l D= M'( A) gV (1) |X[ro,1o+A1 z|p.

El Teorema 3 [4] expresa las propiedades ya enunciadas de
estabilidad [asintética] condicional uniforme en media y por
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trozos. (Comparar con las dos primeras propiedades (puntuales)
de las dicotomias).

Teorema 5. Si la ‘C-pareja (B,D) es admisible y ade-
mds, o bien es mds fuerte que (L1, L™) o bien AeM, los sub-
espacios X,p X;p engendran una dicotomia de las soluciones
de (1). Recprocamente, si hay una dicotomia, (L1,L,>) es
admisible (y toda pareja mds débil).

Teorema 6. Si la C-pareja (B,D) es admisible y no
mds débil que (L1, L,*) y si hay una dicotomia (en particular,
si AeM), los subespacios yp, z;p engendran una dicotomia
exponencial de los soluciones de (1). Reciprocamente, si hay
dicotomia lexponencial, son admisibles las parejas (M, L =),

My, Ly ™), (LY, T) (y muchas otras).

El Teorema 5 [6] expresa la relacién entre la admisibilidad
de ciertas parejas y la estabilidad [asintética] condicional uni-
forme puntual.

En trabajos anteriores se han examinado otros diversos pro-
blemas, de los cuales puede dar idea la siguiznte seleccion de
teoremas.

a) Teoremas de existencia de soluciones casi-periddicas (esen-
cialmente en [6], [10]):

Teorema 7. Si la C-pareja (B,D) es admisible y no
mds débil que (Li,L,™) y si A(f) es casi-periddico, para cada
f casi-periddica la (2) tiene una y una sola solucidn cusi-pe-
riddica.

b) Teoremas sobre ecuaciones no lineales (esencialmente
en [6]):

Teorema 8. Sea (B,D) una ‘C-pareja admisible y h(x, t)
una funcion definida para telJ, zeX, |z|<a (0<a=w),
con valores en X, tal que, para cada z¢ DAL®, |2z |w<a sea
h(z(t),t)eB. Sca B=|h(0,t)|p ¥ supongamos que existn una
constante Y>0 tal que, para cada pare]a x,z"e¢D AL, |a] .,
lo'|e<a, sea |h(z'(t),t) —h(z"(t). )]s = ¥ Im —%"|p. Enton-
ces, si B,Y son suficientemente pequeiios, existe b>0 lal que,
para cada E,¢ Xop; |||l <b, existe una y una sola solucidn
x(t, &) €D de la (8) tal que x(0,%,) =E,+E,, & e¢X;p.
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‘Corolario. Sea (B,D) una T-pareja admisible y no
mds débil que (L1,L,”), AeM. Si h(z,t) es una funcion
definida para teJ, ze¢X, |2|| <a, tal que es continua y acotada,
como funcion de t, para-cada x fijo, y si existe una constante
positiva vy tal que |h(z',t) —h(2", t)| <Y |* —a"| para ioda
pareja o', z" e X, ||@'], |z”||<a y todo t=0, entonces vale la
conclusion del Teorema 8, con C en lugar de D.

Un resultado analogo vale para la existencia de soluciones
casi-periédicas de la (3).

c) Teoremas de «grossiéreté» (esencialmente en [6]):

Teorema 9. Sea (B,L*) admisible y BeB(X) (X
espacio de los endomorfismos de X). Entonces, si | B|g es su-
ficientemente pequeria, (B,L™) es admisible para la ecuacion

@+ (A(t) +B(t)) z=£(t).
d) Teoremas del segundo método de Lyapunov [8]:

Teorema 10. Condicidn necesaria y suficiente para que
haya dicotomia exponencial es que ewista una funcién de Lyapunov
(generalizada) V con una cota superior infinitamente pequeria
y tal que V' sea definida.

Teorema 11. Condicién necesaria y suficienle para que
haya dicotomia es que existan dos funciones no negativas V,,V,,
positivamente homogéneas del mismo grado, tales que Vy+V,
sea definida positiva y tenga una cota superior infinilamente
pequena, y V,<0, V', =0.

e) Teoremas sobre ecuaciones periédicas (que son esencial-
mente nuevos sélo si dim X =) [7]:

Teorema 12. Si .A(t) es periddica de periodo 1 y
JA|u<log4, eziste una representacion de Floquet =z(t)=
P(t)eBx, de las soluciones de (1), con P periddica y
constante.

(La representacion no es posible en general; existen contra-
ejemplos con |A|y arbitrariamente poco superior a ).

Teorema 13. Sea A(t) periddica de periodo 1 y la ad-
herencia de X,=Xyo reflexiva. Si para alguna f .periddica
de periodo 1 la (2) tiene una solucidn acotada, tiene una solu-
cién pericnica de periodo 1.
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. Teorema 14. Si (B,D) es una ‘C-pareja admisible y
no mds débil que (L1,Ly*) y si A(t) f(t) son periddicos de
penodo 1, existe una y una sola solucidn periddica de periodo 1.

f) Teoremas scbre ecuaciones con coeficientes’ constantes
[18] (generalizaciones al caso de dimensién infinita).

BIBLIOGRAFIA

[1] J. A. CuvaxsoN, Uniformly convexr spaces, Trans, Amer. Math, Soe., 40
(1936), 396-414.

[2] M. G. KrEw, Sobre algunas cuestiones relacionadas con las ideas de
Lyapunov en la teorfa de la estabilidad, Uspehi Mat. Nauk (N. 8.), 8,
Ne 3 (25) (1948), 166-169 (en ruso).

[8] D. L. Kuder, dceréa’ de algunos criterios de acotacion de las soluciomes
de un sistema de ecuaciones diferenciales, Dokl. Akad. Nauk SSSR, 69
(1949, 603-606 (en ruso). _

[4] A. D. Marzer, dcerca de la estabilidad de las soluciones de sistemas de
ecuaciones diferenciales, Trudy Uralskogo Politehn, Inst., 5 (1954),
20-50 (en ruso).

[6] I. G. MALKIN, dcerca de la cstabzhdad on primera aproximacién, Bbornik
Nauényh Trudov Kaztmskogo Aviacionnogo Inst., 3 (1935), 7-17 (em
TUS0).

[6] J. L. MaAssera AND J. J. SCHAFFER, Lmear differential equations and
functional analysis, I, Annals of Math.,, 67 (1958), 517-573.

[7]1 J. L. MassErA AND J..J. ScEHAFFPER, Linear differential cquations and
functional analysis, II. Equations with periodic cocfficients, ibid, 69
(1959), 88-104. )

[8] 7. L. Massera anp J. J. Scmirrmr, Linear differemtial equations and
functional analysis, III. Lyapunov’s second method in the case of con-
ditional stability, ibid, 69 (1959), 535-574.

{9] J. L. MasseEra AND J. J. ScHAPrER, Linear differential equations and
functional analysis, IV, (en publicacién).

[10] J. L. MassErA, Un criterio de existencia de solucwnes cast-periédicas de
oiertos sistemas de ecuaciones diferenciales casi-periédicas, Publ, Inst.
Mat. Estad. (Montevideo), IIT (1958), 99-103,

[11] O. PzrroN, Die Stabilitdtsfrage bei Differentialgleichungen, Math. Zeits-
chrift, 82 (1930), 703-728.

[12] XK. P. Persipskl, dcerca de la estabilidad del movimiento en primera

" apromimacién, Mat. Sbornik, 40 (1933), 284-293 (en ruso).

[18] J. J. ScHArrERr, Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes cons-
tantes en espacios de Bamach, Publ. Inst. Mat. Estad, (Montevideo), IIT
(1958), 105-110.

[14] J. J. Somivrer, Function spaces with translations, Math, Annzilen, 137
(1959), 209-262, :



