
RELACIONES ENTRE. DERIVADAS GENERALIZADAS 

por V. PEREYRA (') 

SUllllAR.Y: 

We define Ricmalm derivativcs in Casaro meana of a measurable funetion 
and we prove that the existence of finitc Riemann-Casaro derivative in a mea· 
aUl'able set E implies the existence of ordinary Riemann derivative, almost 
everywhere in E. 

An interesting consequenee is a generalization of a Khintchine theorem 
which says that the existen,ce of Schwartz derivative of the indefinite integral 
of a function 1 (ro) impliea the existence of Borel aimmetric derivative of I(ro). 

Marcinkiewicz y Zyglnund han probado ~l siguiente teore-
ma [1]: I l . 

Sea f (x) una función de una variable !'leal, definida y 
m~dibleen un intervalo (a, b), E u,n conjunto de me:dida 
positiva contenido en (a, b) Y le un número natural. 

Si para cada punto x pert-eneciJente a E: 

(s) 11 le ¡" (x) 'hk =0 (1) (h ~ O) 

entonoesexisbe p p -en E la derivada de P:eano de orden le dta 
la fupci6n f (x). 

Será útil .:necordar algu,Il§ls definiciones [2]. 
La dif.e:nencia simétrica de orden le de la función f (x) es: 

(') Este tema fue sugerido por el Prof. A. Zygmund en su estadia en 
Bs" As. como· experto de la Unesco en el Centro Regional de Matemática para." 
América Latina. 
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Defi!lición 1: 

Cuando existe el límüe: 

(s) /1,/e f (x) . 
h" = R" 1 (x) se le llama derivada ,de R~emann 

d.e orden k de la fU,nción 1 (x). Para le = 1 coincide con la 
d.erivada simétrica y para le = 2 con la de Schwartz. 

Delinición 2: 

Si 'existe el límit,¡j: 

lím 
h--+O 

le! [ hk I(x+h)-f(x)-/¡(x)h-, .. -

h ('e-1) ] 
- IUe-dx) (/c _ i)T = 1(,,) (x) 

se le llama derivad:a de P'eano de ovden l~ de la función f (x). 
Las funciones /(i) (x) (i = 1, 2, ... '" le - 1) son ,~rbitrar.ias, a 

priori, pero quedan unívocamente definidas por I(¡e) (x). 

Definición 1': 

Sea 1 (x) una función medible. Si existe el límite: 

h 

lím r f (s)/), 'e 1 (x) 
- (h - u),.-1 tL du = R('e) ce,.) 1 (x) 

h --+ O hr u', (r natural) 
U 

se le llama derivada de ,Riemann de orden le en media Cesaro-r, 
o abr.eviadamente: RÍ!eman'n-Cesaro-r de orden' le. 

Se trata aquÍ de probar el sigruente: 

Sea f (x) una función medible y le, r dos números natu-

(,q)/),Jel(x) 
raks. Supongamos que --=-u'"-,,-'-'- es integrable len un entorno 

de u=O. 
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En casi todo punto 'en que exist'e derivada de Riemann­
Césaro-r de orden le y es finita, existe derivada ordinaria de 
Riemann de orden k de t (x) y ambas coinciden; es decir: 

R(Te) CM t (x) = R(Te) t (x) (pp) 

Lema 1: 

k , 

Si Ap=Z('ej) (_l)'e-j (le-2j)P k natural, 'P natural 
j-O ' 

entonces: 

Ap=O para p<lc 

Demostración: 

le 

x-le (1 - x2)" = Z (l) (-1 )'e-j Xle-2j 
j-O 

Derivando p veces y multiplicando cada vez por x: 

Te 

(x D)P [x-le (1- x2)le] = Z (le) (le - 2 j)P (-1 )le-j x'e-2j 
j-O 

y de aquí se obtiene <el roesultado con x = 1. 

Lema 2: 

Sea f (u) una función medible y le, r dos números naturales. 

Si g (u) = f ~~) ,es integrable len un 'entorno de U=O valen las 

identidades: 

1< 

(1) I(h-u)r-lg(u)du,=(r-l) 1 [F(~2t)+ 
o 
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/¿ 

(2) /(h-u)r-1 f(u)dU=(1'-1) 1 l G(r)(h)hL!-
u 

/¿ 

+ ~ (_l)i (i") (¡l') ij'(h - u)i-1 CM (u) ulc-i dll 1 
,-1 

U 

1. 

donde Fe/') (h) = 1 r (h - u)r-l f (u) du y CM similar­
(1'-1)1. 

o 
mente, 

Demostración: 

Basta integrar repetidas veces por parbes usando la identidad 

/¿ 

I(h - U)t'-l f (u) clll = 

o 
/¿ "'1 

~ (1'-1) 1/( ... ~rf(u)du)dxl) ... dx'·_l) 
o o 

Lema 3: 
/¿ 

(3) Hm !... / (h _ u)r-d (u) 
h ~ O hr . ul, du 

o 

(4) 
, ('C+1') /¿ . 

hm l' l' / 
h ~ O hMr (h - u)r-l f (u) du 

o 

Con las mismas hipótesis "del Lema 2, la exi.stencia do uno 
Qualqu1era de estos lím:ibes implica la ,exisbenc,ia del oLro y 
ambos son iguales. 

Demostmción: 

Es suficiente considerar d caso "en que ,el límite es cero. 
Supongamosentonoes que el límite (4) es oero. Usando la 
fórmula (1) del Lema 2 y la hipótesis, se tiene que: 
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La recíproca .resulta de la fórmuLa (2). 

Con 'estos ¡eLementos se puede pasar a la demOlstración del 
Teoriema 1. Por hipótesis 'existe: 

R(T,) CM f (x) = 

y por .el Lema 3: 

lím l' (lct'r) 1! ,. .., 
RO,) C(r) f: (x) = --f (h _. U)I'-l (3)/1 k f (x) du 

'h -+ ° h"+r II 

b 

Llamando b (h) a la ,expresión bajo el signo' de lím y ,operando: 

r ! .(,ctr) k , le k 
'ó (h) = -h

lc
-:¡;-1:; (/,) ( __ l)lc-i [( i -?) -r F(r) (x + (i.- -2) .h) -

i-O '-' 

r le hl'-i ) 
- 1:; (i_-)-iF(j)(x)--: 

j-1 2 r- J! 

De aquí en adela,nte se supone que le es impar (2). 
A partir de la expresión de b (h) construiremos por cambios 

en la v:ariabI.e h, (le + r + 1) fórmulas iguales en 'el límite. 

Reemplazando entonoes h por - ~ [ s _.le ~ l' 1 h para s=. 

0,1 ... le + r, se tiene: 

(k+ ) , le 
bs (h) = r . 1:; (/,) (-.l)k-i (A -'B) 

le l[~ (le + l' - 2 s) }ctr i-O 

(') El caso par tiene un tratamiento similar. 
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donde: 

,~= ( i - ~. ) -r F(I') [ x + (s _ le ~ r) ( 1 - ~ei) h ] 

[
1 ] . , . 

" - le + l' - 2 s h r-J 
B=Z; (i-~)-j le( ) F(j)(x) 

}-1 2 (r- j) ! 

!Lo que se desea cons.eguir es una cierta combinación lineal 
de los &$(h) que converja a un múltiplo de R(M1') FCr> (x) . 

.'Esta combinación lineal es: 

(5) 
. . k+r(_l)s le I [~ (le + l' - 2 s) ] 'e+s (le/2)r 
N (h) = Z; . 'Os (h) 

j-O s ! (le + l' - s) ! 

Invirtiendo el orden da las sumas: 

( )' ( le) -1 le -- l' le k+r 
N (h) = 2 Z; (le) (_l)'e-i Z; 

h'e+1' i-O 8~O 

le+r) (. le) \ s (-l)1c+1'-s (A - t -"2 l' B) 

pero por el Lema 1: 

le+r .1c+r ,le '1' F(j)(x) [(i-~) h]1'-j 
Z I ) (-l)'ctr-s (t - _) r B=Z;. 2 
a-O \ S 2 j-1 (1' - j) ! kl'-j 

1c+r (1e + l' 
Z; ) (_l)'e+1'-s (le + l' - 2 s)r-j =0 

8-0 S 

para cada O <i< le. 

Por lo tanto: 

le 2 i k+r le + l' 
N(h)=(-l)lcZ;Ue)(_l)'e-i(1--)"Z; ( ) 

i-O le 8-0 s 

pel') [x + (s _ k:-r) (1 _ 2 i) h] 
(-1 ) "+/'-s a le 

[ (l_~i) h J¡e+1' 
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Como se V'e, lit segunda suma tiene como límüe para h timdiendo 
a cero y cualquiera sea O < i < le: R(lctr ) Fer) en el punto x. De 
otra manera: 

N (h) ~ (_l)h ~ (¡h) (_l)k-i (1-2 i)k (RUctr) F(r) (~) ) 
11-+0 i-O le 

Pero por (5) también: 

le I (_l)lctr 7c+r (le +r) 
N (h)-'r (1 + ,) '21'1h Z; (k+r-2s)h+r . . 

11-+0 el. e 8-0 s 

(-l)1>+r-s (RU¡) C(r) f (x) ) 

,El Lema 1 afirma que los coeficientes de 'estas 'expresion~ 
son iguales, de don:de se deduoe que existe derivada ordinaria. 
de Riiemann de orden (k + r) de la r-ésima inllegr¡al indefinida 
de f (x). 

,Esto implica por el teorema de MarcinHewicz y Zygmuncl 
que existe la derivada de Peano correspondiente, pero por eP 
teOT>ema ele derivación de Lebesgue F(r) (x) es r veoes derivahLe 
y se tiene: 

DI' (F(I') (x)) =1 (x) (p p 'en E) 

por lo tanto: 

y como la ,existencia de derivada ele Peano implica la 'existencia 
de derivada de Riemann, ,esto completa la demostración, ael 
T,eorema 1. 

Teonema 2: 

Sea 1 (x) una función int~rable ,en (,a, b). Siexisfe la 
derivada de Riemann de orden (le +:r) de F(r) (x) en un conjunto­
E de medida positiva, 'entonces p p 'en E exis~e la deriv.ada de 
Riemann-Cesaro-r de orden le de 1 (x). 
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Demostración: 

Está contenida esencialmente en la del T;eorema preCieden~e. 
Este TleOIlema g¡eneraliza uno de Khintchine [3] que dice lo 

mismo para ,el caso le = 1, l' = 1. 

BIBLIOGRAFIA 

L1] A. ZYGMUND, Trigonopnetl'ios Series, Cambridge at Univ. Press, 2 Ed. 
Vol. 2. 

[2] J. MARCINKIEWICZ y A. ZYGI\IUND, On the differentiabiUty of f1tnotions 
and sU1nmability of tl'igonomet7"ioal series. Fundamenta Mathematicae, 
26 (1936), 

[3] A. KHINTOHINE, Recherohes Slbl' la st7"1tot¡we des f1tnotions mesurablos. Fun­
damenta Mathematicae, 9 (1927) . 
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UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES 
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA 

CRONICA 

ASAMBLEA DE LOS SOCIOS DE LA UNION MATEMATICA 
ARGENTINA 

El día 22 de 'setiembre de 1961, siendo las 15 horas y 30 minutos, se 
leunieron en el Aula nQ 5 de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la 
Univorsidad de Buenos Aires, Perú 222, los siguientes socios de la Uni6n Ma­
temática Argentina, constituidos en Asamblea General ordinaria: R, Carran­
za, A. González ·Domínguez, M, Cotlar, J, .Babini, R, Luccioni, C. BaHester, 
E. Quastler, H. Porta, N. Riviero, H. Fattorini, N. Karanowich, L. A. Santaló, 
E. Machado, C. Ratto de Sadosky, C. Sadosky, C. Loiseau, P. Baldaccini, D. M. 
Dragone, G. Klimovsky, E. Oklauder, M. Gutiérrez Burzaco, O. Villamayor, 
G. Oliver, A. Korn, E. Zarantonello, A. Monteiro, B. Margolis, N. Fava, F. 
Toranzos (h.), L. Iglesias, O. Capri, W. Keller. 

Abierta la sesión el Presidente Ing. J. Babini presentó un panorama 
de las actividades más sobresalientes de la sociedad durante el último período, 
a sabor: . 

a) Revista. La Revista de la Unión Matemática Argeutina, y de la Aso­
Haci6~ Física Argentina, ha podido ir saliendo gracias a la ayuda del Conscj.:l 
Nacional de Investigaciones y de la Facultad, pues el elevado precio de im­
presiqn llÓ, p.uede solven,tarse con las Bolas entradas de los socios. El volumen 
actualmente en prensa corresl?onde a las reuniones matemáticas realizadas 01 


