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Etant donné un systéme arbitraire { ¢.(z) } de fonctions ortho-
gonales et normées, définies dans un intervalle fini (a, b), on peut
‘envisager les problémes de la convergence et de la sommabilité
presque partout d’une série orthogonale générale

;gocn on(2) (é}ocnz < m) [1]

sous diverses aspects: 1.° D’abord, on peut chercher des conditions
suffisantes portant uniquement sur 'ordre de grandeur des coef-
ficients'c,. 2.° On peut restreindre la choix du systéme en exigeant
que les fonctions de Lebesgue appartenant & une méthode linéaire
soient bornées. 3.° On peut exiger préalablement que le systéme
{ gn(x) } posséde certaines propriétés d’approximation et-d’en
tirer les conséquences quant & la convergence presque partout.
Nous allons résumer quelques résultats récents et relever quelques
problémes importants, ouverts 4 présent, concernart ces recherches.
1.° Un probléme connu, traité par Menchoff, Orlicz et, récem-
ment, par moi-méme est le suivant: sous quelles conditions est
convergente presque partout la série [1], si on range ses termes
d’une fagon arbitraire. (Bien entendu, ensemble de mesure nulle
ol [1] est divergent peut varier avec I'ordre des termes.) Une con-
dition assez faible, mais bien simple est due & Menchoff et Orlicz
d’aprés lequel ' '
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est suffisante. Or qu’est ce qu’il arrive, si le nombre fix ¢ > 0
varie avec n, ¢’est & dire que ce n’est que la condition

A (tn 2 dny1 > 0)

n=0

qui est remplie? Une réponse est contenu dans le théoréme suivant
que nous avons démontré en 1958:
St Pon a, pour un & > 0,
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la série [1] converge presque partout en tout ordre de ses termes; mais st

log log "
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log n

1l existe ume série orthogonale partout divergente, malgré que ses
coefficients satisfont & la condition X |Chl?~ < .

Ainsi, on est conduit au probléme suivant: les nombres

log log n
4 g 10g

op =

log n

forment-ils une suite qui engendre la convergence ou ce n’est pas
le cas? Nous ne connaissons pas la réponse i cette question.

La situation devient encore plus compliquée, si on se demande:
est ce que le terme log log 1/C,2 doit-il figurer nécessairement dans
la condition

Z C,2 (loglog 1/C) e log2 1/Cp2 < =
n=N

dont la suffisance pour la convergence presque partout de [1] en
tout ordre de ses termes a été démontré, déja en 1927, par Orlicz?
On en connait encore moins la réponse. Moi-méme, j’ai obtenu
une réponse partielle bien faible: st les coefficients C, forment une
sutte positive et monotone tendant vers zéro, la condition

Y C2log?1/C < = (2]

n=N



suffit pour la convergence presque partout de la série [1] et celte condi-
tion est méme nécessaire, st les C,, forment une suite convexe. La dif-
ficulté de résoudre le probléme général consiste dans ce que l’on
ne sait rien sur la nécessité de [2] dans le cas général.

Un autre probléme de ce genre est soulevé par le théoréme trés
important suivant, d & Menchoff (1940):

Etant donné méthode permanante de sommation linéaire (T)

Z Ank Clc q’k(x) (n = 0) 17 )
n=N

dont la matrice || anr|| satisfait a la condition

lim max |au| = 0,

n-y»o k
on peut ranger le systéme { ¢,(x) } en un ordre { ¢,,(x) } tel que la
série

Y Crou, (@) 3]

n=0

soit presque partout sommable (T) sous la seule condition 2 Cpt < «
Tout systéme orthonormal posséde donc un ““bon ordre” quant
4 la sommation linéaire (7T') donnée d’avance et cet ordre est in-
dépendant de la choix des coefficients Cp, pourvu que 2 Cp2< w.
11 est aisé & démontrer que l’on peut ranger le systéme { ¢.(z) b en
un ordre tel que les sommes partielles s,(z) de la série [3] croissent
plus lentement qu’une suite arbitraire préalablement donné

{ M}, si A—> =,

Le probléme non résolu est le suivant: peut-on ranger les termes
de la série [1] dans un ordre dépendant de la choix des coefficients
C, ainsi que la série 2 C,_ o¢,,(z) converge presque partout, pourvu
que 2 C,2< »? Si la réponse en était affirmative, ’existence d’une
fonction f e L? serait assurée telle que sa série de Fourier diverge
presque partout en un certain ordre de ses termes, tandis que, dans
un autre ordre, elle converge presque partout. En effet, Kolmogoroff
a annoncé, en 1927, d’avoir construit une série de Fourier d’une
fonetion f e L? divergente presque partout dans un certain arran-
gement de ses termes. Cet exemple n’était jamais publié, mais un
jeune mathématicien polonais, Zahorski, a réussi, récemment, de
construire un exemple semblable. -
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87l s’agit de la sommation (C, 1) de la série [1] sans changement
de lordre des termes, on ne connait que deux critéres généraux
portant uniquement sur I'ordre de grandeur des coefficients Ch:

A) La condition

Z C.2 (loglogn)? <

n=3

entratne la sommabilité (C, 1) presque partout de la série [1] (Men-
choff et Kaczmarz, 1927).

B) Une autre condition de ce genre est

YA it Chrpat o+ Chin <o
n=0
(Alexits, 1953).

On voit aisément que ces deux conditions sont indépendantes,
¢’est & dire qu’aucune n’entraine pas 'autre. Ce qui est curieux,
¢’est qu’on a pu constater que toutes les deux conditions rendent
plus qu’il ne faudrait. En effet, appelons la série [1] sommable
(C, 1) en sens trés fort, s’il existe une fonction feL? telle que

L Y0 (@) — @) —> 0
N k=1

presque partout pour toute choix des indices vi < vz < .... Tan-
dori a démontré récemment que la condition A) entraine la som-
mabilité presque partout méme en sens trés fort. En ce qui concerne
la condition B), Tandori a démontré qu’elle est nécessaire et'suf-
fisante pour que la série orthogonale [1] soit absolument sommable
|C, 1| presque partout. .

On en est donc conduit au probléme suivant: trouver une condi-
tion de sommabilité presque partout (C, 1) portant uniquement
sur Pordre de grandeur des coefficients C, qui n’entraine ni la
sommabilité en sens trés fort, ni la sommabilité absolue |C, 1].
Il n’est pas tout & fait exclu qu’une telle condition n’existe pas.

2.° Passons au problémes dans lesquels U'ordre de grandeur des
fonctions. de Lebesgue jouent un roéle. Désignons par

Ka(t, @) = Y ok os() i)
k=0



le noyau appartenant & une sommation linéaire (T) ayant la ma-
trice ||an4/|. On sait que, s’il s’agit d’une sommation de Cesaro (C, «)
dont les fonctions de Lebesgue

Lu(z) = / " Ka(t, 2 | dt

satisfont & la condition Ln(x) = 0 (An) 0% 0 <Xy = App1 —> o,
la série [1] est presque partout sommable (C, 1), pourvu que 2 Cp?hp <
< «. Ce théoréme démontré par Kaczmarz (1930) est bien appli-
cable & la recherche de différentes séries orthogonales. Ainsi p. ex.
Freud a démontré (1952) le théoréme suivant:

Si { on(z) } désigne le systéme complet des polyndmes orthogonaux
engendrés par une fonction de poids o (x) = 0 ayant la propriété
o(x) = pp >0, la série [1] est presque partout sommable (C, 1),
pourvu que 2 Cy2 < w. '

Or on ne sait que trés peu de ce qui sé passe, lorsque les fonctions
de Lebesgue appartenant & une sommation linéaire (T') quelconque
restent bornées dans leur ensemble. Il nous semble que le théoréme
de Kaczmarz conserve sa validité méme dans ce cas générale, mais
ce prohléme n’est pas résolu. Ce n’est que la sommation logarith-
mique pour laquelle Meder a obtenu (1959) la réponse affirmative.
Mais il existe un résultat de caractére négatif, mais bien important.
C’est que la condition 2 Cp2h,< o figurant dans le théoréme de
Kaczmarz ne peut pas étre améliorée, méme s'il ne s’agit que de la
sommation (C, ) d’un ordre quelconque. (Tandori, 1959).

On peut démontrer aisément que méme les fonctions de Lebesgue

(i) = /:

peuvent élucider le probléme de la sommation (C, « > 0). En
effet, si seulement les Lgn(x) d’ordre 2 sont bornés dans leur en-
semble, la série [1] est presque partout sommable (C, «) pour tout a
positif (Alexits, 1953). Ce lemme a des conséquences dont la con-
nexion avec la théorie de la probabilité est évidente. Introduisons,
4 ce but, la notion du systéme multiplicativement orthogonal de
la voie suivante: si 2n 4+ 2w 4 ... + 2'» ezt la représentation
dyadique du nombre naturel n, posons

ldt

Y ox(t) oi(x)
k=0

¥y@) = 1, ¥,(z) = ﬁ orar(2) (nz 1),



et nous appelons { ¢.(z) } un systéme multiplicativement orthogonal,
si ces W,(z) forment un systéme orthogonal en sens commun. On

démontre d’abord que, si | ¢u(z) | = 1 et les fonctions Wn(x) sont
normées, la série

f_‘, Cp Wa(z)
n=0

est presque partout sommable (C, o > 0), pourvu que 2 Cp< o.
On en tire bien de conséquences dont nous ne relevons que la sui-
vante (Alexits et Tandori, 1960):

St { on() } est un systéme de fonctions multiplicativement ortho-
gonales, normées et bornées, la série 2 Cnon(x) est presque partout
convergente, quelque soit Uordre de ses termes, pourvu que 22 Cp? < w.

C’est le meilleur résultat possible, parce que, d’aprés une généra-
lisation immédiate d’un théoréme de Zygmund (1930), la série
21 C gn(z) n’est sommable par aucune méthode linéaire permanen-
te, si X C,2 = ». Une conséquence intéressante de notre théoréme
est que la série de Fourier lacunaire

Z(ancos Vo + by sin v, ) (ﬁf-l—gq>1)
n=1 Vn

est presque partout convergente en toul ordre de ses termes, st et seule-
ment i 2 (a,? + b2) < . C’est une généralisation du théoréme
connu concernant la convergence des séries trigonométriques
lacunaires.

3.° Ce sont surtout les développements suivant des polynémes
orthogonaux dont les propeiétés d’approximation donnent lieu
4 des conséquences concernant leur convergence ou sommabilité
presque partout. Soit { pn(x) } le systéme complet des polyndmes
orthogonaux et normés engendrés par une distribution non-négative
du(z) et désignons par

f (@) ~ Z Cn pa(z) [3]

n=0

le développement de la fonction f (z) suivant les polyndmes p,(z).
Quant & la convergence presque partout de [3], on connaft les
résultats suivants:



Soit o (f, 3) le module de continuité de f(x) et @ (x) >0 une
fonction croissante définie pour x > 1 telle que

00,9 =5y )

Le développement [3] converge presque partout, st

> ]
/1 -g-c-a‘—’é—x_——ﬁ dz < » (Kolmogoroff, 1934)

ou, st { pa(x) } est borné, il suffit déja que

) d .
/ — T e (Alexits-Kralik, 1957).
1 2@ (@ —1)

Le développement [3] converge presque partout en tout ordre de ses
termes, st

/ ® (loglog x)t+¢log x
dz < » :
2 z®(x—1) (Ulianov, 1956).

Sz Von a

/ log log = iz < o,

g P —1)zlogz

le développement [3] est presque partout sommable (C, «) pour tout
a > 0.

Il serait bien important de savoir, si ces critéres de convergence
portant sur la structure de la fonction continue f (x) peuvent &tre
améliorés et jusqu’a quel degré. En premier lieu, on demande,
évidemment, s'il existe un systéme { pa(z) } tel que le développe-
ment [3] d’une fonction continue peut diverger sur un ensemble
de mesure positive. Malhereusement, ce probléme préte des dif-
ficultés aussi grandes que la question analogue posée pour les séries
de Fourier des fonctions continues. Ainsi, on a peu d’espérance de

le résoudre en toute généralité. Mais, méme des solutions particu-
liéres auraient un certain intéret.



