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Sea la ecuacién diferencial
z=f(e 8 +b.u) , ¢y

donde ¢ es una variablereal 0 <t < o,z (1), f(z, t), b son n-vec-
tores del espacio X n-dimensional euclideo; f (z, {) es una funcién
definida en una regién del espacio (X, t), lipschitziana con respecto
a x, integrable con respecto a ¢ (para cada valor de ), mayorada
por una funcién integrable M (¢) > |f(xz, t) |; b es un vector
constante; w (f) es la “funcién de control” supuesta integrable
y sujeta a la restriccién | w () | < 1 (toda funcién de control que
cumpla estas condiciones se dira también “admisible”).

Se supone que mientras f(z, t), b son datos de un cierto problema
la funcién u () es arbitraria, considerdndose la totalidad de solu-
ciones z () de (1) cuando u (f) recorre todas las funciones ad-
misibles.

Como condiciones iniciales fijamos

siendo obvia la posible generalizacién para condiciones iniciales
distintas. En esta forma, el (1) es un sistema de Caratheodory,
estando asegurada la existencia y unicidad de las soluciones, asi
como la dependencia continua de estas de las condiciones iniciales.
La solucién de la (1), (para determinada funcién de control u (t)),
se designara por

x (t) =F (t, Ty, to)
Definicién 1: Dada la ecuacién diferencial (1) (vale decir dados

f(z, t), b) con las condiciones iniciales (2), diremos que & ¢ X es
un punto alcanzable en el instante ¢ (desde el origen), cuando



existe ﬁna u (¢) admisible tal que la correspondiente sohiciénl de
(1), (2) wverifica

z (t) = F (o, 0, 0) = &.

Definicién 2: En las condiciones anteriores, se llama zona alcan-
zable en el instante ¢, al conjunto de puntos alcanzables en el ins-
tante #. Serd designada por R ().

Definicion 3: Se dice que el punto & ¢ X es alcanzable en el inter-
valo (0, #) (desde el origen), cuando es alcanzable en un cierto
instante ¢1, siendo 0 < t; < ¢,.

Definicion 4: Se llama zona alcanzable en el intervalo (0, to),
al conjunto de puntos alcanzables en dicho intervalo. Designandola
por R*(f) es, evidentemente

R* (to) = U R (t).

St=St

Nota: R* (f) es una funcién de ¢ (un conjunto de puntos) que no decrece con
t. B (t) en cambio, no necesariamente posee tal propiedad.

Lema 1: R (t) posee las dos siguientes propiedades:
a) Si la distancia de un punto z, al conjunto R (to) es positiva

d(xo, R (%)) =a > 0,

existe un ¢ > 0 tal que para todo & < < & + ¢ es 2o R (t).
Efectivamente, para toda wu (¢) admisible se verifica
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La @ (¢) es continua, luego puede darse un ¢ tal que
. / \\ a
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para & — i < e. Como ® es independiente de u (), supdniendo
que zoe R (t1), seria
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lo que es absurdo.
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b) Sid(xo, R(t)) =a >0 v(donde,l—i’, “es el conjunto complemen-
tario de R), existe un ¢ > 0 tal que para &, <t <t + ¢, es
zoe R (81). ' ‘

En efecto, dada una wu (¢) admisible arbitraria, por ejemplo
u (t) = 0 para t > t, la transformacitén

T(x) =F(Q@, z, t) =z

es un homeomorfismo para cada t > 0, continua en ¢, de manera
que existe un ¢ tal que para 0 <& —f < ¢, el‘conjunto trans-
formado del R (f;) contiene a z, como punto interior:

onT(R (to)) = U {F (t17 x, to); $ER(to)}

para
0<th —i < e

Pero evidentemente

R (t1) o T (R (%))
con lo que queda demostrada esta propiedad.

Lema 2: Dadas laecuacién (1) con las condiciones (2), y un valor
to > 0, el conjunto R (f) es compacto.

En virtud de las condiciones generales impuestas a la (1), R ()
es acotado. Consideremos ahora una sucesién de puntos de R (t):
EeR @) (1 =1,2, ...) y demostraremos que si § = lim &,
también Ee R (to). 7

Para cada E; existe una correspondiente funcién de control u; (¢)
tal que la solucién de (1) verifica:

2i (b) = ] s (), ©) dt + b / it dt = & (3)
0 0

Las z:(f) son equicontinuag, por ser integrales de funciones que admi-
ten una mayorante: | z; | s/ K (t) dt. Las funciones f(z; (¢), )
también son equicontinuas, por ser lipschitzianas con respecto
a las z;. Existe entonces, por el teorema de Arzela, una subsucesion
en la que convergen todas estas funciones:

2o (1) = lim @, (8); f (2o, §) = lim f (@i, , 1)

donde para la segunda igualdad se ha tenido en cuenta la conti-
nuidad de la funcién f(z,t) en . :
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Siendo las funciones f (x;, {) mayoradas por una funcién inte-
grable, podemos pasar al limite bajo el signo integral, obteniendo
para 0 <t <t

o) = [7 (o tim b [ s, (t) dt.
2o (1) ‘/;f(x @, ) dt + 1mb/;u,(t) ¢

Siendo las |u;, (t) | < 1, existe una subsucesién que converge
débilmente a cierta funcién wuo (£):

t t
lim / wen (£) dt = / wo (8) db.
1] . 0

Evidentemente | uo () | < 1, siendo por lo tanto admisible; como de

mw=/ﬂﬂmww+bwmnw @)
0

resulta que z(¢) es solucién de (1), (2), y siendo por otra parte
zo (b)) = &, resulta finalmente que

§oe R (tc).
Ecuaciones lineales. En el caso de ser f (z, ) lineal en z:
c=AW)z+b.ul®) (5)
con la condicién inicial
| z(0) = 0, (©)

la solucién se puede expresar por

x(t)=<p,-(t)/t vi(s) . b.u(s) ds, )
0

donde las funciones ¢;(t) forman la matriz solucién elemental de
la ecuacién homogénea z = A (t) z, y las funciones (vectoriales)
¢; (¢) forman la matriz inversa de la anterior.

Lema 3: Para sistemas lineales, el conjunto R () es convexo.
En efecto, si u1(t), u2(t) son dos funciones admisibles y z:1(t), x2(t)
las correspondientes soluciones de (5), serd

t
c1x1 + caxy = q)i(t)/ LI),;(S) .b. (clul +Czuz) ds.
0
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Sici + ¢z =1; ¢, c2> 0, también ¢; us + c2 ue serd una funcién
de control admisible: |cius + c2us2 | < 1, quedando demostrado
el lema. '

Lema 4: 8i para la ecuacién (5), 2, es alcanzable en # pero no
en {— ¢, con ¢ arbitrariamente pequefio:

Zoe R () ; e R (t) para # — e <t <ty

entonces z, pertenece al contorno de E ().

Para demostrar que en toda esfera de centro xp y radio arbitra-
riamente pequefio hay puntos que no pertenecen a R (i), tomemos
t que cumpla

/" AM@O+ b <,

donde M (t) es la mayorante de |f(z, &) | =14 @] . |zl
para valores de  de una adecuada regién acotada. R (i — t) es
una regién convexa compacta que no contiene x,. Puede, pues,
trazarse un plano de separacién P tal que B (fy — ) esté totalmente
en un semiespacioy zo en el otro. En la esfera de radio r hay puntos
que distan de R ({o — t) y con el razonamiento del lema 1, parte
(), se ve que no son alcanzables desde R ({ — =) en el intervalo
de tiempo (to — =, to).

. Variacién de la funcién de control. Consideremos la funcién de
control u (f) y la correspondiente trayectoria dada por la férmula
(7). Consideremos, ademis, una funcién de control ‘‘variada’
u + 5 z. Expresando esta dltima en forma anéloga a la (7) y res-
tando ambas, se obtiene “

S0 (1) = @i(t)[t¢i(s) b su(s) ds. 8)
0 ,

Como el conjunto R (t), para un cierto &, *> 0, es convexo, existe
en todo punto & de su contorno un plano de soporte; llamaremos
X al vector normal a este ultlmo plano, dirigido hacia el lado
opuesto a B (£). Si 3 u () es una “variacién admisible’”’ (vale decir
que la funcién u + 3 u también es admisible) entonces las corres-

- pondientes variaciones 3 § serdn todas vectores que van del punto &
a puntos de R (f), o'sea que el producto escalar por X serd no-posi-



N [
tivo: Por lo tanto:
to
X . dx(te) = X . q;.-(to)./ i (s) . b . du(s) ds =
Jo .

=f'°c,- () - his) . u() ds=< 0. (9)
0

Aqui ¢; () = X . 9i(to); hi(s) = b . ¥:(9).

Las constantes ¢; no pueden ser todas nulas, por ser las ¢;(?)
un sistema completo de soluciones de la ecuacién lineal homogénea.
La suma ¢; ¥; (s) representa, pues, una solucién bien determinada
de la ecuacién adjunta, y c¢;h;i(s) la proyeccién de ésta sobre el
vector b. Cuando existan soluciones de la ecuacién adjunta conte-
nidag en un hiperplano normal al vector b, diremos que el problema
es ‘““degenerado’”. En el caso contrario, la combinacién lineal
¢i hi (s) solo se anula para un nimero finito de valores de s (en todo
intervalo finito). Tenemos asi los elementos necesarios para enun-
ciar el

Teorema 1: Si para la ecuacién (5) con la condicién (6), el punto
£ es alcanzable en el instante t, mediante la funcién de control
u (t), (pero no para tiempos menores), y ademds se cupone que el
problema no es degenerado, entonces la correspondiente funcién
u (t) es del tipo “bang-bang’’, o sea que solo toma los valores == 1.

Para la demostracién basta observar que la férmula (9) vale
para toda variacién admisible 3u (¢). Por lo tanto, para aquellos
puntos en que ¢;(to) hi(s) toma valores positivos, solo son admisibles
para du (s) valores negativos, y esto s6lo puede ser el caso cuando
para tal valor de s, la u (s) vale + 1. En aquellos puntos en que
ci (to) hi(s) es negativa, solo valores positivos para la du (s) son
admisibles, o sea que la u(s) vale — 1. En los puntos en que
¢i (to) hi(s) es cero y cambia de signo, la u (s) saltade +1a —1
0 viceversa. ‘

Teorema 2: Siparala ecuacién (1) con la condicién (2), el punto &
pertenece al contorno de R (f), y existe un vector. X tal que para
toda direccién dirigida desde el punto & hacia el interior de R (f)
vale '

X.(z—9=0,

y adem4s la ecuacién en variaciones correspondiente no es degene-



rada, entonces la correspondiente funcién de control u (t) que lleva
al punto &, es del tipo “bang-bang”.
Partiendo de la u (t) podemos escribir la ecuacién en variaciones

o (t, s)=/t{f(:c, ) +b. (u+e.ou} ds.
0

Resulta, pues,

ax (tr S) — = : __a_j; 1d
[-—————-ae ];=o’ dx /(;{[ax]e:o‘éx +0b. Bu} S

(8:;;)=8:.c=[-‘22f—} Sz +b.%u=A(@) 3% +b. 3u
e=0

0 Sea

iz

cuya solucién es
i
dx = @;(t)/ bi(s) . b . du(s) ds
0

aniloga a la (8). El resto de la demostracién es semejante al caso
anterior, teniendo en cuenta que cuando s—>0, se verifica que
z (o, ) —>& a lo largo de alguna curva para la cual

X . [_«?_x_] <0,
de e=0

por ser esto vilido para cualquier curva, por hipétesis.
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