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Sea la ecuaci6n difert)ncial 

~ = f (x, t) + b . u (t) (1) 

donde t es una variable real ° :s; t < 00.' x (t), f (x, t), b son n-vec
tores del espacio X n-dimensional euclideo; f (x, t) es una funci6n 
definidl;i. en unaregi6n del espacio (X,t), lipschitziana con respecto 
a x, integrable con respecto a t (para cada valor de x), mayorada 
por una' funci6n integrable M (t) > I f (x, t) I; b es un vector 
constante; u (t) es la "funci6n de control" supuesta integrable 
ysu.l'etaa la restricci6n I u (t)1 :s; 1 (toda funci6n de control que 
cumpla estas condiciones se dira tambien "admisible"). 

Se supone que mientras f(x, t), b son datos de un cierto problema 
la funci6n u (t) es arbitraria, considenindose la totalidad de solu
ciones x (t) de (1) cuando u (t) recorre todas las funciones ad
misibles. 

Como condiciones iniciales fijamos 

x (0) = 0, (2) 

siendo obvia la posible generalizaci6n para condiciones iniciales 
distintas. En esta forma, el (1) es un sistema de Caratheodory, 
estando asegurada la existencia y unicidad de las soluciones, asi 
como la dependencia continua de estas de las condiciones iniciales. 
La soluci6n de la (1), (para determinada funci6n de control u (t», 
se designara por 

x (t) = F (t, xu, to). 

Definicion 1: Dada la ecuaci6n diferencial (1) (vale decir dados 
f (x, t), b) con las condiciones iniciales (2), diremos que ~ eXes 
un punto alcanzable en el instante to (desde el origen), cuando 
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existe una u (t) admisible tal que la corresporidiente solucion de 
(1), (2) verifica 

x (to) = F (to, 0, 0) = ~. 

Definicion 2: En las condiciones anteriores, se llama zona alcan~ 
zable en el instante to, al conjunto de puntos alcanzables en el ins
tante to. Sera design ada por R (to). 

Definicion 3: Se dice que el punta ~ eXes alcanzable en el inter
valo (0, to) (desde el origen), cuando es alcanzable en un cierto 
instante h, siendo 0::::; t1 ::::; to. 

Definicion 4: Se llama zona alcanzable en el intervalo (0, to), 
al conjunto de puntos alcanzables en dicho intervalo. Designandola 
por R* (to) es, evidentemente 

R*(to) = U R(to). 
o :;; t ;s: t. 

Nota: R* (t) es una funci6n de t (un conjunto de puntos) que no decrece con 
t. R (t) en cambio, no necesariamente posee tal propiedad. 

Lema 1: R (t) posee las dos siguientes propiedades: 
a) Si la distancia de un punto Xo al conjunto R (to) es positiva 

d (xo, R (to» = a > 0, 

existe un e > ° tal que para todo to < t1 < to + e es Xo e/; R (t1). 
Efectivamente, para toda u (t) admisible se verifica 

I J.t. ~ dt I = 11m 1 (f (x, t) + b . u) dt I ::::; f.1l I f (x, t) + b • u I dt ::::; 

::::; it. (M (t) + I b : ) dt = <P (t1 - to). 

La <P (t) es continua, luego puede darse un e tal que 

i' a 
<P (tl - to) ~'2 

para t1 - to ::::; e. Como <I> es independiente de u (t), suponiendo 
que Xoe R (t1), seria 

as I rei. I a It. x dt ::::;. <P (tl -to)::::;"2 

10 que es absurdo. 
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b) Si d (Xo, R (to») = a > 0 (donde R 'es el conjunto complemen
tario de R), existe un 10 > 0 tal que para to < t1 < to + 10, es 
Xoe R (t1). 

En efecto, dada una U (t) admisible arbitraria, por ejemplo 
U (t) = 0 para t > to, la transformaci6n 

T (x) = F (t, x, to) = x' 

es uil homeomorfisrno para cada t ;,:: 0, continua en t, de manera 
que existe un E tal que para 0 ;S; t1 - to < E, el'conjunto trans
formado del R (to) contiene a Xo como punta interior: 

XoET(R(to» = u ~F(t1' x, to); xeR(to)~ 

para 
O;s; h - to < c. 

Pero evidentemente 

con 10 que queda demostrada esta propiedad. 

Lema 2: Dadas la ecuaci6n (1) con las condiciones (2), y un valor 
to > 0, el conjunto R (to) es compacto. 

En virtud de las condiciones generales impuestas ala (1), R (to) 
es acotado. Consideremos ahora una sucesi6n de puntos de R (to): 
~iE R (t~) (i = 1, 2, ... ) y demostraremos que si ~o = lim ~i, 

i ~ co 

tambien ~o 6 R (to). 
Para cada ~i existe una correspondiente funci6n de control Ui (t) 

tal que la soluci6n de (1) verifica: 

to ro 
Xi(tO) = Jo f(Xi (t), t) dt + b Jo Ui(t) dt = ~i' (3) 

Las Xi(t) son equicontinuas, por ser integrales defunciones que admi
ten una mayorante: I Xi I ;s; J K (t) dt. Las funciones f (Xi (t), t) 
tambien son equicontinuas, por ser lipschitzianas con respecto 
a las Xi. Existe entonces, por el teorema de Arzela, una subsucesion 
en la que convergen todas est as funciones: 

Xo (t) = lim Xin (t); f (xo, ,t) = lim f (Xin , t) 

donde para la segunda igualdad se ha tenido en cuenta la conti
nuidad de la funci6n f (x, t) en x. 
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Siendo las funciones f (Xi, t) mayoradas por una funcion inte
grable, podemos pasar al limite bajo el signo integral, obtenienda 
para 0 ~ t ~ to 

Xo (t) = lot f (xo (t), t) dt + lim b lot Ui" (t) dt. 

Siendo las lUi" (t) I ~ 1, existe una subsucesion que converge 
debilmente a cierta funcion Uo (t): 

f t ft lim Ui", (t) dt = Uo (t) dt. 
o . 0 

Evidentemente I Uo (t) I ~ 1, siendo por 10 tanto admisible; como de 

Xo (t) = lot {j (xu (t), t) + b . Uo (t) ~ dt (4) 

result a que xo(t) es solucion de (1), (2), y siendo por otra parte 
Xo (to) = ~o, result a final mente que 

~o e R (to). 

Ecuaciones lineales. En el caso de Eer f (x, t) lineal en x: 

~ = A (t) x + b . U (t) 

con la condicion inicial 

x (0) = 0, 

la solucion se puede expresar por 

x (t) = <Pi (t) lot ljii (s) . b . U (s) ds, 

(5) 

(6) 

(7) 

donde las funciones <Pi(t) forman la matriz solucion elemental de 
la ecuacion homogenea ~ = A (t) x, y las funciones (vectoriales) 
Iji; (t) forman la matriz inversa de la anterior. 

Lema 3: Para sistemas lineales, el conjunto R (t) es convexo. 
En efecto, si Ul(t), U2(t) son dos funciones admisibles y Xl(t), X2(t) 
las correspondientes soluciones de (5), sera 
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Si Cl + C2 = 1; Cl, C2 >;0, tam bien Cl Ul + C2 U2 sera una funcion 
de control admisible: I Cl itl + C2 U2 I s; 1, quedando demQstrado 
el lema. 

Lema 4: Si para la'ecuaci6n (5), xo es alcanzable en to pero no 
en to - e, con e arbitrariamente pequeno: 

xoe R (to) ; xo~; R (t) para to - e < t < tOl 

entonces Xo pertenece al contorno de R(to). 

Para demostrar que en toda esfera de centro Xo y radio arbitra
riamente pequeno hay puntos que no pertenecen a R (to), tomemos 
.. que cumpla 

tD lto- .. {M(t) + \ b \ } dt < r, 

donde M (t) es la mayorante de \ J (x,t) \ = \\ A (t) 1\ • \ x \, 
para valores de x de una adecuada region acotada. R (to - ~) es 
una region convexa compacta que no contiene Xo. Puede, pues, 
trazarse un plano de separacion P tal que R (to - .. ) este totalmente 
en un semiespacio y Xo en el otro. En la esfera de radio r hay puntos 
que distan de R (to - .. ) y con el razonamiento del lema 1, parte 
(a), se ve que no son alcanzables desde R (to - .. ) en el intervalo 
de tiempo (to - oc, to). 

, Variaci6n de la Junci6n de control. Consideremos la funci6n de 
control u (t) y la correspondiente trayectoria dada por la f6rmula 
(7). Consideremos, ademas, una funcion de control "variada" 
u + 0 x. Expresando esta ultima en forma analoga a la (7) y res-
tarido ambas, se obtiene . " 

ox (t) = CPo (t)lo t 1Ji. (s) . b . OU (s) ds. (8) 

Como el conjunto R (to), para un cierto to '> 0, es convexo, existe 
entodo punto ~ de su contorno un plano de soporte; llamaremos 
'1 al vector normal aeste 'Ultimo plano~ dirigido hacia el lado 
opuesto a R (to). 8i 0 U (t) 'es una ;'vl:l;riaci6n admisible" (vale decir 
que la funci6n U + 0 U tainbien es admisible) entonces las corres-
,pondient~s variaciones 0 ~ seran todas've,(ltores que van del punta ~ 
a puntoscle'R (to),~sea que el prbducto escalar por X sera no-posi-
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tivo: Por 10 tanto: 

X . ox (to) = X . !Pi (to) 101
0' tJii (s) . b • OU (s) ds = 

= rto 
Ci (to) • hi (s) . u (s) ds::;:; 0. (9) Jo . 

Aqui Ci(tO) = X. C!'i(tO); hieS) = b. <f!i(S). 
Las constantes Ci no pueden s~r todas nulas, por ser las !Pi (t) 

un sistema completo de soluciones de la ecuaci6n lineal homogenea. 
La suma Ci <f!i (s) represent a, pues, una soluci6n bien determinada 
de la ecuaci6n adjunta, Y Ci hi (s) la proyecci6n de esta sobre el 
vector b. Cuando exist an soluciones de la ecuaci6n adjunta conte
nidas en un hiperplano normal al vector b, diremos que el problema 
es "degenerado". En el caso contrario, la combinaci6n lineal 
Ci hi (s) solo se anula para un numero finito de valores de s (en todo 
intervalo finito). Tenemos as! los elementos necesarios para enun
ciar el 

Teorema 1: Si para la ecuaci6n (5) con la condici6n (6), el punta 
~ es alcanzable en el instante to mediante la funci6n de control 
u (t), (pero no para tiempos menores), y ademas se eupone que el 
problema no es degenerado, entonces la correspondiente funci6n 
u (t) es del tipo "bang-bang", 0 sea que solo toma los valores ± 1. 

Para la demostraci6n basta observar que la f6rmula (9) vale 
para toda variaci6n admisible OU (t). Por 10 tanto, para aquellos 
puntos en que ciCtO) hieS) toma valores positivos, solo son admisibles 
para OU (s) valores negativos, y esto s6lo puede ser el caso cuando 
para tal valor de s, la u (s)' vale + 1. En aquellos puntos en que 
Ci (to) hi (s) es negativa, solo valores positivos para la OU (s) son 
admisibles, 0 sea que la U (s) vale - 1. En los puntos en que 
c, (to) hi (s) es cero y cambia de signo, la u (s) salta de + 1 a- 1 
o viceversa. 

Teorema 2: Si para la ecuaci6n (l)eon la .condici6n (2), el punta ~ 
pertenece al contorno de R (to), y existe un vector X tal que para 
toda direcci6n dirigida desde el punto ~ hacia el interior de R (to) 
vale 

X . (x - ~) ::;:; .. 0, 

y ademas la ecuaci6n en variaciones correspondiente no es degene-
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rada, entonces la correspondiente fun cion de control u (t) que lleva 
al punto ~, es del tipo "bang-bang". 

Partiendo de la u (t) podemos escribir la ecuacion en variaciones 

x (t, e) = lot ~f(x, s) + b • (u + e. ou) ~ ds. 

Resulta, pues, 

[ ax (t, e) ] ox = r{[!..L] ox + b . ou} ds 
ae 0=0 10 ax 0=0 

o sea 

ox [a f ] ox + b . ou 
ax 0=0 

A (t) ox + b . ~u 

cuya solucion es 

ox = 4'i (t) lot 4;i (s) . b . cu (s) ds 

anaJoga a la (8). El resto de la demostracion es semejante al caso 
anterior, teniendo en cuenta que cuando e~O, se verifica que 
x (to, e) ~ ~ a 10 largo de alguna curva para la eual 

x. [~] :$; 0, 
a e 0=0 

por ser esto va,lido para cualquier curva, por hipotesis. 
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