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SUMMARY; 

For spaces Sn of constant curvature K, the generalized formula of Gauss
Bonnet for a closed, orieiltable surface S of class !1:; 3 which is the boundary of 
a body Q, takes theforms (1.4) and (1.5) according to the parity of n. In this paper 
we consider the case in which Q is a polyhedron. Then the formula takes the form 
(3.4), (3.5), where the terms IXn_h_,LJ, are the sums (3.2) between the h-dimensional 
measures Lh' of the h-dimensional edges of Q and the (n-h-l )-dimensional polyhedral 
angles "polar" of those formed by the faces of Q which are incident in La'. 

If Q is a simplex of S" these formulae must contain the Poincare's relations 
between the angies of spherical simplexes [11], [8], [10], [15]. This is computed 
for n=2, 3,4 in N.o 4 and 5. However the computation in the general case it seems 
to be far from obvious. 

1. La formula de Gauss-Bonnet en espacios de curvatura constante. 

La clasica f6rmula de Gauss-Bonnet de la teoria de superficies 
fue generalizada a variedades multidimensionales por Allendoefer
Weil en 1943 [1]. Poco despues, otra demostraci6n mas simple fue 
dada por S. S. Chern [4], [5]. Para el caso particular de hipersuper
ficies de un espacio de curvatura constante la f6rmula generalizada 
Gauss-Bonnet esta contenida en unos resultados obtenidos indepen
dientemente, casi en la misma fecha, por Herglotz [7]. En este caso 
los elementos que intervienen en la formula de Gauss-Bonnet tienen 
significado geometrico bien preciso. Vamos a recordar esta f6rmula, 
una demostraci6n de la cual puede verse en [12]. 

Sea Sn(K) el espacio de curvatura constante K de n dimensiones, 
o bien, si se quiere, el espacio no euclidiano n-dimensional. Sea S 
una hipersuperficie cerrada del mismo de clase !1:; 3 que sea con
torno de un cuerpo Q. En cada punta de S, si R1, R2, ••• , Rn _ 1 son 
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los radios de curvatura principales, estan definidas las curvaturas 
medias (*) 

(11) m· = {_1 ___ 1_ __1_~ ma = 1 , % = 1,2, ... , 1f -1 
. • Ra., Ra.. ... Ra.. J ' 

donde el parentesis indica la funcion simetrica elemental de orden i 
formada con las curvaturas principales l/R •. De aqui se deducen 
las integrales de curvatura media 

(1.2) M. =18 mi dF (i = 0, 1, 2". " n - 1) 

donde dF indica el elemento de area «n - I)-dimensional) de S. 
En particular es 

(1.3) M a = F = area de S. 

Con estas notaciones, la formula generalizada de Gauss-Bonnet 
para espacios de curvatura constante K, se escribe: 

Para n par: 

y para n impar 

donde las constantes c, valen 

(1.6) 
On c. = ---- K(n- 1-i)/2 

siendo Oh el area de la esfera euclidiana de radio unidad y dimen
sion h, 0 sea 

(1.7) 
2 'Jt(k+ 1)/2 

Ok = -----
r (h+ 1)/2) 

(*) En el trabajo [121. como es tambien mucha costumbre, definimos las cur
vaturas medias por 

( n - 1 )-1 
m/ = i mi-

Esto modifica las . f6rmulas que siguen en un factor combinatorio. En el caso 
actual es preferible la definici6n aqul adoptada. 
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'X (Q) indica la caracterfstica de Euler-Poincare del cuerpo Q 
limitado por S. Si Q se descompone en simples y ai es el numero 
de e110s de dimensi6n i, es 

(1.8) 'X (Q) = ao - a1 + 112 - ••• + (- 1)" an. 

Para el contorno S de Q es 

(1.9) 'X (S) = 0 para n par, 'X (S) = 2 'X (Q) para n impar. 

Para el caso de una esfera topo16gica es 

(1.10) 'X (Q) = 1. 

2. Cuerpos polares. 

Consideremos en particular la esfera n-dimensional de radio uni
dad del espacio euclidiano E n+1 ; es un espacio S .. de curvatura COflS

tante K = 1. Dada en este espacio una hipersuperficie S que limita 
un cuerpo Q, la hipersuperficie paralela exterior a distancia 'It/2 se 
llama la "dual" 0 "polar" de S: la representaremos porS*. El cuerpo 
Q* limitado por S* por ellado que no contiene a Q serael dual 0 

polar de Q.Evidentemente S** = S y Q** = Q. 
La hipersuperficie polar S* puede obtenerse tambien como lugar 

geometrico de los extremos de los radios de la esfera unidad En+1 
normales a los hiperplanos diametrales tangentes a S. 

Llamando V y V* a los volumenes de Q y Q* y F, F* a las areas 
respectivas de S y S*, valen las siguientes f6rmu1as ever [12]): 

Para n par 

( Cn_1 F + Cn _3 M2 + ... + C1 M n _2 + V* = ! 0" X (Q), 
(2.1) i. . 

l Cn_1 F* + Cn_3 Mn _ s + ... + C1 M1 + V = ! On X (Q) 

y para n impar 

{ cn_1 F + Cn_s M2 + ... + C2 M .. _a + CO F* = ! On X (Q), 
(2.2) 

Cn_2 Mn_2+cn_4 Mn_4+ ... +C1 M 1+ V + V*= (1 -~h(Q» On. 

En estos u1timos casos de n impar, segun (1.9), puede sustituirse 
X (Q) =! X (S). Las constantes c, son lasmismas (1.6). 

Ademas, en todos los casos, vale 

(2.3) M.* = M n- 1_i 

Con esto se tienen, porejemplo, los siguientes casos particu1ares: 
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Para n = 2,llamando Fal area de uh dominio Q yL a la 10n
gitud de su contorno ·(que seran los valores; V y F de antes respec- . 
tivamente), resultan las f6rmulas elementales . 

(2.4) L + F* = 2 "'·OX(Q.) , L'* + F = 2", OX (Q). 

Para n = 3 se tiene 

(2.5) 
( i + F* = 2 'Ie OX (8) . 

i. i Ml + V + V*= (2- X (Q» ",2 

Para n = 4 resulta 

(2.6) { 
2 F + M2 + 6 V* = 4",2 OX (Q) 

2P* + Ml + 6 V = 4",2 OX (Q). 

3. Ca80 de poliedro8. 

Consideremos el caso en que Q es un poliedro. Queremos ver el 
valor que debe atribuirse en este caso a las integrales de curvatura 
media M. que ya no pueden definirse directamente por las f6rmu
las (1.1) y (1.2) por teneraristas en las cuales algunos R. se anulan. 

Consideremos el cuerpo Q. paralelo exterior a Q a distancia 5 

(conjunto de puntos de SroCK) euya distancia a Q es ~ 5); sus cur
vaturas principales son 1/ (R. + 5) Y por tanto sus curvaturas medias 

m.(Q.)={ 1 , 1 , ... ,1 }. 
RI%l + 5 R,.,. + 5 Ro:. + 5 

Las partes de Q. correspondientesa las caras de Q son tam bien 
planas y por tanto su eurvatura media es nula. La parte de Q. obte
nida a partir de una arista L,," de dimensi6n h (0 ::; h ::; n - 2) 
es un sector de cilindro cuya . secci6n recta es un simple de dimen
si6n n - h -1 dela esfera de radio 5 y dimensi6n n .-:. h -1 con
tenida en el plano normal a L,,". Para este sector de cilindro las 
curvaturas principales son l/Rl = 1/R2 = ... = l/Rn-"-l = 1/5, 
l/Rn ..;." = ... = 1/Rn _ 1 = 0 y el elemento de area vale 5,,-1>-1 

dOn_,,_l dL,,' siendo dOn_",-l el elemento de area de la esfera unidad 
(n - h - I)-dimensional y dL,,"el elemento de volumen h-dimen
sional de LII'. 

Al calcular la integral de curvatura media M. correspondiente 
al sector cilindrico deeje L,,' y hacer5 "'-+ 0, resulta que vale eero 
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si i < n - h - 1 0 bien i > n - h -1, quedando unicamente el 
valor rI!n-A-l LA- para el caso i = n - h - 1, siendo IXns_A_l la in
tegral de dOn_h_ 1 e indicando con las mismas letras LAS el volumen 
h-dimensional de la arista LAS. Para h = 0, Lo· es un vertice de Q 
y como medida del mismo hay que tomar la unidad (0 sea; hay que 
poner, Lo· = 1) puesto que el elemento de area de Q. correspon
diente a los vertices no contiene el factor dLo•• 

Sumando los valores obtenidos para todas las aristas LA' de la 
misma dimensi6n h, resulta que para un poliedro Q es 

que conviene escribir en la forma 

(3.1) 

siendo: 

Lan _ A_ 1 = volumen (n - h - I)-dimensional de la arista Lan - A- 1 de 
dimensi6n n - h -1 (h= 1, 2, ... , n -1). 

CX'A = medida del angulo poliedro h-dimensional "polar" del lin
gulo poliedro formado por las h + 1 caras de Q que con
curren en L'n_A_1. 

La suma respecto de 8 se refiere a todas las aristas (n - h - 1)
dimension ales de Q. 

Recordemos 10 que significa angulo poliedro "polar" . A cada 
arista £o,,_A_1 corresponde un angulo poliedro de dimensi6n h inte
rior a Q, sea CX'h*' La medida de este angulo es la de un simple de 
dimensi6n h sobre la esfera de radio unidad y dimensi6n h; este 
simple tiene un polar en el sentido del N° 2 y el volumen de este 
simple polar es precisamente el valor cx,,' anterior. 

Todavia, para abreviar la escritura, escribiremos 

(3.2) 

con 10 cual (3.1) queda 

(3.3) 

En particular, para h = n -1 es Lo· = 1 Y por tanto 
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es la sum.a de los angulos polares de lQs correspondientes a los ver
tices de Q"i 

Sustituy~ri.do losvalores (3.3) en (1.4) y (1.5) resulta que la for
mula de Gauss-Bonnet generalizada. para poliedros del espacio 
n-dimensional de cu~atura constanteK toma la .forma siguiente: 

Para n par: 

(3.4) Cn-l rln_l +Cn_3 rln_3 L2 + ... + Cl ~l Ln_.2 +Kn/2 V = {On l. (Q) 

y para n impar 

Veamos algunas consecuencias de estas formulas: 
a) Para n par, la formula (3.4) permite calcular el volumen V 

de un poliedro a partir de los angu,!os del mismo y de las medidas 
de sus aristas de dimension par. Pero como estas aristas son a su 
vez poliedros de un espacio de curvatura constante de dimension 
menor, sus medidas se pueden expresar nuevamente en funcion de 
sus angulos. Procediendo sucesivamente resulta el siguiente resul
tado cIasico. 

Para n par, el volumen V de un poliedro de un espacio de cur'va
tura constante K ;;& 0, puede expresarse en funci6n de los angulos 
del mismo de distintas dimensiones. Para n impar dichos angulos 
estan ligados por una relaci6n lineal, pero con ellos no puede ex pre
sarse V. 

Este teorema, tal vez ya conocido por L. Schlaflien 1852 para 
el caso de poliedros esfericos (*), fue reencontrado por Poincare 
en 190.5 [11] siendo mas tarde extendido a espaciosde curvatura 
constantenegativa por Hopf [9]. En general los trabajos se limit an 
al caso del simple n-dimensional, considerando que todo poliedro 
se puede descomponer en simphis. Trabajos recientes sobre el par
ticular son los de Peschl [10] y Hohn [8] donde se encuentra, ade-
mas, otra bibliografia. .. 

b) Para n impar, la fOrmula (3.5) no es mas que la (3.4) apli
cada a las caras del poliedro Q, que son poliedros de dimension 
n - 1 Y por 10 tanto par, y sumando luego a todas las caras. En 
el mlmero siguiente se vera esto claro en el caso particular n = 3. 

, . ,',-, 

(*) Los manuBcritos origina1es de Schlafli quedaron desconocidos en 1a Sch
weizerischen Landesbibliotek de Berna basta 1901 que se pUblicaron en e1 vol. 38, 
I, de los Denkschriften der Schw.eizerilfc;1J,en Naturforschenden Gesellschaft. :<fer [14]. 
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En general, dado un poliedro Q de dimensi6nn, contenido en 
Sn (K), la f6rmula (3.4) puede aplicarse a todas sus aristas de dimen
si6n par. Si se aplica por ejemplo a las aristas de dimensi6n h = 2 m 
~ n - 1 se obtendra una relaci6n entre las' medidas de las aristas 
de dimensi6n 2, 4, ... , h y los angulos pbliedros form ados por las 
caras que las limitan, consideradas estas aristas como poliedros, 
(con "I. = 1) de dimensiones 2, 4, ... , h. Para el caso de un simple 
estas f6rmulas deben coincidir con las dadas por Poincare en el tra
bajo citado [11] y estudiadas ampliamente por Peschl [10], pero la 
computaci6n efectiva de esta equivalencia no se presenta facil en 
el caso general. Para n = 3, 4 10 veremos en los Nos. 4 y 5si
guientes. 

c) Mas interesante parece el problema siguiente, sobre el cual 
pensamos volver en otra oportunidad. Las relaciones a que hacemos 
referencia en b) traducidas al caso general de un cuerpo cualquiera Q 
de Sn (K) limitado por una superficie S de clase ~ 3, deben dar 
relaciones entre las curvaturas medias Mi analogas a las del teorema 
de Gauss-Bormet-Herglotz (1.4), (1.5), pero en las que intervengan 
unicamente las Mi para i ~ h ~ n -1 (h = 2, 4, ... ). A su vez 
estas relaciones deb en ser caso particular, correspondiente al caso 
de espacios de curvatura constante K, de otras f6rmulas integra
les del tipo de lade Gauss-Bonnet generalizadapor Allendoerfer
Weil-Chern, validas para cualquier hipersuperficie orientable y ce
rrada de un especio de Riemann. Se presume, por tanto, la exis
tencia de estas nuevas f6rmulas integrales que sin duda seria inte
resante estudiar. Podria ser que ellas coincidieran 0 estuvieran 
relacionadas con las dadas por Chern ([5], f6rmula (20)), pero no 
es segura que asi sea. 

4. Casos n = 2, 3. 

Para su mejorcomprensi6n veamos la forma que toman las f6r
mulas (3.4) y (3.5) para los casos mas simples de dimensi6n 2 y 3. 

Para n = 2 es Cl = 1 y la f6rmula (3.4) da 

1Z1 + KV = 2'lt "I. (Q). 

En' estecaso V representa el area del poligono Q; es mej o:r:repre-
sentarla por F quedando . 

(4.1) 1Z1 + KF = 2'lt "I. (Q). 
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Si A, son los angulos interiores del poligono Q y m es el mimero 
de vertices, es 

m m 

(4.2) !Xl = E ('It - A.) = m'lt - E As 
a- 1 1 

y resulta por tanto Ia f6rmula elemental 

m 

(4.3) KF = EA. -em -2 x(Q))'lt 
1 

que da el area de .un poligono sobre una superficie de curvatura 
constante K ¢ O. Para un poligono simplemente conexo es X (Q) = 1. 

Para n = 3 el volumen de un poliedro ya no se puede calcular 
elementalmente. Aun para el caso del tetraedro aparecen funciones 
trascendentes complicadas; ver, por ejemplo, Coxeter [3] y Bohm [2]. 

Veamos que relaci6n da la f6rmula (3.5). 
Ella toma la forma C2!X2 + Co F = i 0,. X (Q), 0 bien segun (1.6) 

(4.4) (X2 + KF = 4'lt X (Q) 

donde !X2 es la suma de los angulos poliedros polares de los corres
pondientes a los vertices de Q. Si se quieren introducir estos angulos 
poliedros mismos, recordando que para n = 2 entre el area u.e de 
un poligono esferico y la longitud A. * del contorno de su polar vale 
la relaci6n (2.4) que ahora se escribe (X" + Aa * = 2 'It, se podra poner 

m 

!X2 = 2 'It m - E A.* siendo m el numero de vertices de Q. La suma 
1 

de los " a * es precisamente la suma de los angulos de las caras de Q, 
que segun (4.3) vale, para cada cara, 

KF. + (m. -2) 'It 

siendo m, el numero de vertices de la cam de area F. (que suponemos 
simplemente conexa y por tanto X = 1). Al sumar para todas las 
caras, llamando c al numero de ell as y a al numero de aristas resulta 

E As * = KF + 2 'It a - 2 'It C. 
s 

Pero en todo poliedro tridimensional entre el numero de aristM, 
caras y vertices de la superficie que 10 limita valen las relaciones 
(1.8), (1.9) que con la notaci6n actual dan m - a + c = 2 X (Q). 
Por tanto resulta 
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y sustituyendo en (4.4) queda una identidad. Es decir, la relacion 
(3.5), conociendo la (3.4), que se puede aplicar a cada una de las 
caras de Q, no da nada nuevo. 

5. El caso n = 4. 

En estecaso la f6rmula (3.4) permite calcular el volumen de un 
poliedro de 84 (K) en funci6n de los angulos del mismo (angulos 
poliedros de dimensiones 1 y 3). Veamos a que resultado se llega. 

Escribiendo (3.4) y sustituyendo los coeficientes c, por sus valores 
resulta 

(5.1) 2 IX3 + 0:1 L2 K + 3 K2 V = 4 'lt 2 'l.. (Q). 

La expresi6n de V en funci6n unicamente de los angulos de Q 
toma una expresi6n muy complicada en el caso de .un poliedro gene
ral. Vamos a limitarnos a considerar el caso mas sencillo en que Q 
es un simple, para vel' como (5.1) contiene a la formula de Poincare
Hopf antes mencionada. 

Siendo Q un simple, sera 'l.. (Q) = l. 
Sean Pi (t' = 1, 2, 3, 4, 5) los vertices de Q. En cada uno de eUos 

concurren 4 caras tridimensionales. Las normales a ellas hacia e1 
exterior de Q determinan sobre la esfera unidad de centro Pi un 
tetraedro esferico Tide dimensi6n 3; la suma de los volumenes de 
estos tetraedros es precisamente IXs. En vez de estos tetraedros inte
resa introducir suspolares, que son los que miden los angulos solid os 
interiores de Q en los vertices Pi. Representando por la misma letra Ti 
a los tetraedros· esfericos mencionados y a su volumenes y por Ai 
tanto a los tet.raedros polares como a sus volumenes, segun (2.5) es 

(5.2) T i ='lt2-iM'l-Ai (i= 1,2, ... ,5) 

siendo Mil la curvatura media del tetraedro esferico Ai y por 10 
tanto, segun (3.1), 

(5.3) 
6 

M'l = 1:: IX"Ii L"ll 
8= 1 

donde L"li son las longitudes de las 6 aristas de Ai y IX"Ii los angu-. 
los polares de los diedros correspondientes. Representando por ~'li 

a estos diedros de Ai sera 

6 

(5.4) Mil = 1:: ('It-~·li)'L"li. .= l' 
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Veamosc6mo se pueden sustituir los ~·li Y £'10 por elementos del 
simple Q. Las longitudes L81• de las aristas de Ai miden los angulos 
de las 2-caras (caras de dimensi6n 2) de Q incidentes en Pi, por 
tanto, la suma total de L81i para s = 1, 2, ... , 6 y i = 1, 2, ... , 5 
sera la suma de todos estos angulos, 0 sea, lIamando Ih al af(:ia de 
las 2-caras de Q (h = 1, 2, ... , 10) y 1=11 + /2 + ., . + /10 al 
area total de elIas, segun (4.3), es 

5 6 

(5.5) 1:: 1:: £"li = KI+ 107':. 
i = 1 8= 1 

Por otra parte, los diedros ~'li de A. miden losangulos de Q for
mad os por las dos 3-caras (caras tridimensionales) que concur~en 
en una 2-cara (proyecci6n de L"u desde Pi). Por tanto lIamando 
~ A1 (h = 1, 2, ... , ] 0) a est os angulos diedros, es 

10 10 

(5.6) 1:: ~·1' £oli = 1:: ~ hdK fh + 7':) = K 1:: ~ hdh + 7': ~1 
i,8 h = 1 1 

habiendo puesto 

~1 = suma de angulos formados por las dos 3-caras incidentes 
en cada una de las diez 2-caras de Q. 

En definitiva, sumando ('5.2) para todos los 5 vertices del sim
ple Q, result a 

(5.7) 21X3 =K(~ ~hdh-7':f) +.7':~1 -2A 

donde A representa la suma de los angulos s6lidos interiores de 
los 5 vertices de Q. 

Para el segundo sumando de (5.1), segun (3.2), se tiene 

10 10 

(5.8) '7.1 L2 = 1:: (7': - ~h1) fh = 7': f - 1:: ~hdh 
h=1 h=1 

y por tanto sustituyendo (5.7) y (5.8) en (5.1) result a 

(5.9) 

Esta es la f6rmula de Poincare-Hopf para el volumen V de un 
simple del espacio de curvatura constante K de 4 dimensiones en 
funci6n de los 3-angulos y 1-angulos del mismo. Ella fue dada tam
bien, por calculo directo, por M. Dehn [6]. 
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Aveces (5.9) se escribe en otra forma ligeramentedistinta, si
guiendo a Poincare. Consiste en tomar como unidad de medida 
para angulos de dimensi6n h el volumen de la esfera 0". 

Haciendo 10 mismo para el volu,men V, en (5:9)se pue~e poner 

~ = V' ~ = ~.' ~ = A' 04 '01 \-,1, 0 3 

con 10 cual queda 

(5.10) 2 K2 V' = A' - ~ ~t' + 1 

que es la f6rmula que se encnentra, por ejemplo, en Peschl [10, p. 331, 
(7.5a)]. 

6. Anadido en las pruebas (20 de octubre de 1961). Si se quie
re la expresi6h del volumen de un poliedro cualquiera de S. (K) 
en funci6n de los angulos del mismo, se puede pro ceder de ·}a 
manera siguiente, completamente analoga a la anterior para el 
caso del simple. 

Sean 

82 = numero de 2-caras del poliedro Q. 

ni = numero de lados de la 2-cara i. 

Hasta la f6rmula (5.2) se llega 10 mismo que para e1 iimple. 
En el caso actual, como las 2-caras de Q pueden no ser trian
gulos, se aplicara la f6rmula general (~.3) para K. = 1, resul
tando 

que sustituye a (5.2). 
Analogamente, la (5,6) sera ahora 

" 1: ~'liV1i ==; 1: ~lh (K fh +(nh -2) 'It) 
i,. ",;" 1 . 

82 82 

K E ~lhfh + 'It 1: (nh -2) ~l~ 
1 1 
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con 10 cual, suman do las expresiones (5.2) y llamando 80 al mi
mero de vert~ces de Q resulta 

.0 .. 
aa Jt ('le 2 -A.) + ~ 't (nh-2)(~lA_'lt') + 

I~a f6rmula (5.8) se escribe ahora 

.. 
(Xl £2 = E ('It' - ~lA) fh· 

1 ' 

Con esto, la f6rmula (5.1) da 

.. .. 
(6.1) 3 K2 V + 'It' E (nh - 2) (~lA - 'Ie) + 2 E ('It'2 - Ai) 

1 1 

= 4 'It'2 X(Q). 

Despejando V se tiene la f6rmula buscada. Para el caso del 
simple es' 

10 , 80 = 5 , X (Q) = 1 
~\' 

y resulta (5.9) como debe ser. 
Recientemente H. Knothe (*) ha publicado una manera direc

ta de obtener (6.1) para el c'aso de poIiedros convexos (para 
los cuales X (Q) = 1). 
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