
EL PROBLEMA DEUNICIDAD EN LA TEOR1A DE 
SERIES DIVERGENTES EN SUS DOSt\SPECTOS. 

ARITMETICOY FUNCIONAL .. 

'por RICARDO SAN-JUAN 'LLOSA 

1. SumtLci6nde s~iies potenciales. 

"La observaci6n de numerosos hechos analiticosnaturales,decia 
Le Roy (A. T. 2 Se, 2, 1900,413), enseiia que una funci6n 'deter
minada fez) con exclusi6n de todas.las demas debe considerarse ,", ,.' " ' . 'cD ' ,. ~ ' .. 

comb defillida pot una serie pote~cial E 'a" z .. de radio de conver-
n=O 

gencia nulo". 
Estos hechos pueden resumirse asi: un calculo formal efectuado 

con la serie, en particular, la verificaci6n de una ecuaci6n diferencial, 
resulta valido para la funci6n; 0 mas brevemente: f (z) sat.isface 
las leyes formales del calculo. 

Parece, pues, natural plant ear el problema de la sumaci6n de 
series potenciales divergentes asi: 

Sea So el conjunto de las series potenciales 

co 

E a" z .. con rrm I an Il/n< co 
n=O n+ co 

y h el conjunto de todas las funciones holomorfas en el origen O. 
Sea ao el isomorfismo existente entre So y h respecto de las leyes del 
caJculo empleadas en la teoria elemental de las funciones analiticas. 
Sea, por otra parte, G una familia de recintos abiertos G simple
mente conexos con el punto de adherencia 0, convexos en 0 (es de
cir, el segmento abierto 0 z C G si z e G) y que se acumulan en 0 
(esto es, todo circulo I z I < r contienealg(m G e G). 

Problema C. Prolongar el isomorfismo ao mediante otro isomor
fismo a respecto de ciertas leyes formales, por ejemplo, las a, b, c, 
d, e y f siguientes (elegidas para la aplicaci6n a las ecuaciones dife
renciales) entre un conjunto de series potenciales StI:J So Y un 
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conjunto A::l h de funciones f (z) cada una de las cuales sea ana
litica, al menos, en un recinto Ga e G. 

La funci6n fez) E A homologa de 

~ a"z" ES~ 
n=O 

se designara por 

cr ~ an Z", 
n=O 

es decir, 

Leyes formales: 

a) ~ a .. eS~ y es cr ~ an zn = f (z) - ao 
n=l n=l 

b) ~ an z,,+l E Sa y es cr ~ a"z .. +1 = z f (z) 
n=O n=O 

c) f (z) es acotada en un recinto G. C Gacon el puntode adherencia 
o y convexo en O. 

d) ~ an zn-1 E Sa y cr ~ a" z .. -l es acotada en el mismo recihto G. 
n=l n=l 

que fez). 

e) .En an zn-l E S~ y es cr ~ nan zn-1 = f' (z). 
n=l n=l 

f).t an zn+l E Sa y escr i: a" zn+1 =. {Z f (t) dt sobre ca-
n.=l n+l n=O n+l io . 
da segmento 0 z EGa. 

De las leyes a, b, c y d se deduce inmediatamente que 

f(z}'Z~. a"zn para .. 'z ~Oen G. 
n=O 

La aproximaci6n asint6tica eS,pues, una condici6n necesatia para 
las soluciones del problema C. Pero no es suficiente, porque no deter
miha la funci6n. 
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, Son conocidas las condiciones suficientes dadas por N . Watson y 
F. Nevanlinna y las necesarias y: suficientes de Carle:man y Ostrowski 
para que la funci6n' f (z) quededeterminada por su serie asint6tica 
junto con la sucesi6n i m" }. de cotas: 

m" = sup 
•• G. 

n-l 

fez) - £ a.z· 
.~O 

z" 
para n = 0, 1, 2, ... 

Pero as! no queda resuelto el problema de unicidad, porque hay 
funciones distintas con el mis:mo desarrollo asint6tico y sendas suce
siones de cotas que verifican separadamente la condici6n de Car
le:man-Ostrowski. 

De este hecho se deduce con razonamientos adecuados que no 
existe una soluci6n maxima del problema C, es decir, no hay un 
isomorfismo que sea prolongaci6n de todos los demas, cuando la 
familia G de recintos contiene todos los homoteticos directos res
pecto del origen de un recinto i I zl/« - 1 I < 1 } donde 0 < (it < 2 
o :mas general de un recinto G h que verifique ciertas hip6tesis, no 
muy exigentes, pero que seria entretenido detallar (Funciones semi
anaUticas en regiones convexB:s, Revista de la Universidad de Cuyo, 
en prensa). 

La condici6n necesaria y suficiente para que coincidan todas las 
aproximaciones asint6ticas de una :mis:ma serie con cotas que cu:m
plan las condiciones de unicidad de Carleman-Ostrowski en el recinto 
es que exista entre elIas una aproximacion asintotica optima, es 
decir, cuyas cotas de su desarrollo asint6tico sean ordenadamente 
men ores que las hom6logas de cualquier otra, salvo un factor expo
nencial i k"} con k independienta de n y z si dicha condici6n es 
invariante en la sustituci6n de i m,,} por i k" m,,} (El problema 
de Watson y las clases se:mianaliticas. Publicaciones del C.S.I.C. 
(Madrid, 1955, 14-15). 

Lla:ma:mos clase de aproximaciones asint6ticas con cotas i m .. } 
en un recinto abierto G con el punta de adherencia 0 al conjunto 
de todas las funciones holo:morfas en G que tienen en G desarrollo 
asint6tico con cotas ~ k" m" ~, siendo k una constante independiente 
de z y de n, pero que puede depender de la funci6n. 

Con esta nomenclatura se puede enunciar la conclusi6n siguiente, 
de complicada demostraci6n: 

La clase' mas amplia formada exclusivamente por aproximaciones 
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asint6ticas 6ptimas tiene por cotas una sucesi6n {W .. ~ dependiente 
del tipo del recinto y que para los angulos de amplitud a'lt; 0 para 
los recintos {\ zIt'" - 1\ < 1 ~ con 0 < a < 2 es la { r (an + 1) }. 

Como ademas se comprueban las leyes formales, incluso la e de 
derivaci6n, se tien~ asi una soluci6n natural del problema C, de ade
cuada aplicaci6n a las ecuaciones diferenciales lineales homogeneas 
con coeficientes polinomios (C.R. 234, 1952, 1338) para cuya inte
gracion, precisamente, dio Poincare la noci6n de desarrollos asin
t6ticos. 

Tal vez si Poincare hubiese demostrado entonces la determina
ci6n de la funci6n por su desarrollo asint6tico y la ley de deriva
ci6n termino a termino, en vez de declararlas inservibles mediante 
contraejemplos validos solamente en el campo real, hubiese sido 
probablemente la convergencia asint6tica y no la noci6n de Cauchy 
la que hubiese prevalecido en el Analisis Matematico. 

2. Sumaci6n de series numericas. 

Paralelamente, el problema de unicidad en la teoria de series 
numericas parece natural plantearlo asi: 

Sea SI el conjunto de las series numericas convergentes y 't'1 el 
isomorfismo existente entre SI y el plano complejo C E R X R, 
respecto de las leyes formales del calculo empleadas en la te6rica 
elemental de series convergentes. 

Problema K. Prolongar el homomorfismo 't'1 mediante otro isomor
fismo 't' entre un conjunto de series numeric as S .. ::l SI y el mismo 
plano complejo C respecto de ciertas leyes formales, por ejemplo, 
las siguientes, que enunciamos en la forma debil que seran apli~ 

cadas. 
'" 

El numero SEC hom610go de E an e S~ en el homomorfismo 't' se 
n-O 

'" 
designara por 't' 1: a .. , es decir: 

n=O 

Se dice que una soluci6n 't' es mas debil :(estrictamente) que otra't" 
o que 't" es mas fuerte (estrictamente) que 't' cuando es S~ C S~ •. 
(y ademas S .. ~ S ... ); y que 't" comprende a 't' cuando el homo
morfismo 't" es prolongaci6n del 't'. 
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, Leyes forma~es:_ 

... 
a') -Si .• }:- an e S .. : y' 'E bn e S ... - tambien E (an +'6n ) e S~ y es 

n-O • n-O n-O 

~ ~. ~ 

,,!:(an+b,,) = " E an + " E bn 
n=O n=O n=O 

.... 'co 

h') Si E an e S .. y . E can e S .. , es "E can = c . " Eat> cmi.lqui~mL 
n=O n=O n-O .n=O. 

que sea la constante .c. 

'co 

c') ,Si E an 58 .. yEan 58 .. , es " E an = aD + E an, 
n-O ' .. =1 ",=0 ,,-1 

d') Si E an 58 .. , E b", 58 .. Y E (an * bn) 58..,es 
",=0 n=O n=O 

dt')Si E an 5 8 .. , E bn S S.. y E Cn 5 8 .. con Co = 0 Y C"+l = an * ~R 
n=O n=O n='O ' 

para n = 1, 2, ... es " i: Cn = (" i: an)' . (" i: bn ) 

,,=0 . n=O .. =0 

e) Si Ean 5 S .. ,tambien E an X" 58 .. -para todo x e] 0,1 [ 
_ ,,=0 n=O 

y es lim " E an xn = " I: an. 
:0+1 ",=0 n=O 

f) " E a" es un funcional continuo en 8 .. provisto de una topologia. 
n ... O 

Sea \I. un algoritmo lineal cuyos factores de sumaci6n 

\I.,,, para t = 0, 1, 2, ... ' IIl.n (t) para O:s; t < + 00 

y ''fI.' =0, 1, 2, ... , .ademas de las clasicas condiciones ne~esarias 
y suficientes de permanencia, verifica el principi9 de identidad am1-
logo a una definici6n de Banach (Theorie des Operations line~res, 
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Varsovia, 1952, 90) qlie puede ser enunciado· aSI: Ia unica serie 

£ .()(,. que verifica todas las condiciones 
n=O 

1: [LIn ()(n = 0 para t = 0" 1,2, ... 1· 

n=O 

.E [Ln (t) IXn = 0 para 0::; t < + 00 
n=O 

es la identicamente nula ()(n= 0 para n = 0, 1, 2, ... 
En el conjunto 8" de las series sum abIes [L se puede definir entonces 

una metrica (*) adoptando como norma de cada serie 1: .an E 8" la 
n=O 

de sucesi6n trasformada ~ 1: [L In an r funci6n trasformada 1: [Ln(t) an r m '\. m 

In=o J n=O 
en el espacio vectorial 

de estas trasformadas que es, por la existencia de la suma 

(1) 

[L 1: an = lim 1: [L .. (t) an, 
n=O t~+m n=O 

(1') 

un su bespacio vectorial del espacio metrico: 

c de las sucesiones convergentes C [0, + 00] de las funciones con
tinuas en el semieje compacto 
[0, + 00] si ademas de existir la 

suma (1'), la serie 1: [Ln(t) an de-
n=O 

fine una funci6n continua en el 
intervalo [0, + 00 I. 

Losalgoritmos de momentos sumatorios quedan incluidos siempre 
entre los lineales y tambien los de momentos integrales si la asociada 

(*) En otra ocasi6n analizaremos las relaciones de esta metrica con la definida 
en un espacio de clases de series (para eludir el principio de identidad) por P. Erdos 
and G. Piromian: The topologization of a sequence by Toeplitz matrices. Michigan 
Math. J. 5 19.58, 139 148. 
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es una fun cion entera; pero aun en el caso mas general de que esta 
asociada se defina por prolongacion analitica de la serie, la integral 
en [0, t] cuyo limite para t ~ + 00 da la suma, es una funcion con
tinua en el semieje compacto [0, + 00 1 y evidentemente se verifica 
el principio de identidad. Subsiste, pues, la definicion anterior con 
la cual result an isometric os el espacio S\1o de las series sumables y el 
subespacio vectorial 

Denominaremos a la topologia definida mediante esta metrica 
especiJica del algoritmo [1. y se comprueba muy facilmente que la 
suma [1. verifica la ley de continuidad con est a topologia. Como 
evidentemente se cumplen las leyes a' y b', la suma [1. es un funcio
nal lineal, es decir, distributivo y continuo en SI'o" 

En el Memorial des Sciences mathematiques formulo Kogbetliant, 
en 1931, la pregunta de si las leyes a', b', c' y d' determinadan el 
homomorfismo Ij"; 10 cual dada una solucion satisfactoria al proble
ma de unicidad que Borel y Kogbetliant calificaron como el punta 
mas sugestivo y delicado de la teoda. 

Desgraciadamente la respuesta a la pregunta de Kogbetliant ha 
sido negativa, aun exigiendo las leyes c' y d' en su forma restrin
gida, que aseguran respectivamente: 

1: an e S~ y 1: (a" * bn) e S, (C. R. 242, 1956, 1838). 
n=l n=O 

Descartada la aspiracion de la solucion maxima mediante estas 
cuatro leyes ineludibles, s610 cabe la posibilidad de lograrla mediante 
otras mas exigentes que caractericen los algoritmos conocidos como 
soluciones maxim as de cada problema K, obteniendose aSl solucio
nes parciales del problema de unicidad. La mas eficaz para este 
objeto es la f' de continuidad eligiendo la topologfa. 

Se puede demostrar, por ejemplo, que si una solucion 't" de K, 
mas debil que el algoritmo de P de Euler 0 que el B de Borel, satis
face las leyes a', b' y c' 0 bien en lugar de la c' la d' 0 la d'l' respec
tivamente, ademas la c' de Abel y la f' de continuidad con la topolo
gia especifica del algoritmo E 0 B, respectivamente, da la misma 
suma que este algoritmo; y 10 mismo acontece, sin hipotesis alguna 
sobre leyes formales, para cualquier algoritmo lineal permanente 
que siendo equivalente a un algoritmo de convergencia (10 cual no 
acontece siempre segun demostro Rey Pastor, Rend. Sem. Milano 7, 
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1933, 139-197) sea mas fuerte que el algoritmo de Euler 0 que 1a 
reuni6n de todos los algoritmos subordinados al de Borel mediante 
sucesiones ~ r n ~ con limite + 00, es decir, los algoritmos deducidos 
del B sustituyendo ellimite funcional que define la integral impropia 
con ellimite superior t-+ + 00 por ellimite aritmetico para n-+ 00 

obtenido poniendo t = r n. 

La primera conclusi6n se deduce de las caracterizaciones de la 
trasformaci6n de Laplace mediante las leyes de derivaci6n 0 de 
composici6n (Portugaliae. Math. 11, 1952, 105) y de sus correla
ti vas para series de potencias. La segunda es una aplicaci6n de un 
teorema de. Banach (Loc. cit. Teor. 12, 95), cuya generalizaci6n 
para algoritmos con parametro continuo hubiera permitido prescin
dir de los algoritmos subordinados, pero no parece facil sin Ia amplia
ci6n previa de otro teorema anterior (Loc. cit. Teor. 10, 47) sobre 
sistemas de infinitas ecuaciones lineales. 

Los resultados precedentes explican el papel central que ha des
empefiado el algoritmo de Borel y su correlativo de Euler en la 
sumaci6n de series divergentes. La ley f' de continuidad es de dificil 
comprobaci6n y requiere un estudio especial de cada algoritmo. 

Pero sobre todo queda en pie el problema de la unicidad para 
las series que, no siendo sumables E 0 B, 10 sean, sin embargo, con 
algoritmos mas fuertes. Es el mismo que surgi6 al pasar de las series 
convergentes, para las que coinciden las sumas con cualquier algo
ritmo permanente, a las :mmables. La convergencia ordinaria ha 
sido sustituida ahora por la sumaci6n E 0 B, mucho mas amp!ia, 
como nucleo para la coincidencia de las sumas con otros algoritmos. 
Incluso se podrian en sayar en lugar de los E 0 B metodos de suma
ci6n mas fuertes, que tambien sean perfectos como el E en el sen
tido de Banach (Loc. cit. 90). 

Aunque no 10 hemos demostrado aun, creemos que el algoritmo 
de Stieltjes podra ser caracterizado incluyendo como ley formal la 
trasformaci6n de la serie, mediante operaciones algebraicas,. en la 
fracci6n continua convergente. 

3. Relaciones entre los problemas C y K. 

La relaci6n entre los dos problemas C y K se establece mediante 
la ley de sumaci6n puntual, es decir, la suma de la serie potencial 
en un punta z coincide con el valor de la funci6n suma en este punto. 

Tal vez no sea inoportuno insistir en que esta propiedad es una 
ley formal que como cualquier otra, puede subsistir s6lo en parte al 
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trasponer la convergencia; a pesar de que, la aritmetizacion del,A.ml
lisis la haya ,Ejlevl1do a la categoria de definicion general des~ma 
para cualquier, serie funcionaL , " 

La definicion, eei ciertament~ sugest~vapor su sencillez y genera
lidad, pero acarreallopocas dificultades incluso para las convergentes: 
la teoria de series trigonometricas cuajada de excepciones yprolijos 
teo rem as, solo se, torna arm6nica y sencillliL cuando la convergencia 
puntual se sustituye por 111 convergencia en mediacuadratica 0 

mediante la distancia en el espacio de Hilbert. Esta es indudable
mente la definicion de suma mas apropiada para las seriesorto
gonales. 

Parece como si eada tipo de serie funcional tu viese una nociol) 
natural de convergencia.Para series deD,irichlet podria deducir,se 
tal vezde la ad1;lerencia con una precision logaritmica de las defini
das por Mandelbrojt, pero restringiendo este concepto para lograr 
la determinacion de Ill, funcion. Analogamente para las series de 
facultades y para los desarrollosasintoticos generales en series de 
funciones que verifiquen las condiciones estudiadas por R., Schmidt 
(M. A. 113, 1937, 627). 

Pero no, tenemos ninguna indicacion sobre la no cion natural de 
conve~gencia en series de polinomios no ortogonales y menos aun 
para las series de fracciones simples sin campo deconvergencia 
ordinaria. 

4. El problema C para otras series funcionqles. 
CQ ~ . 

Para cada tipo de serie funcional E anfn (z) seplantea un pro-
n=O 

blema analogo al C. 
En todos figura la familia de recintos como concepto extraiio 

a Ill, serie; pero tal vez inherentea 'Ill, nocionde suma de una serie 
funcional ya que esta suma se obtiene como en e1 caso 'de las asin
toticas, adherentes, ortogonales, etc.,' con la intervencionsimul
tanea de todos los valores dela funcionyes inevitable que aparezca 
el campo don de son adquiridos estos valores. 

Cuando una serie numerica, E an sepresenta en una cuestion 
n,:,O 

como serie de ·coeficientes de una serie potencial E an zn con'clrculo 
n=O 

de convergencia 0 mas general sumable cr, la ley de Abel constituye 
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la interpretacion rigurosa de la definicion euleriana segun Rey Pastor 
(Teoria de algoritmos de convergencia y sumacion. Buenos Aires, 
1933, pag. 12) . 

. Pero si la serie numeric a 1::anprocediese de otraserie funcional 
n=O 

1:: anin(z) de funciones {inez) ~ distintas.delas {z .. ~, aunquetam-
n=O 

bien con lim in (z) = 1 para cada n = 0, 1, 2, ... habria que adop-
.. ~o 

tar, de acuerdo tambien con la definicion ,euleriana, elvalor para 
z = 1 0 el limite para z -+ 1, dentro del campo de sumacion (j, de 

la suma (j 1:: ani ... (z)obtenidocomo solucion del problema C para 
n=O 

estas series, y siempre, por consiguiente, que se cumpliese el prin
cipio de permanencia 0 consistencia. 

Tal acontece, en particular, si la sucesion {in (z) ~ verifica como 
la {z .. } las clasicas condiciones necesarias ysuficientes deperma-

nencia. Pero aun en el caso de ser 1:: a"i" (z) convergente y no so-
n=O 

lamente sumable (j en un semientorno de 1-, la existencia y la igual-
dad de las distintas sumas procedentes de series funcionales dife
rentes, constituye un dificil problema que requiere imponer nuevas 
restricciones a las {in (z)} e incluso a las {an ~, como se hace en 
los teoremas tauberianos. 


