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1. Considérese un sistema analitico real

P=X@ , X(©=0 (1]

donde z, X son n-vectores (n > 1), siendo las componentes de X
funciones holomorfas de las de z. Se tratari el problema de la
estabilidad o inestabilidad del origen, es decir de la solucién “trivial”’
z = 0 (como la llaman los autores rusos).

Sea A la matriz n X n de los coeficientes de los términos de pri-
mer grado de X (z). Cuando ninguna de las raices caracteristicas
de esta matriz tiene parte real nula, la solucién del problema es
bien conocida: si p es el ntimero de raices cuya parte real es ne-
gativa, y ¢ = n — p el nimero de raices de parte real positiva,
entonces en el caso p = n el orfgen es asintdticamente estable,
siendo en cambo inestable si p < n. El caso de rafces con parte
real cero se destaca, por lo tanto, como caso especial, y se lo llama
caso critico. Liapunov, en su memoria cldsica [1], traté comple-
tamente el caso: a) de una raiz nula; b) de dos raices imaginarias
puras (% «1). Existen también contribuciones importantes. de
Malkin [2] para varias raices nulas o pares de raices imaginarias
puras conjugadas, con tratamiento bastante completo del caso
de dos raices nulas.

En este trabajo nos proponemos presentar una contribucién
al caso de un nidmero cualquiera de rajces nulas, especificamente
cuando la matriz A es de la forma

AN(O )
0 B

donde los ceros representan matrices nulas, siendo B una matriz
no singular, real, cuadrada, de orden ¢ X ¢. Presentaremos dos
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teoremas generales, el uno para la estabilidad asintética y el otro
para la inestabilidad. El método empleado estd en estrecha rela-

cién con el de Liapunov referente a una rafz nula.

2. Se pueden elegir las coordenadas, que llamaremos y1,. . ., ¥p,

21,...,2,de tal forma que el sistema inicial resulte
y=Y@;2) , 2=Bz+2Z@y;2) - [21]
donde

Y=1[y2le , Z=Iyh+[eh+yleh+y2leh+...

Aqui [z], representa un vector cuyas componentes son series de
potencias con términos de grado no menor que r. B es una matriz
constante no-singular cuyas raices caracteristicas son las de A con
parte real no nula. Por ser el determinante de B diferente de ce-
ro, el sistema ‘

Bu+Z((y;u) =0

tiene una solucién tnica u (y) con % (0) = 0, holomorfa en cl’
‘punto y = 0.
La transformacién, debida a Liapunov,

Yy —>y , 2—>21 U

(posiblemente aplicada dos veces), transforma [2.1] en un sistema
de la forma especial

r-= 9 2 P
(It e@ta@yt eyt [2.2]
lz=Bz+Z(y;e2)

donde
G =Myly, N>1; g0=1[2]z; s =[2]1 (& >0);
Z(y;2)=1ly;zla, Z(y;0) = [ylya
Supongamos que
G =9y @ +gva @)+ ...,

donde g¢x (y) es un p-vector cuyas componentes son formas de
grado k en las de y. Témese el sistema reducido (real)

y = gn (¥). [2.3]



— 124 —
Entonces

TrorEMA 1. Si el origen y = 0_és asintéticamente estable para el
sistema [2.3] (lo que implica N impar) entonces el origen y = 0,
= 0 lo es también para el sistema.inicial.

TroREMA 2. Sea N par. Si existe un vector real ¢ tal que el producto
interior (v, gn (y)) es una forma definida positiva, entonces el origen
es inestable para el sistema inicial.

Las demostraciones de estos teoremas se hacen a base de trans-
formaciones regulares sobre el vector y sélo.
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