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§ 1. Introduction, cas particuliers.

Un. des problémes fondamentaux de la théorie arithmétique
des nombres algébriques c’est la détermination de la décomposition
des idéaux premiers d’un corps de nombres algébrlques lorsqu on
passe & une extension’algébrique finie.

Dans le cas d'une extension quadratique du corps des nombres
rationnels, par exemple K = R,(y @), nous savons exprimer la
condition pour qu’un nombre premier p se décompose, se ramifie
ou reste premier en K par l'interméde du symbole de Kronecker.
En effet, le discriminant de K étant égal & d = a lorsque a = 1
(mod. 4), ou bien d = 4a lorsque a = 2 ou 3 (mod.4), sile premier
p est impaire albrs on ar

4 ,
(*) = ~ 1 équivaut 4. p = P, . P, (idéaux premiers dis-
p tinets).
3 (~—- - = 0 équivaut & p|d ou encore & p = P2
Y4
d
(—) = — 1 équivaut & que p soit un idéal premier de K
L P ayant degré 2 y L

Si ‘par contre p = 2 alors:

r o ' d v

d impaire, (—) + 1, équlvaut 4 2=P;. P, (idéaux
. 8, premiers dlstlncts) '

{ d pair équivaut & 2 = pP?

. d Lo . | o ! ™ JUSERTE . .
d impair, (?) = — 1, équivaut & que 2 soit un idéal

L premier de K ayant degré 2.
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Dans le cas des corps circulaires, obtenus par I’adjonction d'une
racine primitive de 'unité, nous allons indiquer les lois de décom-
position des premiers dans les différents cas possibles.

Premier cas: Supposons d’abord que K = Ro(§), ol & est une
racine primitive p-iéme de l'unité, p étant un premier impaire.
Alors I'équation minimale de § est (X? —1)/(X —1) = XP~' +
+...+X+1=0, [K:Ry] =p—1, K posséde une base
d'intégrité égale & {1, &, &2,...., Ep-1'} le discriminant de K|Ro

p—1
est dg|r, = (— 1)_2_ p?~% Dans ce cas, on a p = PP, ou P =
= (1 — &) (idéal principal engendré par 1 — &). Si ¢ est un premier
distinct de p, si f est le plus petit entier tel que ¢/ = 1 (mod. p)
alors f divise p — 1, donec p — 1 = f . g et ¢ se décompose de la
fagon suivante: ¢ = Q1. Q2 ... @, ol chaque idéal premier @Q;
posséde degré j.

Deuzxiéme cas: Supposons maintenant que K = Ry (&), ou § est
une racine primitive p*iéme de 'unité, p étant un premier. Alors
I’équation minimale de & est

| (Xp" — 1)/ (XP— 1) = Xt -1 4 X 0= | 4
+ X'+ 1 =0, [K:R =09 (") =p1(p—1)

(indicateur de Euler de p*), K posséde une base d’intégrité égale

a {1, & &2 ..., EPTe-D-11 " le discriminant de K |Ro est
dg [R, = pP" @ =h=D Jorsque p* # 4 et p =1 ou 2 (mod. 4), ou
bien dg|g, = — p? " @ -*-1 Jorsque p* = 4 ou p = 3 (mod. 4).

Dansce cas,onap = PP @-1) o0 P = (1 — &). Si ¢ est un pre-
mier distinct de p, si f est le plus petit entier tel que ¢/ = 1 (mod.
p) alors f divise p*~(p— 1), done p*'(p—1) =f.g et q se
décompose de la fagon suivante: ¢ = @ . Q. . ... @, ou chaque
idéal premier @; posséde degré g¢.

Troisiéme cas (général): Supposons maintenant que K = Ro(§),
ol £ est une racine primitive m-iéme de 'unité, m étant un entier
positif distinet de 2. Soit m = p™ . pot2. .. pPr la décomposition
de m en facteurs premiers; soit & une racine primitive p/-iéme

de V'unité; alors & = &% . %, .. &% ol a; sont les entiers dejoer-
minés par la relation 1/m = ay/pi*+ ... + a./p. Alors, si
K;=Ro(&) G=1,...,7)ona K =K, ... K, (corps composé).

L’équation minimale de § est ®,(X) = 0 (équation cyclotomique),
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[K :Ro] = ¢(m) = T Tph1(p;i —1) (indicateur de Euler de m),

K posséde une base d'intégrité égale & {1, &, ..., E2@ | le dis-
veriminant de K |R, est dgjm, = == T T pi#™ ™" @ili=hi—D),

Chacun des premiers p; qui divise m se décompose de la fagon

suivante: p; = Py ... P;,)?®), ol f; est le plus petit entier
tel que pifi =1 (mod. m/p™) et g; . fi = ¢ (m/p). Si ¢ est un
premier qui ne divise pas m, alors ¢ = Q ... Q,, ou f est le plus

- petit entier tel que ¢/ =1 (mod. m) et f.g = ¢ (m), et chaque
idéal premier Q; posséde degré f.

On voit ainsi que pour un corps circulaire Ro(£E), ot & est une
racine m-iéme primitive de 1'unité, & un nombre fini d’exceptions
prés, la décomposition de deux nombres premiers congrus modulo
m est du méme type, et ainsi la décomposition de p dépend exclu-
sivement de sa classe modulo m. Par cette raison, nous disons que
le corps circulaire K = Ry (£) est un corps de classes.

Nous allons montrer que cela est aussi vrai pour les extensions
quadratiques; pour cela il faut d’abord montrer que toute. extension
quadratique de Ry est contenue dans un corps circulaire; il en
résultera que la loi de décomposition des nombres premiers dans
ce corps circulaire induira la loi de décomposition dans le corps
quadratique contenu; par comparaison des lois de décomposition
obtenue directement et induite par celle du corps -circulaire, on
arrivera & la loi de réciprocité quadratique.

Soit p un premier impaire, & une racine primitive p-iéme de
l'unité. La somme t; = 2 (%) . &= (pour x mnon congruent a 0
modulo p) est appelée la somme de Gauss définie par la racine
primitive p-iéme de l'unité &* (ol a n'est pas congruent @ 0 (mod. p)).
La somme de Gauss t sera notée simplement <; on

a Tq = (%) . 7, la vérification étant [simple.

Théoréme de Gauss. Tout corps quadratique sur le corps des
rationnels est contenu dans un corps Ro(&) (corps circulaire),
engendré par une racine primitive de l’unité.

En effet, d’abord <2 = p* ou p* = p lorsque p =1 (mod. 4)
ou p* = —p lorsque p = — 1 (mod. 4). En effet,

-s(F))e e x( e
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'(somme pour z, y non’ congruents a O modulo p), en. posant ‘

.y_.a,: t(mod p), R p

z: flxe, on.a

' ( 1 ) gt = 3" (t—)z -
b2 | ) ¢ .p “ _ , S
(saﬁmes ﬁour t,  non congr-uehts & 0, modulo p). D’autre part, ona
p—1 lorsque a=0 (mod 'p)
—1 dans le cas contralre

a2 4L, 4 E@TDe =

Il résulte que I oo . - o
(M s |
+(%)-(p—1)=p<—:—})~2<;)—p (— DT = p*

(somme étendue aux t non congruents ¢ 0, modulo p). Cela montre

que Ro(yp*) S Ro (8).

Généralement, soit K = R @“a) un corps quadrathue absolu;
puisque \ @ = (\I-—l.)'x .(W2)E ] TTWp:)%, avee «, =0
ou 1, p; les facteurs premiers impaire's de la décomposition de a,
et en remarquant que Y — 1 = ¢ avec i = 1, et que \ 2 s'expri-
me avec des racines 8-iémes de 'unité, et enfin que \/E"= + T,
on conclut que K = Ro(ya) S R, (§).

I1 résulte de ce théoréme que la loi de décomposition des premiers
dans l'extension quadratique peut étre obtenue & partir de la loi
de décomposition dans une extension circulaire contenant 1’ex-
tension quadratique. Par comparaison avec la loi ebtenue direc-
tement, on a arrive & la los de réciprocité quadratique (sur le corps
des rationnels) et aux lois complémentaires: si p, ¢ sont des premiers
distinets et impaires, alors

(=™

et aussi
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En généralisant le symbole de Legendre, on peut considérer
d;as expfeséioné du type (%) avec a, b éntieré impairs, et on

obtient, les formules suivantes:

a T a—1 b—1 sgn (@) —1 sgn(b)—-i'
(_>( ) (—1)" 2 7+ 2. 2
b

b—1 | sgn(®) —1 ] o m—1
ik RIE L ,'(%)=(_1) 5

b

Enfin, ces formules sont encore valables lorsqu’on permet que
b soit 'un possible discriminant d’un corps quadratique. _
De 'examen de ces formules on déduit que si p = p’ (mod. d)

(avec p, p’ non diviseurs du discriminant d du corps quadratique
’

K =Ro({ a)) alors (—Z—) = (%), donc la décomposition d’un

premier p dépend exclusivement de sa classe modulo d (& 1'ex-
ception d’un nombre fini de premiers). Par cette raison, nous
disons que le corps quadrathue K =Ry (\/a) est un corps de
classes.

§ 2. La théorie de Hilbert.

Hilbert a cherché & établir une relation entre la décomposition
d’idéaux premiers et une généralisation de la loi de réciprocité
quadratique. Tout d’abord il a considéré le cas des eorps quadra-
tiques relatifs & un corps de nombres algébriques (non nécessaire-
ment égal & celui des nombres rationnels); ensuite, il a considéré
aussi le cas des corps relativement abéliens, en enongant des théo-
rémes qui ont été démontrés plus tard par Fiurtwangler. Toutefois,
dans la théorie de Hilbert il restait toujours une lacune qui a
seulement été comblée plus tard par Takagi.

Dans cette théorie d’extensions de corps de nombres algébriques
distincts de celui des nombres rationnels, il y a un fait qui joue un
rdle essentiel et est responsable des difficultés nouvelles, & savoir,
I'existence, découverte par Kronecker, de corps contenant stricte-
ment le corps de base et ayant diseriminant relatif égal & 1; ce sont
les corps non:ramifiés, qui seront exactement les sous-corps du
corps de classes absolu associé au corps-de base.

Nous allons maintenant décrire, en lignes générales, les défini-
tions et théorémes enoncés par Hilbert.
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Soit R un corps de nombres algébriques (de degré fini sur le
corps -des rationnels) et K une extension galoisienne finie de R.

Définition. K est dit un corps de classes de R lorsque les seuls
idéaux de R qui se décomposent en K en idéaux premiers distincts
ayant degré absolu égal & 1, sont les idéaux premiers principaux
ayant degré absolu égal & 1. ‘

Si R = R, alors le seul corps de classes (au sens de Hilbert)
pour Ry est Ry lui-méme, car le corps de classes posséde discri-
minant égal & 1.

TrtorEME H 1. (existence et unicité). Pour tout corps de nom-
bres algébriques R il existe un et un seul corps de classes K.

TatorkME H 2 (isomorphisme). Le corps de classes K est une
extension abélienne de R; plus précisement, Gal (K|R) ~ T /P
(groupe multiplicatif des classes d’idéaux fractionnaires modulo
les idéaux fractionnaires principaux), don [K :R] = &, nombre
de classes d’idéaux de R.

TrftorkME H 3 (discriminant). Le corps de classes K est une
extension non ramifiée de R, c.a.d le discriminant relatif dgg
est égal & l'idéal unité de R.

TatoriEME H 4 (décomposition). Tout idéal premier P de R se
décompose en K selon la régle suivante: si f est le plus petit entier
tel que P7 soit un idéal principal (¢.a.d. f est ’ordre de P mod. 2
dans le groupe 7/ ) alors P est un produit de h/f idéaux pre-
miers distinets de K, ayant degré f.

Du théoréme H 4 il résulte aussitdt que la décomposition en K
d’un idéal premier de R dépend uniquement de sa classe dans le
groupe 7/ P; cela justifie la dénomination de corps de classes
qu’il a donné au corps K.

§ 3. La théorie de Takags.

Takagi a généralisé la théorie de Hilbert en utilisant la notion
de groupe admissible d’idéaux, introduite auparavant par Weber.

Définition. Soit R un corps de nombres algébriques; pour tout
idéal entier M de R soit TIM™ le groupe multiplicatif des idéaux
fractionnaires de R premiers avec M, et soit ™ le groupe mul-
tiplicatif des idéaux principaux fractionnaires (a), avec a = 1
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(mod. M) et a totalement positif. 2™ s’appelle le rayon défini
par M, tout groupe multiplicatif 7 d’idéaux de R tel que M C
C H S IM gappelle un groupe admissible d’idéaux de R,
associé & M.

Tout d’abord il est utile de remarquer que pour tout idéal entier
M, le rayon 2™ posséde indice fini dans J ™,

Il se peut trés bien qu’un groupe multiplicatif d’idéaux F# soit
admissible associé & des idéaux distincts M, M’. On est conduit
aux considérations suivantes. Soit, dans ’ensemble des groupes
admissibles d’idéaux de R, la relation d’équivalence suivante:
st A, H' sont des groupes admissibles associés & M, M’, posons
A ~ F' lorsqu'il existe un idéal entier A tel que F# n I\ =
= A" n IN. On demontre alors que dans chaque classe de grou-
pes admissibles équivalents il existe un groupe admissible 7
associé & un idéal F, de fagon que si #’ est équivalent & 7 et
associé & M, alors F|M. L’idéal entier F, univoquement défini
de cette fagon, s’appelle le conducteur (de la classe d’équivalence)
du groupe admissible F; alors si # est un groupe admissible
ayant conducteur F, Z® C F# C I® i F' est équivalent
& A, RAD C F' S TAN gyec A idéal entier, alors 7/ =
= H n I®; de cette remarque il résulte un isomorphisme ca-
nonique entre les groupes quotients J®/ F et AP/ F’' De
méme, si F, F' sont deux groupes admissibles d’idéaux ayant
conducteurs F, F’ resp., s'il existe un idéal multiple commun
A .F = A’ . F’ des conducteurs, de fagon que #: S 1, ol
1 est le groupe admissible associé 4 A . F, 1~ F, et F1' est
le groupe admissible associé & A’ . F/, F1' ~ ', alors nécessaire-
ment F'|F et pour tout idéal M multiple de F, si GZ™, '™
sont des groupes admissibles associés & M, respectivement équi-
valents & 7, F’', alors FZM C F'M); ¢/il en est ainsi on peut

éerire {F} S (F').

Les groupes admissibles ayant conducteur F = (1) sont tous
les groupes admissibles équivalents & des groupes # tels que
Po= RN € F ST, oo P, désigne le groupe multiplicatif
des idéaux principaux restreints, c. a. d. engendrés par les éléments
totalement positifs, 7 le groupe multiplicatif des idéaux fraction-
naires non nuls de R. Dans ce cas, l'indice de 2, dans T est le
nombre hyo de classes restreintes d’idéaux (hy = h = nombre de

classes d’idéaux). '
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Définition. Soit R un corps de nombres algébriques, 7 un grou-
pe admissible d’idéaux de R associé & 1'idéal entier M. On dit qu’
une extension galoisienne K de R est un corps de classes de R associé
o G lorsqu’un idéal premier P de degré absolu 1 appartient & 7
si.et seulement si P est premier avec M et il se décompose en K en
idéaux premiers distincts ayant degré absolu égal & 1.

Dans le cas particulier od F# = P (ayant conducteur (1))
cette définition se réduit & celle de Hilbert. Si J# = o (ayant
conducteur (1)) le corps de classes défini ci-dessus s’appelle corps
de classes absolu. '

Avec ces définitions, Takagi a réussi & démontrer, par un chemin
indirect, les théorémes suivants:

- TaforiME T 1 (existence et unicité). Pour toute classe d’équi-
valence de groupes admissibles 7 d’'idéaux de R, il existe un
et un seul corps de classes K de R associé & F.

TutorkEME T 2 (isomorphisme). Le corps de classes K de R
associé & F est une extension |abélienne; plus précisement, si
F est le conducteur de . alors Gal (K |R)x I9®/ H#®
(groupe multiplicatif quotient du groupe des idéaux fractionnaires
premiers & F, par le groupe admissible #® ot FH#® ~ H,
2® € F® € I®); done [K:R]= (I®: FO)

TutorkME T 3 (discriminant). Tout idéal premier qui divise
le diseriminant relatif dg'p divise aussi le conducteur F du groupe
admissible G# auquel est associé le corps des classes K.

TrforiEME T 4 (décomposition). Tout idéal premier P.de R
qui ne divise par le conducteur F de # se décompose en K selon
la régle suivante: si f-est le plus petit entier tel que P/ ¢ F#®
(c.a.d. f est 'ordre de P mod. . #® dans le groupe I ®/ FH#®)
oo H#® ~FH, R C FW®c IB alors p est un produit
de [K :R]/f idéaux premiers distincts de K, ayant degré f.

En plus de ces résultats qui généralisent ceux de Hilbert, Takagi
a aussi démontré: R

TrtorEME T 5 (inclusion inverses). Soient H, F?’ deux grou-
pes admissibles d’idéaux de R, et soient ‘K, K’ leurs respectifs
corps de classes. Alors K € K’ si et seulement si { 7 =R A

Enfin, Takagi a démontré l'important théoréme réciproque
qui établit une correspondance parfaite entre les extension ahélien-
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nes relatives et les groupes admissibles d’idéaux, ou bien les corps
.de classes:

TatoriMe T 6 (réciproque). Si K est une extension abélienne
finie du corps de nombres algébriques R, il existe une classe d’équi-
valence de groupes admissibles d’idéaux &7, univoquement déter-
minée avec la propriété que K soit le corps de classes associé.

Il résulte alors le complément au théoréme du discriminant:

TatoriiME T 3’ (discriminant et conducteur). Si K est le corps
de classes associé au groupe admissible 7 ayant conducteur F,
alors les facteurs premiers de dg g (discriminant relatif) et F sont
les mémes.

De ces théorémes on déduit aussitdt que le type de décompo-
sition d’un idéal premier P de R lorsqu’on passe & une extension
abélienne K, associée au groupe admissible 7 d’idéaux de R
ayant conducteur F, RZ® C F# € TP est déterminé unique-
ment & partir de la classe de P mod. # dans le groupe multipli-
catif T®/ F (lorsque P est distinct des idéaux premiers en
nombre fini qui divisent ®, et qui sont les seuls idéaux premiers
qui se ramifient en passant & K).

Enfin, pour la décomposition des idéaux premiers exceptlonnels
qui divisent le conducteur F de 7, c.a.d.; qui se ramifient

en passant & K, corps de classes associé & #, Takagi a démon-
tré:

TukorEME T 4’ (décomposition des idéaux premiers ramifiés).
Soit K une extension abélienne finie d'un corps de nombres algé-
briques R, Z le groupe admissible d’idéaux de R déterminé par K,
F son conducteur, Z® € F S I®. Si P est un idéal premier
de R qui divise F, si ' est le plus petit groupe admissible d'idéaux
de R contenant 7 et dont le conducteur F’ n’est pas multiple
de P, sif est le plus petit entier tel que P’ ¢ F#’, alors P se décom-
pose en [K :Rl/f . (' : ) idéaux premiers distincts de K,
ayant ramification (' : F) et degré f.

Le théoréme clasmque de Kronecker-Weber peut se déduire
facilement comme cas particulier des resultats de Takagi:

TuforiME DE KroNECKER-WEBER. Tout corps de nombres
algébriques abélien absolu (c. a.d. -extension abélienne de Ro)
est un corps circulaire (c.a.d. contenu dans un corps du type
Ro(E), ol & est une racine de 1'unité).
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En effet, si K est un corps de nombres algébriques abélien absolu,
par le théoréme réciproque, K est le corps de classes (sur Ro) associé
& un groupe admissible FZ d’idéaux, dont le conducteur sera noté
), et RN C FH c TN, Le corps de classes sur Ry associé au
rayon RY est Ro(§), ol & est une racine primitive f~iéme de 1'uni-
té; en effet, par la théorie des corps circulaires, tout premier p = 1
(mod. f) se décompose en Ro(E) en facteurs premiers distincts
ayant degré 1, d’autre part, si p est un premier avec une telle
décomposition en Ro(&) alorsil est faux que p divise le discriminant
et nécessairement p est premier avec f et enfin, ona p = 1 (mod. f)
car il se décompose en idéaux premiers ayant degré 1. Il en résulte,
par l'unicité du corps de classes, que Ro(&) est le corps de classes
associé au rayon RV). Enfin, de RV C %, on déduit que
K 2 Ro(%). ”

Il est encore important de signaler le résultat difficile obtenu
par Firtwangler en 1930 (démontrant un théoréme énoncé aupara-
vant par Hilbert):

THAOREME DE L'IDRAL PRINCIPAL. Si K est le corps de classes
absolu de R (défini par le rayon Po = M) tout idéal de R
engendre un idéal principal de K.

§ 4. Lot de réciprocité de Artin et des restes de puissances.

Dans ce paragraphe nous voulons préciser le théoréme d’iso-
morphisme (th. T 2) en montrant que l'isomorphisme indiqué
entre Gal (K |R) et I®/FH est canonique. Précisement, cet
isomorphisme est donné par la lot de réciprocité générale de Artin,
dont la formulation se fait plus commodément avec la notion
d’zdéle -de Chevalley.

Définition. Soit R un corps de nombres algébriques et pour
chacun de ses idéaux premiers ou places & l'infini P, soit Rp le
corps complété de R par la valuation wp définie par P c. a. d. le
corps des nombres P-adiques de Hensel ou le corps des réels ou
complexes). On appelle idéle de R & tout élément (zp)p ¢ 'l:l' Rp

de fagon que zp soit une unité P-adique sauf pour un nombre fini
d'idéaux premiers P de R.

L’ensemble des.idéles de R est un groupe multiplicatif, noté
Jr; le groupe multiplicatif R* peut é&tre plongé isomorphiquement
de fagon naturelle dans Jg, donc on peut écrire R* € Jx (&4 chaque
z ¢ R* on associe la famille (zp)p avec zp = z pour tout P).



— 135 —

Si K|R est une extension algébrique, si (z¢)q ¢ Jx alors on

définit la norme N (2q)o comme étant l'idele (yp)pye =T | Nojp (“Q)
(produit étendu aux places Q qui divisent P) olt No p désigne la

norme relative & !'extension Kq | Rp.

Avant d’établir la loi de réciprocité de Artin, nous allons faire
quelques considérations préliminaires.

Soit P un idéal premier ou place & l'infini de R, K | R une exten-
sion abélienne, Qy, ..., Q, les idéaux premiers ou places & l'infini
de K qui divisent P; alors les corps de décomposition des Q; coin-
cident; notons Z (P) le corps de décomposition, Z(P) =
Gal (K | Z (P)) le groupe de décomposition d'un quelconque Q; qui
divise P. Chacun des corps locaux Kg, est Rp-isomorphe & K.Rp;
on obtient tous les Rp-isomorphismes de Kgq, sur K.Rp & partir
d’un isomorphisme quelconque, en le composant avec les éléments
de Z (P). On en déduit que No;jp (Kg,) = Bp NN Uxk).

A ce point, il est convenable d’étudier en détail les extensions
abéliennes des corps du tvpe Rp, qui sont des corps munis d’une
valuation discréte et tels qu’ils soient complets et possédent corps
des restes fini. La théorie locale des corps des classes est exactement
l'étude des extensions abéliennes des corps du type Rp.

Dans la théorie locale, Artin a défini 1'ssomorphisme principal
du groupe R'p/(R'p N N (Jx)) = R'p/Nq, p(K'q;) sur le groupe
de Galois Z (P) = Gal (K | Z (P)).

La définition de l'isomorphisme principal de Artin se fait en
lignes générales de la fagon suivante: 1) on considére d’abord 1’
ensemble H, formé des groupes extensions de K, par Z (P), lequel
est un groupe multiplicatif en définissant l’opération de produit
3 partir de la multiplication des classes d’équivalence des systémes
de facteurs qui servent & définir les extensions de. K, par Z (P)
(en langage moderne, H est isomorphe au 2¢ groupe de cohomologie
construit sur K*g; et Z (P)); 2) un théoréme fondamental est celui
qui affirme que le groupe multiplicatif H est cyclique ayant ordre
égal & I'ordre du groupe Z (P); 3) plus précisement, avec l'auto-
morphisme de Frobenius défini par le corps des restes KQ]. de Ko,
il est possible déterminer un générateur principal du groupe H.
Notons (@q,:)s-cz@ un systéme de facteurs représentant de la
classe d’équivalence de systémes de facteurs qui est le générateur
principal de H; soit f(¢) = T [ a,- ¢ Rp (produit étendu aux
tcZ (P)) pour tout o cZ (P); si (a's,:)s-cz@ est un autre
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systéme. de facteurs de la méme classe, alors,

\ ) '_‘T—I- a”

4 T

flo 7 T ea.
e No;1p (K*qp) (prodult étendu aux teZ (P))

Posons ¢k g, p (0) égal & la classe de f(o) médulo No,1» (K*),
donc ¢x|g,p est un isomorphisme de Z (P) sur le groupe multi-
pllcatlf R P/NQJIP(K o). Soit Yg|r,p: R'p —> Z'(P) 'horomor-
phisme ‘canonique ayant" noyau No;ip (K*q;) = R» NN (Jg) et
déduit de l'application’ 9'xig,p. ‘Alors, Vgig,p est 1’homomor-
phisme principal et l'isomorphisme déduit de ‘bKlR P est l'iso-
morphisme p11n01pal de Artin.

Enfin, soit ¢x|g:Jx — G = Gal (K [ R) l’apphcatlon défi-
nie par Ugre)p=T | Yx|r,p (2p) (ce prodult est f1n1 car
(zP)p est un idéle):

TH]f:o,Ri:ME DpE ARTIN (loi de réciprocité générale). L’application
Vg |r est un homomorphisme de Jg surle groupe de Galois G =
= Gal (K |R) ayant noyau R* . N (Jx).

La démonstration se fait en plusieurs parties: a) si a ¢ R* alors
vgir(a) = 1; b) Vg r est un homomorphisme sur le groupe de
Galois G; c) l'ordre de G est égal & l'indice (Jg.: R*N (Jr)). La
démonstration de (¢) se fait en deux étapes; tout d’abord on
montre que l'ordre de G divise (Jg:R'N (Jg)) (premiére iné-
galité fondamentale), ensuite on montre que l'ordre de @ est un
multiple de Vindice ci-dessus (deuxiéme inégalité fondamentale).

Nous allons maintenant indiquer comment est-il possible dé-
duire la loi de réciprocité des restes de puissémces m-iémes & partir
de la loi de réciprocité de Artin.

Soit R un corps contenant toutes les racines m-iémes de 'unité.
Un élément a <R est dit un reste de puissance m-iéme modulo
U'idéal premier P de R (ol P ne divide pas a, m) lorsqu’il existe
beR tel que a = b» (mod. P).

Pour 'étude des restes de puissances m-idmss mod. P, on est
naturellement conduit & considérer les extensions binémes K | R,
c. a. d. les corps des racines des bin6mes X» — a ¢ R [X]; rappelons
que ce sont des extensions cycliques, ayant degré d égal au plus
petit entier tel que a? soit puissance m-iéme d’un élément de R, et

m
en outre K est engendré par une quelconque racine 4/ ¢ de 1’équa-
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tion X"‘ —a, c. a. d K = R (\/a) Les 1déaux premlers P de R

qui se ramlflent dans 1’extens1on R (\/_ ) | R sont exactement

ceux tels que P|m ou bien P|a; donc les seuls facteurs premiers du

discriminant et du conducteur F de K|R sont les idéaux premiers

qui divisent m ou a. En outre, si' ‘¢ e@ = Gal (K|R) alors
m

. m . ) : :
c(Wa)=0,.Va, ol ;e R est une racine m-idme de 'unité;
I'application o e G—> v, est un 1somorph1°me du groupe de
Galois @ sur un groupe de racines m-iémes de 'unité.

Pour tout idéle ¢ = (z2p)pecJgr on a Yrir (§) e @ done il exis-
te une racine m-iéme de l’unité qui dépend de a, ¢, et qui sera

notée ( . ) telle que ¢ |w (1) (\/ a) = (%) vV a . SiPestun idéal

premier non ramifié, si ¢ ¢ R est un élément primitif selon P, soit
I'idéle = = (zp)p, avec zp =t, zp, =1 lorsque P’ = P; on peut

alors définir (%) et cette définition ne dépend pas du pérticu-
lier élément primitif ¢ chdisi, ce qui permet de noter (%) la ra-

cine m-iéme de 'unité définie par la relation:
. m ) n
vgir(t) (Wa) = (——)\/a ,
P
(—;—) s'appelle le symbole de restes de puissances m-iémes mo-

dulo P, et posséde les propriétés suivantes:

C e

lorsque P divise m, P ne divise pas aias

2. - ; (i =1

P
(lorsque P ne divise pas a) si et seulement si a est une puissance
m-iéme de Rp, ou équivalemment a est congru modulo P & une

puissance m-iéme d'un élément de R, ¢ a. d. a est un reste de
puissance m-iéme modulo P

a _ NP —1 v
3, (_> e~ m— =1 (mod. P)
P
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Dans le cas particulier ot R = Ro (corps des rationnels), m = 2

alors ( P) devient le %ymbole de Legendre et la proprlété (3) est

la formule de Euler

Comme dans le cas de la loi de rémpromté sur le corps des ra-
tionnels, il faut aussi étendre le domaine de définition du symbole
de restes de puissances, en considérant le cas olt P ne divise pas m
et P divise a avec wp (a) = 0 (mod. m); on dit que a est primaire
pour l'idéal premier P (relativement & I’exposant m). Dans ce cas
wp (a)/m est entier et il existe b ¢ R tel que wp(b) = wp (a)/m,

donc P ne divise pas ab—m; de R k\/ ab—=) = R (Y a) et puisque
P ne se ramifie pas dans R (Va), on pose

(_a_)_= ( abl: )(symbole déja défini);

P

de méme, la formule (1) reste valable. Enfin, pour tout diviseur

B = T 7 P du corps R, tel que si @p # 0 alors a est primaire
ép

pour P, on peut poser: (—%) = 'I_l(%) ; remarquons que

pour chaque a ¢ R* l'ensemble de tels diviseurs est un groupe

multiplicatif M,. L’application B — (%) est un homomor-

phisme du groupe M, dans le groupe des racines m-iémes de
I'unité, c. a. d. ( a. ) = ( ¢ ) ( @ ) Pour déterminer le
B, B, B, 2

noyau de cet homomorphisme, associons & chaque diviseur
BecM,unidele g =T | p® avec 1p = (2p)pr, 2p = lp 6lément
primitif de P, zp- = 1lorsque P’ % P; le noyau est formé des divi-
seurs B tels que l'idéle associé 8 appartienne & R*N (Jg)..Cela
découle aussitot en appliquant la loi de réciprocité de Artin.

En particulier, si b est un élément de R appartenant au rayon

R® ouF est le conducteur de R (\ @) | R, alors nécessairement
a
(T) =1 (par abus de notation on a écrit (—g—) au lieu de

(.—a—— , div (b) étant le diviseur principal engendré par
div (b)

I'élément b).
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Si on veut avoir la loi de réciprocité des restes de puissances sous
une forme classique, et plus ressemblante & la loi de réciprocité
quadratique, il faut travailler avec le symbole normique de Hzil-

bert(b’a).
P

Pour tout élément b ¢ R* et tout idéal premier ou place infinie

P de R, soit (b,Ta> la racine m-iéme de 1’unité définie par

la relation L!JKIR,p (b) (V?) = ( b’l)a)v-;, ol q)KlR,P est 1

homomorphisme principal défini pour l'extension K | R et associé

a4 P. La loi de réciprocité de Artin pour l'extension R (\/7) |R
b, a

équivaut é,( )= 1 (formule du produit) et la relation

( b,Pa) = 1 signifie que b ¢ R € Rp est la norme d'un élément

de Rp (V@ ). Ce symbole a les propriétés suivantes:

b, a a \vp® . . .
1) ) = (—) lorsque P est premier et ne divise pas
P P le conducteur F de K |R

2) (M) = (bl’ a4 ) ( bzI,)a ) quelques soient by, bee R*

P P
3) (_I”_QG_ = (b’ il ) (M) quelques soient ai, as ¢ R
p P |

b, a a, b
4). ! ) . =1 uelques soient a, b ¢ R*.
(55 () ueane

Lot de réciprocité de restes de puissances m-iémes. Soient a, b ¢ R*
(ol R contient toutes les racines m-iémes de 'unité), soient Fq, F,

m m
resp. les conducteurs des extensions R(Y @) | R, R(\'b) | R; posons
div. () = A . A/, ou A est le produit des diviseurs premiers P
tels que P divise div. (a), P ne divise pas Fy et des plus grandes
puissances m-idémes possibles des diviseurs premiers P tels que
P | F;; de méme, posons div (b) = B . B’ oit B est le produit des
diviseurs premiers P tels que P divise div (b), P ne divise pasFy, '
‘et des plus grandes puissances m-iémes possibles de diviseurs pre-
miers P tels que P | F,. Notons @,,; l’ensemble des places & infini
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de R ou des premiers P -tels que P divise.le plus grand commun
d1v1seur de F,, Fy. Alors ' :

b\ a )\ [bya\"
(%) (5) *rf( 5.
produtt éteridu aux P e P, . En particulier, sia, be R et m sont deux
A deu‘( étrangers, alors A - e

(B -5

produtt étendu aux P ¢ ®,,, ol q) . désigne 1'ensemble des places &
Vinfini de R ou des diviseurs premiers P tels que P | m. Enfin, si
R = Ry (corps dés nombres rationnels), m' = =2, si a b ¢'Ry sont
des nombres premiers impaires, alors on a Pt

b

()= (55 = o)

selon qu'il existe ou non des solutions de ' X? — a¥Y? = b dans le
corps premier de caractéristique 2.

211 est lmportant de remarquer que seulement pour des corps
particuliers on a déja calculé explicitement la valeur du prodult

TT (_l_)i)_) (produit étendu auzr P ¢ ®,)

§ 5. Relations avec le théoréme de Dirichlet et les séries-L.

Dans ce paragraphe nous allons indiquer en lignes générales
comment est-il possible déduire le théoréme de Dirichlet (existence
d’une infinité de nombres premiers dans toute progression arith-
métique avec premier terme et différence relativement prem1ers)
4 partir de la théorie des corps de classes.

Soit 7 un groupe admissible d’idéaux de M, ayant conducteur

F, R® C # € I®_ A chacun des (I® : ) caractéres % du
groupe abélien fini 7 ®/ Z associons une application X définie
sur 7, en posant: %L(A) = X(A) lorsque A ¢ T® et A est la
classe latérale de WP/ F définie par A; %L (A) = 0 lorsque
AcJ,AdI® On définit alors les séries-L de R associées au
groupe admissible d'idéaux % en écrivant pour tout paramétre
complexe s tel que Re(s) > 1 '

A
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(ces séries sont convergentes daris cette region). ‘Comme dans le cas
particulier ot R est le corps des rationnels, on détermineles abscisses
de convergence des séries-L. Dans le cas du caractére principal
% | (% (A) =1 pour tout' A ¢ J (F))"’l"absciSSe de convergence
est 1 et on a lim (s —1) . L(s|%) =¢.(IP:FH), ¢ #0
constante, o la limite est prise lorsque s tend vers 1 par valeurs
réelles & droite; le calcul de cette limite dépend de propriétés par-
ticulieres des séties de Dirichlet. Dans le cas d’un caractére
non principal X # %, l'abscisse de convergence est <. 1 et
lim L(s\X) =1L (1|X) (flm) D’autre part par 1’1dent1té de Euler,
on peut exprimer les séries-L dans la régmn de convergence
(Re(s) > 1) comme prodult infini absolument convergent

% (A) 1
N (A) - T | _%(P)

N (P)s

L(s|X)=2X

(somme étendue aux idéaux A &7, produzt étendu aux idéaux pre-
miers P ¢ T).

En prenant les logarithmes, on obtient

x(P)

log L (s ) = % o +9(S"‘>=
%
-21O By o toeIm

(la premiére somme étant étendue aux idéaux premiers P ¢ M),
ot g (s| %) est une fonction qui reste bornée lorsque s tend vers 1,
ol @ parcourt les classes latérales du groupe .7 ®/F et ol
L(@) = % (P) quelque soit P ¢ (. En multipliant les expres-
sions ci-dessus par % ((®-1), en additionnant pour les différents
caractéres et en prenant compte des relations d’orthogonalité des
caractéres, on obtient:

" (F) - X) = log L (s | %
(T®: FH) . ECN(P) +Xg(sl) og L (s| %) +
+ Y, log L(s|%)
'X.:l:“Ln
donce
> S 1SS T S 11

pec N (P) (IT® . H) s —1
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ou f (s) est une fonction qui reste bornée ou tend vers — = lorsque
s tend vers 1. »

D’autre part, soit K|R une extension galoisienne et con51dé-
rons la série-¢{ de Dedekind du corps K, & savoir

' 1 — 1
KK(S)—EW—Ill* n
N (Q)s

pour Re (.§) > 1 (sommes étendues aux idéaur B de K et auz idéauz
premiers Q de K). Si on sépare les idéaux premiers de K selon leurs
degrés absolus, en remarquant que le produdt

—_— 1

I :

TN

étendu aux idéaux premiers Q ayant degré f = 2 reste borné (lors-
que s —> 1), alors en prenant les logarithmes, on a

1

log Cx(s) = log T—Iﬁ%l =
- N (Qy
1 1
=Slg————— =N —1 4
PR B T T
N (Q)s

(sommes et produits étendus auz idéaua premiers Q ayant degré
absolu égal & 1), ol g¢ (s) reste bornée (lorsque s — 1). Or,
lim (s—1) . ¢x(s) est une constante non nulle; d’autre part, si P
est un idéal premier de R (ayant degré 1) et qui se décompose en
[K :R] = n idéaux premiers distincts ayant degré 1 de K, P

= Q:...Q,, alors Ng|g, Q; = Ng g, P, donc

1 1
2 N (0) log + g (s)

(somme étendue duzx idéaux premiers Q de K ayant degré absolu 1),

1
"ZNmr_zNwP
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(la premiére somme étant étendue aux idéaux premiers Py de R ayant
degré 1 et se décomposant en n idéaux premiers distincts de K ayant
degré 1, tandis que la seconde somme est étendue aux idéawx premiers
Q de K ayant degré absolu 1), donc enfin
3 __}___ = i log 1
N (P1)s n s—1

+ g (s). (2]

Or, en utilisant le théoréme d’existence de corps de classes et
en prenant pour K exactement le corps des classes sur R associé
au groupe admissible d’idéaux 7, alors un idéal premier P est dans
T si et seulement si P est un idéal premier de degré absolu 1 et qui
se décompese en K en idéaux premiers distincts de degré 1; donc les
premiers membres des relations [1] (pour la classe d’idéaux @ =
= ) et [2] coincident et alors nécessairement il de méme des
seconds membres; donc f (s) reste bornée lorsque s tend vers 1,
et ceciimplique I’existence d’une infinité d’idéaux premiers P ¢ F#,
d’od nécessairement L (1]%) 5 0 pour tout % # %, et on déduit
I'existence dans chaque classe d’idéaux (® modulo 7 d’uneinfinité
d’idéaux premiers, méme de degré 1.

En particulier, dans tout rayon R® du corps R il existe une
infinité d’idéaux premiers de degré 1. Si R = R, si f est un entier
positif, alors on obtient le théoréme classique de Dirichlet.

Ces considérations montrent que le cadre naturel du théoréme
de Dirichlet se trouve dans la théorie des corps de classes.

§ 6. Extensions abéliennes de corps imaginaires quadratiques et le
12¢ probléme de Hilbert.

Le théoréme de Kronecker-Weber a permis de connaitre toutes
les extensions abéliennes K du corps des rationnels: ce sont les
sous-corps des corps obtenus par adjonction de racines de 'unité;
en d’autres termes, les éléments de K sont obtenus comme valeurs
d’une fonction exponentielle exp (2wiz/m) lorsque x prend des
valeurs rationnelles (ces valeurs, lorsque z appartient au corps
de base, sont appelées les valeurs singuliéres de la fonction expo-
nentielle).

Kronecker avait cru —et c’est cela le fameux ‘“Kroneckerschen
Jigendtraum’” — que les éléments de toute extension abélienne K
d’un corps imaginaire quadratique R = Ro (\ltd_) (aveec d > 0)
pouvaient étre obtenus comme valeurs singuliéres d’une fonction
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exponentielle et de la fonction elliptique modulaire J (7). Plus
tard, Fueter a démontré que sa conjecture était fausse et ‘que
pour certaines extensions abéliennes K de R il était nécessaire de
considérer aussi les valeurs singuliéres de certaines fonctions ellip-
tiques pour obtenir tous les éléments de K.

Le manque d’espace nous empéche de considérer plus longue-
ment cette question. Nous voulons seulement signaler que ces
recherches ont amené & la théorie de la multiplication complexe.

La question posée par. Kronecker pour le cas d'un corps de base
quadratique imaginaire a été plus tard considérée 4 nouveau par
Hilbert et déja sous une forme plus ample. C’est le 12¢ probléme
de Hilbert; étant donné un corps de nombres algébrlques R, déter-
miner des fonctions telles que chaque extension abélienne K de R
puisse étre obtenue en prenant des valeurs singuliéres de ces fone-
tions. Par I’étude de cette question on arrivera & comprendre pour-
quoi la théoric des fonctlons analytiques joue un réle aussi impor-
tant en théorie des nombres.

§ 7. Théories du typeé des corps de'classés.

Un des aspects les plus intéressants des résultats de la théorie
des corps des classes est le suivant: la donnée des classes d’équiva-
lence de groupes admissibles d’idéaux du corps de base R permet
d’obtenir toutes les extensions abéliennes K de R, en vertu du
théoréme réciproque de Takagi. On peut ainsi dire, grossiérement,
que les extensions abéliennes de R sont déja en germe dans le corps
R lui-méme, ou plus précisement, peuvent étre caracterisées par
des objects définis uniquement en termes de R. - .

Il y a d’autres théories d’ Algebre qui partagent cet aspect avec
la théorie des corps de classes et qui nous pouvons classifier comme
des théories du type des corps de classes, et dont le probléme fon-
damental est le suivant: étant donné un corps de base R et un
ensemble & de corps extensions'de R, définir uniquement & partir
deR, un ensemble 4 d’objects (d’une nature qui dépend de chaque
cas), et une application ¢ : &> ¥, de fagon qu’on‘ait:1) ¢ est
une application biunivoque (c’est le théoréme de caractérisation
pour cette théorie), 2) ¢ est une application surjective (c’est le
théoréme d’existence pour cette théorie). Il va sans dire 'qu’il
¥ a dans cette formulation du probléme un grand arbitraire; il
faut donc limiter convenablement la nature du corps R ainsi que
I'espéce d’extensions de R qui appartiennent & l'ensemble &.
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De méme, pour que la théorie présente un intérét, il faut que les
objects de § soient assez simples, en tout cas maniables. On dit
alors que & est une famille d’inmvariants pour les extensions de 1’
ensemble & et que ¢ est une classification des extensions de &
par les éléments de 9. - ~ SNy

I1 est convenable d’lllustrer avec quelques exemples ce qui nous
venons de dire. ~

Exemple 1: la théorie locale des corps de classes. Dans ce cas,
R est un corps valué discret complet ayant corps de restes fini,
& est 1'ensemble des extensions abéliennes (de degré fini) de R;
¥ est 'ensemble des sous-groupes d’indice fini du groupe multipli-
catif R; ¢ est l'application Ng g

Exemples 2:1a théorie des extensions galoisiennes (de degré fini)
d'un corps R, qui a été abordée par ‘Hasse, Witt et leurs éléves.
Dans un cas particulier important, Witt a obtenu des résultats
plus complets: la théorie des extensions p(ouon ....0r) ‘abéliennes
d'un corps R de caractéristique p > 0, c.a.d. les extensions
galoisiennes K de R, ayant groupe de Galois abélien qui admet une
décomposition en produit direct de groupes cycliques ayant ordres
po, po, . .., por; ¥ est alors un certain ensemble de groupes additifs
W de vecteurs de Witt de longueur finie construits sur le corps
de base R.
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