SOBRE LA SERIE DE FOURIER DE LA DISTRIBUCION
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1. Designaremos con Dr el espacio de las funciones indefini-
damente diferenciables en la circunferencia unidad I'. Diremos
que una sucesién ¢;(s) de funciones ;e Dy converge a cero para
j —> = silas derivadas de todo orden de las funciones ¢; convergen
a cero uniformemente para j— .

Las distribuciones T en T son las funcionales lineales y continuas
sobre el espacio Dp. El espacio de las distribuciones en T'lo designa-
remos con Dy’. El producto escalar de una distribucién T por una
funcién ¢ lo indicaremos con < T, ¢>.

Consideremos la siguiente funcién definida en T

e 41

1 )
2 e —1

v 1
—cotg —s =
2 2

Ella no define ninguna distribucién pues, como se ve inmediata-
mente, no es sumable en el origen s = 0.
Consideremos en cambio la expresién

1 1
<v P cotg -8 9 (8)> =

= 1 1
=vp/ ?cotg~2—s<p(s)ds= (1)

—_T

— e 7:1 1
= lim + —_cotg—so(s)ds|.
eéoli/_.,m _/-E 2 g2 <P(

Demostremos que de esta manera queda definida una distribu-
cién. Basta ver que la expresién (1) define una funcional lineal
y continua en Dry.
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Veamos primero que es lineal. En efecto, sean ai, o ntimeros
complejos, se tiene

1 1
/ <v P Y cotg 5 8, (a1 o1 + a» @2)>. .

—e 1
= lim [/ + ?cotg?s(al o1 (8) + a2 92 (s)) ds] =

e>0 - -

—e 1 1
= o lim [ + ?cotg?S o1(s) ds] +

o= 0 —x

—e * 1 1
+ a lim [/ —I—/ ——cotg——sq>2(s)ds] =
e>0 —x e 2 2

_ 1 1 > / 1 1

= q — cotg —s s = —cotg s, ga(s .
1\2 gz » 91(8) a2\2 g2 <P2()/

Veamos que es continua en la topologia introducida en Dp.

En efecto, consideremos una sucesién 9i(s) —> 0 para j—» o,
en Dy y pongamos:

<v p;—'cotg—;-s, ¢j(8)> = vp/

1 1
—cotg — s ¢;(s) ds =
20 g2 ‘PJ()

k7
-7

=1 1
=0p [ Soote s () — a0) + 5,(0)) ds -

—_T

L | 1
= <pj(0)vp/ ?cotg?sds -+ (2)

=1 1
top [T S cotg o s (5) — a(0)) s

La primera integral del dltimo miembro es nula pues

Lo
— CO — S8
g %87

es una funcién impar. En la segunda se puede suprimir el signo v p
pues el integrando es ahora sumable en el origen s = 0. Adems4s
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por el teorema del valor medio podemos. poner:. :
9i(s) — o, (0) =sg/() , 0<E<L

Se tiene entonces:

=1 1 " |
[ —2— (?otg ‘5‘8 (q),(s) —- cpz(O)) ds.| <.

-7

=1 o -
<f *2————1—\.!s||¢x<;>|qs<

— sen .8
L 2
1
¢ . 7 8
. < max l q),’ (S) [ . ——-—l'— ds.
_.| sen 5s

Llamando A4 al valor de la integral que aparece en este tltimo
miembro, la expresién (2) puede acotarse de la siguiente manera:

1 1 ' ‘
<1) Y _2— COtg ? S, ‘Pj(s) > < A 'mé'x | (P]'(S) ‘ ’
que tiende a cero para j—> «.

2. Consideremos ahora la serie de Fourier de la distribucién
asi definida.

De acuerdo con [2] escribiremos los coeficientes de Fourier de
una distribucién T en T' de la siguiente manera

(0 = 5=, e,

donde £ =0, £ 1, =2, +3,...
Calculemos las diferencias

1 . .
A Ck = Ck — Ck_l = ¥<T, (6_”‘73 —6_’(k_1)8)> =

T2 \
1 . . _
e e = (1 — e 1.

= _I_/T, e—iks (1 — eis)> = 3)
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. . . 74 1 . L ;‘:._-‘ '
Para el caso de la distribucién » p Y cotg Y s, los coeficien-
tes de Fourier serdn:

1 i

C —cotg —s | =
k(vp2 gz)
1 s 1 1 B e
= —< — cotg —s, ¢k = (4
2z \'Pg YT = @

1 S | ¢ 1 'ks.d: :
=——0vp. — cotg —s e as
D 2 P _,:2,,g2,‘-1 R
y las diferencias serdn

AL [ e e
ACy,=——vp | -—cotg —s(l —ei)eilods= .~
’ 2w”p/_,:2' g5 s )

1 i [~ ' A
= ——— 1+ ¢i) e~ ds = 5
o 2 _,W( +e')e‘ $ (5)

7 1 ™ 1 ™
= — —{— —iksd N —'i(k—l)sd —
2 (2ve /e ot 27;/46 | s)
7 ; '
=3 (B0, + B0, 5-1)

donde se han indicado con S0,5-Y 0,21 los valores de la delta de
Kronecker 3,, para =0, v=k y w =0, v =k — 1 respecti-
vamente.

Hemos obtenido asi para los coeficientes Cj una ecuacién en
diferencias finitas

AC, = — ; (Bc,k -+ EO,k_I) .
Se tendri entonces

Ck = Z —é‘ (Bo,k’-l- Bq,k_],). = —"';—' sgk + C, (6)
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siendo s gk la sucesidn
1 para k >0
sgk = 0 » k=0
—1 » k<0

y C una constante a_determinar.
Indiquemos con el simbolo v sobrepuesto, la operacién de sime-
tria. Se tiene:

para una funcién de Dr: ; (8) =9 (—9)
» > sucesién: Oy = C_y
> » distribucién de Dp: <7, ¢> = <T, p>
o bien <f[”,‘¢;> = <T,¢>.

Diremos que una funcién, sucesién o distribucién es par si es
igual a su simétrica e impar si es igual a su simétrica cambiada

de signo.
Pero para una funcién ¢ e Dp se tiene

v 1 L
Sule) = — / ¢ (s) ok ds =
2 J_x

1 (= N v
. o (—s) e ireds = Ci(g),
y para una distribucién T e D'p

v Vv \'A
C(T) = <T,eirs> = <T,e-ive> = Cy(T).
|

Por otra parte, si T es impar serd r=—T y la tltima expre-
sién nos daré
)'4 v
Co(T) = Co(T) = Co(—T) = — Cu(D), )
es decir
Cp = — Cy
en otros términos, la sucesién Cj de una distribucién impar es im-
par.
Para el caso de la distribucién

1
vp—z—cotg;s



se verifica que

como se ve reemplazando el primer miembro de esta igualdad por
la expresidn (1) y cambiando variable en las integrales. Ello signi-
fica que la distribucién '
1 ¢ 1
v 2 cotg 2 8

e3 impar; por otra parte, teniendo en cuenta (7) resulta que sus
coeficientes de Fourier forman una sucesién impar.

Volviendo a (6) se deduce entonces que la constante C debe ser
nula, dado que la sucesién s g k es impar.

Obtenemos en definitiva:

1 1 7
Ck(vp—z——cotggs)=—~2—-sgk. (8)

3. Consideremos ahora la#s distribuciones

5, = =8 — —— vp — cotg — ©
* T g oni Py OGS
8 1§+ 1 L ote (10)
_ = — — — s

2 oxi (P9 O

donde el pequefio circulo sobrepuesto a las letras indica que son
distribuciones definidas en I'. Se tiene para ¢ (s) e Dp

° 1 1 L | 1
G o> = 500 — 5— ”’/_J cotg - 5 ¢ () ds

(3 L 1 /"_1_ 1
NG <P(3)/ 2 9 (0) + 21”,1)]0 .2 cotg 2 s ¢ (s) ds.
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4. Indiquemos con las variables complejas w = reity w* =r—1eis,
0 <r <1 los puntos interiores 'y exterlores a T' y consideremos
las siguientes funciones: -

1 7 w41
Flo) = ——— — 11
©) 21 2 o—1 ' (1)
1 ¥ 41 '
@ (0*) = soet+l (12)

21 2 o*—1

Ambas definen sendas dlstrlbuclones que dependen de r ‘pues para
¢ (s) € Dp'se tiene

(P, s@y = [T F@ e -

(13)
1 " Z reis + 1
= — '2'1”' /—“? ”—_1‘ @(s? ds‘
<G (0*), ¢ (9)> _ _";G(w*) @(s) ds = |
(14)

% ¢ gr-legis
_ 1./ 1 e+1 o (s) ds.

2wt ) 2 r—Leis

"Podemos poner (cf [3])

1 i w41

It

1 1
P(r,s)——@Q(r
577 2 w1 "2l T el

1 i e* 41 1 | 1
- — ; = P ) + ’
2mi 2 of 1 2. PO+ 5 Q)

donde P (r,\ )y Q(r, s) indican el ndcleo de Poisson y su con-
jugado
1 —r?

1—27r cos s + r?

. 1
P(r,s) = E

r sen s

1 —27r cos s+ r?
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Las expresiones (13) ¥ (14) se podran eSCI'IbII‘ de la siguiente
manera,

<F<w>, (s>\=~—/ P(r,s) o(s) ds —

/ Q09 9 (6) ds; as)

21"1

(oW, ey = P(r 9 o(s) ds+

8) ¢ (s) ds. (16)

Si se toma limites para r — 1 en éstas tltimas se obtiene, como
es sabido, (cf. [3]):

tim @), 96) > =

e (0) 1 T 1 1
= — v —cotg =—s ¢ (s) ds, (17
2 24 ’?f_t g oy el {7)

‘ * N
.,1‘;“1<G(“’ )9 () > =

e (0) , 1 "1
="+ v —cotg — s ¢ (s) ds. (18
2 | 2n4 p/_.,rz 2 ? (s )

Es decir, las funciones F (0) y G (0*) tienden, en el sentido de las
distribuciones a las distribuciones §+ y §_~ ‘respectivamente.
Las férmulas (17) y (18) son las andlogas, para el caso del circulo
unidad, a las férmulas obtenidas en [4] para el caso del semiplano.
Si se hace una representacién conforme del plano z =z + 7y
en el plano w = rei* por medio de la relacién
z2—21

R 1
I (19)

que transforma el semiplaho y > 0enelcirculor <1, y el semi-
plano y < 0 en la regién r > 1, y se reemplaza en (11) y (12) el
valor de o por la expresién (19), se obtiene:

1
2w 1

1
F—>fz) = — ~
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1

GON—>g@ = S

Nllb—‘

que coinciden con las funciones de variable compleja utilizadas
en [4] para obtener por un pasaje al limite para y —> 0, las expre-
siones de 3, y 3_ en el eje real.

5. Escribamos, por tltimo, las series de Fourier de las distri-
buciones 3, y 3_. Para ello recordemos que (ef [2]):

Cu(8) ;—21: <§, e—““> - —2175—

Teniendo en cuenta el resultado obtenido en (8) podemos poner:

0 § 1 1 1
Ck(8+)=0k(“é‘)—ck( vp —5_cotvg—2 S)=

2w 1
1 1 1 7
= — . - . —sgk=
2 2® 2w 2
= ! (1 +1 k Y (k)
eyl sgc)— . ,
0 3 1
C3) = G (—) + Ck( v p - cotg ——s) -
2 27w
_ 1 1 n 1 7 %
=2 2% " 2mi 2 °9F7
1 1
= —{— — — 8 kY=—Y —k,
2% (2 g) 2T ( )

donde se ha indicado con Y (k) la sucesién de Heaviside

Y(k)___{rlparak>0

L0 » k=<0
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